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Vorwort. 


Als  ich  vor  zwei  Jahren  im  Vorworte  zur  vierten  Auflage 
meines  Taschenbuches  den  EntscUass  ankündigte,  y^denmächst  in 
gleicher  Anlage  ein  auf  zwei  Octavb&nde  berechnetes  Handbuch 
zu  publiciren,  das  ausser  dem  Inhalte  des  Taschenbuches  und 
den  Bern  Verständniss  erleichternden  Entwicklungen  und  Beispielen, 
auch  sonst  vielfache  Zusätze  und  historisch  -  literarische  Notizen 
enthalten  solle'',  verhehlte  ich  mir  keineswegs  die  fast  unüber- 
windliche Schwierigkeit,  dem  mir  vorschwebenden  Ideale  auch  nur 
annähernd  gerecht  zu  werden.  Wenn  ich  es  dennoch  unternahm, 
so  geschah  es  in  der  Hoffnung,  dass  ich  immerhin  vielen  Freunden 
der  mathematischen  Wissenschaften  mit  meinem  Versuche  einen 
Dienst  erweisen,  und  die  Kritik  nicht  übersehen  werde,  dass  es 
kaum  möglich  sein  dürfte,  auf  den  ersten  Wurf  eine  solche  Auf- 
gabe nach  allen  Theilen  befriedigend  zu  lösen.  —  Gelingt  es 
meinem  Buche,  sich  Eingang  zu  verschaffen,  so  kann  ich  jetzt 
schon  versprechen,  dass  eine  allfiülig  nöthig  werdende  spätere 
Auflage  allseitig  vollkommener  werden  soll,  —  dass  ich  mich 
namentlich  bestreben  werde,  das  Ganze  homogener  zu  machen, 
manche  den  neuesten  Fortschritten  der  Wissenschaft  noch  nicht 
ganz  entsprechende  Darstellung  umzuarbeiten,  die  historischen  und 
literarischen  Nachweise  zu  vervollständigen  und  besser  einzuordnen, 
—  und  vor  Allem  aus  Lücken  oder  Unrichtigkeiten,  deren  ich 
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selbst  jetzt  schon  gar  manche  kenne,  und  anf  welche  ich  anch 
durch  sachliche  Kritiken  aufmerksam  gemacht  zu  werden  hoffe, 
auszufüllen  und  zu  heben.  —  Ich  schreibe  dieses  selbst  auf  die 
Gefahr  hin,  dass  irgend  ein  Recensent,  wie  es  mir  schon  einmal 
passirt  ist,  anstatt  mein  Buch  zu  lesen,  das  Gute  zu  würdigen 
und  zur  Verbesserung  des  Mangelhaften  einige  freundliche  Winke 
zu  geben,  —  es  bequemer  finde,  diese  Selbstkritik  einfach  in  ein 
von  ihm  herkommendes  Urtheil  umzuschreiben,  wodurch  natürlich 
der  Sinn  ganz  ein  Anderer  wird. 

Zum  Schlüsse  kann  ich  nicht  umhin,  meinem  Assistenten,  Herrn 
Weilenmann,  für  seine  unermüdliche  Hülfe  bei  den  Correcturen,  — 
und  dem  Herrn  Verleger  für  sein  bereitwilliges  Eingehen  auf  alle 
meine  Wünsche  den  besten  Dank  auszusprechen. 


Zürich,  im  December  1870. 


Rudolf  TVoir. 


I  n  h  a  1 1. 


A.  Arithmetik. 

I.    Einleitang pag.  3—21. 

Anlisabd  der  Mathematik  nnd  Physik  3;  die  Uteete  Zeit  8;  die  mittlere  Zeit 
6;  die  neuere  Zeit  18. 

n.   Die  arithmetischen  Operationen 21—40. 

Vorbegriffe  21;  Addition  und  Subtraction  24;  Mnltiplication  und  Division  25; 
verschiedene  betreffende  Regeln  27;  Elevation  und  Extraction  30;  verschiedene 
betreffende  Regeln  32;  die  Logarithmen  82;  die  Zahlsysteme  33;  das  Deoimal- 
system  34;  die  gemeinen  Logarithmen  37. 

m.   Die  Gleichungen  und  Proportionen 40 — 52. 

Oleichheit  und  Gleichung  40;  die  Gleichungen  ersten  Grades  40;  die  Ver- 
hUtnisse  und  Proportionen  41;  die  Gleichungen  swelten  Ghrades  42;  die 
Gleichungen  dritten  G^des  48;  die  Gleichungen  höheren  Grades  45;  Glei- 
chungen mit  mehreren  Unbekannten  47;  die  unbestimmten  Gleichungen  50; 
transcendente  Gleichungen  51;  Ansats  der  Gleichungen  51. 

IV.  Die  Progressionen  nnd  Eettenbrüche 52-~58. 

Die  arithmetischen  Progressionen  52;  die  geometrischen  Progressionen  53; 
die  Zins-  und  Rentenrechnung  54;  die  Kettenbrflche  56;  die  N&herungsbrttche 
57;  die  periodischen  Kettenbrflche  58. 

V.  Die  Combinationslehre  nnd  Wahrscheinlichkeitsrechnung  59 — 70. 

Die  Variationen  59;  die  Permutationen  60;  die  Comblnatlonen  61;  die  In- 
versionen und  Determinanten  61;  die  Wahrscheinlichkeit  62;  einige  Grund- 
regeln 68;  die  relative  Wahrscheinlichkeit  64;  die  Erfahrungswahrscheinlich- 
keit 65;  die  Wetten  und  Hasardspiele  67;  die  Mortalit&t  68. 

VL  Der  binomische  Lehrsatz 70 — 74. 

Begriff  des  binomischen  Lehrsatses  70;  Eigenschaften  des  Bymboles  n  Aber  h 
71;  Verallgemeinerung  des  binomischen  Lehrsatses  72;  einige  Anwendungen  78^ 

Vn.  Die  Lehre  von  den  Reihen 74—91. 

Die  sog.  Functionen  74;  die  Ezpoaentlalreihe  76;  die  logarithmische  Reihe 
77-,  die  natftrlichen  Logarithmen  77;    die  gemelneii  Logarithmen  78;  die 
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gonlometritohen  Reihen  79;  die  umgekehrten  Reihen  81;  weitere  Entwick- 
lungen 82;  Convergenz  und  Divergenz  87;  die  InterpolAtion  89. 

VIII.  Die  Differential-  und  Integral-Rechnung   ....    91 — 112. 

Begriff  der  Differentialrechnung  91;  Differentiation  der  algebraischen  Func- 
tionen 92;  Differentiation  der  transcendenten  Functionen  93;  Differentiation 
der  Functionen  mit  mehreren  Variabein  94;  Differentiation  der  Gleichungen 
94;  der  Taylor'sche  Lehraati  95;  die  Maclaurin'sche  Reihe  und  die  La- 
grange*8che  Reversionsformel  97;  unbestimmte  Ausdrücke  98;  Maximum  und 
Minimum  99;  Begriff  der  Integralrechnung  100;  Integration  durch  Substitu- 
tion 101;  Integration  durch  Zerlegung  oder  Auflösung  in  Reihen  102;  Inte- 
gration durch  Recurdion  103;  verschiedene  Integralformeln  106;  bestimmte 
Integrale  108;  Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  109; 
Integration  der  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  111;  Begriff  der 
Variationsrechnung  112. 

B.  Geometrie« 

IX.  Geometrische  Vorbegriffe 113—123. 

Der  Ort  113;  die  fortschreitende  Bewegung  115;  die  drehende  Bewegung  116; 
die  Parallelen  und  Senkrechten  116;  die  Coordinaten  117;  die  gebrochene 
Linie  118;  das  n-Eck  und  n-Seit  119;  die  Winkelsumme  120;  Ansahl  und 
Eintheilung  der  n-Ecke  120;  die  Congruens  und  Aehnlichkelt  123. 

X.  Das  Dreieck 123—130. 

Orundeigenschaften  des  Dreiecks  123;  das  gleichschenklige  Dreieck  124;  das 
nngieiohseitige  Dreieck  126;  weitere  Congruens-  und  Aehnlichkeitssltse  126; 
die  Symmetrie  126;  Abstand  und  Protection  127;  Parallelensitse  127;  weitere 
Sätze  128. 

XL  Das  rechtwinklige  Dreieck  nnd  die  goniometrischen  Functionen, 
Formeln  und  Reihen 130—141. 

Das  rechtwinklige  Dreieck  130;  Dimensionen  und  Fliehe  130;  der  pytha- 
gorUeche  Lehrsats  131;  die  Seitenverh&ltniBse  132;  die  goniometrischen  Func- 
tionen 133;  einige  Grundbeziehnngen  134;  die  sog.  Transformation  der  Co- 
ordinaten 134;  weitere  goniometrische  Formeln  135;  der  Moivre'sche  Lehr^ 
sats  137;  einige  goniometrische  Reihen  137;  Anwendung  auf  algebraische 
Gleichungen  140;  Anwendung  auf  transcendente  Gleichungen  141. 

Xn.  Die  Trigonometrie  und  einige  weitere  Eigenschaften  des  Drei- 
eckes       141 — 154. 

Die  trigonometrischen  Grundbesiehungen  141;  weitere  Formeln  143;  die  Be- 
rechnung der  Dreiecksfliche  146;  die  Trigonometrie  145;  die  Fllchens&tse 
148;  einige  isoperimetrische  Sitze  149;  die  Transversalen  150;  einige  weitere 
Sitse  150;  das  Centrum  der  Ecken  und  das  Centmm  der  Selten  152;  der 
Scbwerpunot  und  der  Höhenpnnet  153. 

Xm.   Das  Viereck  und  Vieleck 154—164 

Das  Viereck  154;  die  Tetragonometrie  155;  einige  Eigenschalten  des  ParaUelo- 
grammes  156;  das  Vierseit  «ad  die  hannonitohe  TheUang  157;  das  Vieleck 
162;  die  Polygooometrls  163. 
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XIV.  Das  centrisclie  Vieleck  und  der  Elreis    ....    164 — 176. 

Die  nach  den  Ecken  oentriachen  Vielecke  164;  die  nach  den  Seiten  oentri- 
Bchen  Vielecke  164;  die  centrischen  Vielecke  165;  daa  oentriache  Unendlich- 
eck 166;  die  Kreialinie  168;  die  Secanten  nnd  ihre  Winkel  168;  die  Tan- 
genten und  ihre  Winkel  169;  die  ein-  nnd  nmgeschriebenen  Vielecke  170; 
Beaiehnngen  awischen  verschiedenen  Kreialinien  172;  Pol  nnd  Polare  173; 
Sehne,  Pfeil,  Sector  und  Segment  174;  noch  einige  Beaiehnngen  176. 

XV.  Die  analytische  Geometrie  der  Ebene 176 — ^218. 

Die  Gleichung  der  Geraden  176;  verschiedene  Aufgaben  178;  der  Punct  der 
mittlem  Entfernungen  181;  die  Gleichung  der  Kreislinie  183;  die  Linien 
8 weiten  Grades  184;  Azen  und  Mittelpunct  185;  Transformation  und  Ein- 
theUung  186;  die  Tangenten  und  Normalen  189;  der  Erümmungskrels  190; 
die  Quadratur  191;  die  Rectiflcation  194;  die  Ellipse  195;  weitere  Beaiehungen 
196;  die  Parabel  200;  weitere  Beaiehungen  201;  die  Hyperbel  203;  weitere 
Besiehungen  204;  die  sog.  besondem  Puncte  206;  einige  Curven  dritten 
Grades  206;  einige  Curven  vierten  Grades  209;  einige  transcendente  Gnrven 
212;  einige  Spiralen  214;  die  Rolllinien  216;  die  Cyoloide  216. 

XVI.  Ranmdreieck  und  Raumtrigonometrie      ....    218 — 230. 

Das  Ranm-Eck  218;  die  Senkrechten  und  Projectionen  219;  die  Parallelen 
219;  Eigenschaften  der  Projectionen  220;  die  Senkrechtenwinkel  220;  Grund- 
beaiehnngen  am  Raumdreiecke  221 ;  die  Gauss'schen  Formeln  und  die  Neper- 
sehen  Analogien  222;  weitere  Beaiehungen  223;  Fehlergleiehnngen  223; 
parallele  Ebenen  224;  die  Flftolienprojectionen  225;  weitere  Eigenschaft  des 
Dreikanta  226;  das  Polardreieck  und  der  Ezcess  226;  Umsetaungen  mit 
HUfe  des  Polardreieckes  227;  die  Raumtrigonometrie  228;  Symmetrie  und 
Congruena  229. 

XVn.   Das  Vierflach  und  Vielflach 230—236. 

Das  Polyeder  230;  das  Vierflach  230;  das  rechtwinklige  Vierflach  231;  der 
Rauminhalt  des  Vierflachs  232;  die  Pyramide  233;  der  Kegel  234;  daa 
Prisma  236;  der  Zylinder  235;  das  Prismoid  235;  der  Obelisk  236. 

XVnL   Das  centri8clie  Vielflach  und  die  Engel   .    .    .    236—246. 

Der  Euler*sche  Sata  236;  die  regelmässigen  Polyeder  238;  die  Kugel  239; 
Pol  und  Polarkreis  240;  die  Ouldin'sche  Regel  240;  Kugeloberflftcho,  Zone 
und  MOndchen  241;  Kugelinhalt,  Abschnitt  und  Ausschnitt  241;  daa  Kugel- 
dreieck 242;  der  Legendre'sche  8ats  243;  weitere  6&tse  244. 

XIX.   Die  analytiselie  Geometrie  im  Banme     ....    246 — ^266. 

Die  Raumcoordlnaten  246;  die  Transformation  der  Coordinaten  247;  die 
Gleichung  der  Ebene  249;  die  Gleichung  der  Geraden  260;  verschiedene  Auf- 
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Mathematik  und  Physik. 


•  It,  Wn^nmt^    I. 


Die  Arithmetik. 


L'art  d'enteioner,  c'est  Vart  d'indiguer  aux  aulret 
ce  qu'ih  aoivent  faire  pour  i'tnstruire. 

,  Jaeotot.) 


I.  Binleitnng. 

1.  Aufgabe  der  lafhematik  ond  Physik.  Was  eines  mebr  und 

■dnder  fähig  ist,  heisst  GrSsse,  —  die  Lehre  von  den  Ghrössen 
Matbematik«  Die  Grössen  können  entweder  ganz  abstrakt  oder 
in  Raum  und  2ieit  betrachtet  werden,  und  entsprechend  theilt  sich 
die  Mathematik  in  Arltlimetik,  Creometrle  und  niecbanik^  je 
nachdem  sie  sich  die  Aufgabe  stellt,  ^i^  Eigenschaften  der  sog. 
Zableo  (5),  die  Regeln  für  das  Operiren  mit  denselben  und  die 
Gesetze  ihrer  Beziehungen  zu  entwickeln,  —  oder  die  Raumgebilde 
(73)  nach  ihrer  EIntstehung,  organischen  Beschaffenheit  und  Ver- 
wandtschaft zu  betrachten,  —  oder  endlich  die  durch  sog.  KrSfte 
(227)  sei  es  bloss  versuchten,  sei  es  in  bestimmter  Zeit  bewirkten 
Bewegungen  zu  studiren.  Sowie  diese  Kräfte  specialisirt,  und,  sowohl 
ihnen,  als  den  Gebilden,  auf  welche  sie  wirken,  bestimmte  in  der 
Natur  vorkommende,  durch  Beobachtungen  oder  Versuche  ermittelte 
Gesetze  und  Eigenschaften  (245)  zugetheilt  werden,  tritt  man  aus 
dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik  in  das  der  Pbjrsik  über. 

Der  Name  nfathcDUitlk  hat  strenge  genommen  keine  unmittelbare  Be- 
siehung auf  die  GrÖssenlehre ,  da  ftu&rjOiq,  fta&Tiftu  überhaupt  Kenntniss, 
Wissenschaft  bezeichnen;  jedoch  verstanden  schon  die  Alten  unter  /ui&rifittva 
vorzugsweise  die  jetzt  so  genannten  mathematischen  Wissenschaften.  Unter 
Plljrgik«  &tm(fUi  ipvamiiy  verstand  man  früher  die  ganze  Naturwissenschaft; 
später  lösten  sich  die  naturhistorischen  Fächer,  ja  in  der  neuesten  Zeit  sogar 
Chemie  und  Aatronomie  von  ihr  ab. 

t«  Die  Utette  Zeit  Die  Verrichtung  des  Zählens,  die  Einführung 
von  Buchstaben  oder  Kerben  als  Zahlzeichen,  und  die  einfachsten 
bürgerlichen  Rechnungsarten  datiren  muthmasslich  aus  vorhistorischer 
Zeit,  —  dagegen  die  Anfänge  einer  wissenschaftlichen  Arithmetik 
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(sei  68  von  den  spätern  Indiem,  sei  es  von  den  Alexandrinern  Euklid 
bis  Diophant)  erst  ans  der  Blüthezeit  alter  WissenBchaft,  —  die 
Ausführung  grösserer  numerischer  Rechnungen  aber  von  der  glück- 
lichen Idee  der  Indier,  Zahlzeichen  mit  Stellenwerth  anzuwenden. 
—  Die  Geometrie  entwickelte  sich  zunächst  aus  dem  Feldmessen, 
und  erst  Euklid  ordnete  ihre  Elemente  zu  einem  wissenschaftlichen 
Oebäude,  während  Plato  und  Apollonius  die  Lehre  vom  geometri- 
schen Orte  und  speciell  die  sog.  Kegelschnitte  cultivirten,  ja  Archi- 
medes  bei  Rectification  des  Kreises  und  Quadratur  der  Parabel  bereits 
die  Grundzüge  der  hohem  Geometrie  entwarf,  sowie  durch  Auf- 
stellung der  Lehre  vom  Hebel  und  der  hydrostatischen  Grundgesetze 
die  vor  ihm  trotz  Aristoteles  kaum  existirende  Mechanik  und  Physik 
schuf.  —  Die  Araber  bildeten  die  Trigonometrie  aus,  und  über- 
lieferten dieselbe  mit 'den  indischen  Ziffern  und  den  mathematischen 
Kenntnissen  der  Griechen  dem  Abendlande,  wo  Fibonacci,  Christoph 
Rudolph,  etc.  dieselben  einbürgerten,  während  durch  Einführung 
.des  Compasses,  der  Brillenfabrication,  der  Construction  von  Gewicht- 
uhren etc.,  auch  Mechanik  und  Physik  daselbst  nach  und  nach  etwas 
Boden  gewannen  (XX). 

Im  Allgemeinen   fQr  historischen  Detail  auf  die  einzelnen  Abschnitte  ver- 
weisend, mag  hier  noch  Folgendes  beigefDgt  werden:    Euklid»  der  um  800 
V.  Chr.  einer  mathematischen  Schule  zu  Alexandrien  vorstand,  schrieb  eog. 
^Elemente^  der  Mathematik,  welche  seit  Entdeckung  der  Buchdruckerkunst 
unzählig  oft  und  fast  in  allen  Sprachen  aufgelegt  wurden,  namentUch  in  der 
Ursprache  von  Simon  Cvrynäus  (Vehringen  1493  —  Basel  1541;  Professor 
der  Theologie  in  Basel)  y^EvxUldov  aro^xitttp  ßißX.  u.  Basil.  1Ö33  in  fol.",  und 
wieder  von  Fran^ols  Pcyrard  (Vial  1760  —  Paris  1822;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Bibliothekar  in  Paris)  „Les  osuvres  d'Eucllde,  en  grec,  en  latin  et 
en  fran^ais.  Paris  1814—1818,  3  Vol.  in  4.^  ~  Diophant  lebte  um  160  n.  Cbr 
in  Alexandrien.    Seine  uns  erhaltenen  sechs  Bficher  „'A(fi0^fiifvutmp^  erhielten 
durch  Wilhelm   Holtzmann   oder  Xyiander  (Augsburg  1532  —  Heidelberg 
1576;  Professor  der  griechischen  Sprache  zu  Heidelberg)  eine  erste  lateinische 
Ausgabe  ,,Diophanti  rerum  arithmeticarum  libri  VI.  Basil.  15^5  in  fol.*^,  und 
durch  den  Jesuiten  Claude-Oaspard  Baehet  (Bourg-en-Bresse  1587  —  Paris 
1638;  Professor  der  Rhetorik  zu  Mailand)  eine  erste  Originalausgabe  f,Dia- 
phaoti  Arithmeticorum  libri  sex  et  de  numeris  multangulis  liber  unns;  gr.  et 
lat.  Lutetin  1621  in  fol."^  —  Plato  (Athen  429  —  Athen  348  ▼.  Chr.)  war  erst 
Schfller  von  Sokrates,  dann  Gründer  einer  nach  ihm  benannten  Philosophen- 
schule.  Seine  zahlreichen  Werke  enthalten  Einzelnes  die  Mathematik,  Physik 
und  Astronomie  Betreffendes;   doch  scheint  er  nach  diesen  Richtungen  mehr 
durch  Anregung,  als  durch  eigene  Schriften  geleistet  zu  haben.  —  ApolloDlao 
von  Perga,  um  200  v.  Chr.  in  Alexandrien  lebend,  hinterlless  zahlreiche  geo- 
metrische Werke ,  von  welchen  jedoch  die  Meisten  nur  in  den  Bruchstttcken 
existireni  welche  der  fleissige,  um  390  n.  Chr.  in  Alexandrien  florlrende  Pttppoo 
in  seine  „Ma&r,^cniM€U  £vray^tyu(*^  aufnahm.    Von   diesen  Sammlungen  ver* 
anstaltete  Federigo  Conmandlno  (Urbino  1509  —  Urbino  1575;  Mathematiker 
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und  Arzt  in  Urbino  und  Rom)  eine  lateinlBche  Ausgabe  „Pappi  Alezandrini 
collectionum  mathematicarum  libri  VI  superstites.  Pisauri  1688  in  fol.  (Auch 
Bononi»  1660)^,   und  mit  ihrer  Hülfe  gelang   es   sodann  Edmund  Halle^ 
(Haggerston  bei  London  1656  —  Oreenwich  1742;   Professor  der  Geometrie 
SU  Oxford  und  später  Director  der  Sternwarte  su  Oreenwich;  vergl.  Mairan, 
Eloge   d'Edmond   Halley   in  Mem.   de  Par.  1742)    seine   bertthmte  Ausgabe 
„Apollonii  Pergtei  conicorum  libri  VIII.    Oxonii  1710  in  fol.   (Deutsch  von 
Balsam,  Berlin  1861  in  8.)",  —  Robert  Simson  (Kirton-Hall  1687  —  Glasgow 
1768;  Professor  der  Mathematik  su  Glasgow)  seine  Schrift  „The  loci  plan! 
of  ApoUonius  restored.  Edinburgh  1749  in  4.  (Deutsch  von  Camerer,  Leipsig 
1790),  —  etc.  EU  Stande  zu  bringen.  —  Arebimedes  (Syraous  287  —  Byraous 
212  V.  Chr.;  vergl.  Melot,  Recherches  sur  la  vie  d'Archimöde  in  Vol.  14  der 
Mto.  de  l'Acad.  des  inscript.)  schrieb  tiefsinnige  Werke  Ober  fast  alle  damals 
existirenden  TheÜe  der  reinen  und  angewandten  Mathematik,  von  denen  Thomas 
Gechauf  oder  Vcnatorlns  (ein  Schttler  von  Schoner)  eine  erste  Original- 
ausgabe „Archimedis  opera,  qu«  quidem  extant  omnia ;  gr.  et  lai,  cum  Eutocil 
commentariis.  Basilen  1544  in  fol.",  —  Giuseppe  Torclll  (Verona  1721  — 
Verona  1781;  Privatgelehrter)  aber  die  als  Beste  betrachtete  Originalausgabe 
r^Afix'^IKtfitiV^  Ta  am^Ofuvaftna  tad^  Evroxtov  vno/€9rifta%»¥.   Cum  nova  versione 
latina.   Oxonii  1792  in  fol.",  —  der  schon  genannte  Peyrard  endlich  (Paris 
1807  in  4. ;  2  öd.  1808 ,  2  Vol.  in  8.)  eine  französische  Ausgabe  besorgte.  — 
Aristoteles  (Stagira  in  Macedonien  384  —  Chalcis  auf  Euboea  822  v.  Chr.; 
Arzt  und  Philosoph  zu  Athen,  Schüler  Plato's  und  Lehrer  Alexanders  des 
Grosses),  stiftete  die  sog.  peripatetische  Schule  und  war  zugleich  ein  sehr 
fruchtbarer  Schriftsteller.  Neben  zahlreichen  Gesammtausgaben  seiner  Schriften, 
von  denen  die  1881  von  der  Berliner-Academie  veranstaltete  zu  den  besten 
zihlen  soll,  wurden  auch  wiederholt  einzelne  seiner  Werke  unter  die  Presse 
gebracht;   so  erschienen  z.  B.  „Aristotelis  meteorologicorum  libri  FV;  gr.  et 
lai  enravit  J.  L.  Ideler.  Lipsi»  1834—1836,  2  Vol.  in  8.,  —  Aristoteles  acht 
Bflcher  Physik.   Griechisch  und  Deutsch  mit  sacherkllrenden  Anmerkungen 
von  Ob  Prantl.  Leipzig  1854  in  8,  —  etc.'*   —  Nachdem  um  640  der  Kallfe 
Omar  die  Academie  in  Alexandrien  zerstört  und  die  mit  Ihr  verbundene 
Bibliothek  zum  Heizen  der  BIder  missbraucht  hatte,  begannen  die  mathemati- 
schen Wissenschaften  unter  dem  Patronate  eines  Sohnes  von  Harun  al  Raschid, 
des  Kalifen  Abdallah  Alnaninn  (Bagdad  786  ^  Tarsus  833),   und  seiner 
nächsten  Nachfolger  neu  zu  blflhen;   Dank  dem  um  820  in  Bagdad  lebenden 
Mohammed  ben  Musa  Alkharezmi,  dessen  Algebra  erst  neuerlich  (London 
1831  in  8.)  von  Fr.  Rosen  publicirt  wurde,  —  dem  etwa  840  gebornen  und 
901  verstorbenen  Theblt  ben   Corah,   einem  der   fruchtbarsten   arabischen 
Schriftsteller,  in  dessen  Werken  manche» Bmchstttcke  der  alten  Geometer  er- 
halten wurden,  —  dem  bald  in  Mesopotamien  bald  in  Syrien  lebenden,  etwa 
928  verstorbenen  Mohammed  ben  Geber   Albatani  oder  Albateynins»  der 
seine  Zeitgenossen  in  Archimedes  einzuführen  suchte,  —  etc.,  machten  sie 
sogar,  namentlich  in  den  für  Anwendungen  wichtigem  Partien,  nicht  unerheb- 
liche Fortschritte,  und  erleichterten  sich  dadurch  ihren  allmlligen,  durch- 
schnittlich auf  das  12.  Jahrhundert  zu  setzenden  Einzug  in's  Abendland.   Der 
erste  christliche  Schriftsteller  auf  diesem  Gebiete  scheint  der  Kaufmann  Leo- 
nardo Pibonaeel  aus  Pisa  oder  Leonardo  Pisano  gewesen  zu  sein,  der  um 
1202  ein  „Liber  Abaci"  und  um  1220  eine  „Practica  Geometrin**  verfasste; 
vergl.  seine  „Opuscoli  pubblicatl  da  Bald.  Boncompagni.  Firenze  1866  in  8." 
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Dum  folgte  c.  B.  der  etwa  1348  als  Bischof  von  Oeraci  in  Neapel  verstorbene 
Barlaani  mit  seiner  „Logistica^  —  der  um  1500  als  Lehrer  der  Mathematik 
in  Rom  lebende  Minorite  Luca  Paeioli   de  Bnrgo  mit  seiner  ^  Summa  de 
Arithmetica  e  Qeometria",  —  der  (s.  322)  gans  besonders  auch  um  die  Astro- 
nomie hochverdiente  Johannes  MflUer,  genannt  Reglomontan  oder  Kung- 
sperger  (Königsberg  in  Franken  1436  —  Rom  1476)  mit  seiner  Schrift  ^De 
triangulis  planis  et  spbiericis  libri  quinqne  (Venetiis  1533  in  fol.)*')  —  etc., 
ganx  besonders  aber  auch  Christoph  Radolff«  Dieser  merkwürdige  Mann,  der 
etwa  1499  zu  Jauer  in  Schlesien  geboren  wurde,  gab  1524  eine  „Coss^  in 
Druck,  —   1526,  wo  er  zu  Wien  lebte,  eine  „Künstliche  rechnung  mit  der 
Ziffer  und  mit  den  zalpfenningen,  sampt  der  Wellischen  Practica,  und  allerley 
forteyl  auf  die  Regel  de  Tri^,  —  zwei  Schriften,  auf  welche  wir  noch  wieder- 
holt (s.  B.  13,  24,  25,  etc.)  zurückkommen  werden;   von  Letzterer  erschien 
nachmals  1540  bei  Johann  Petreo  zu  Nürnberg  eine  zweite  Auflage,  —  w&hrend 
von  Ersterer  der  damals  schon  durch  seine  ^Arithmetica  integra.  Norimb.  1544 
in  4>,  und  seine  „Deutsche  Arithmetica.  Inhaltend  die  Haussrechnung,  deutsche 
Coss,  Kirchrechnung.  Nürnberg  1544  in  4.^  selbst  rühmlich  bekannte  Michael 
Stifel  (Esslingen  1487  —  Jena  1567;  erst  Mönch,  dann  protestantischer  Pfarrer, 
zuletzt  Professor  der  Mathematik  zu  Jena;   vergl.  Cantor  in  Schlömilch  II) 
eine  neue  Ausgabe  (Königsberg  1554  in  4.)  besorgte.  —  Für  diese  Uteste  Zeit 
sind  ausser  einigen  schon  genannten  und  den  unter  8  und  4  aufgeführten  all- 
gemeinen Werken,  z.  B.  folgende  Schriften   zu   berathen:   „Georg  Christoph 
nanibcrgcr  (Feucht wangen  1726  —  Oöttingen  1773;  Professor  der  Literatur- 
geschichte  zu  Oöttingen),    Zuverlässige  Nachrichten   von   den    vornehmsten 
Schriftstellern  vom  Anfange  der  Welt  bis  1500.  Lemgo  1756—1764,  4  Bde.  in 
8.,  >-  Pietro  Cossali  (Verona  1748  —  Padua  1815;   Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  zu  Parma  und  Padua),  Origine,  trasporto  in  Italia,  prtmi 
progressi  in  essa  dell*  Algebra.  Parma  1796—1799,  2  Vol.  in  4.,  —  Ludwig 
LAders  (Hannover  1776  —  Altenbnrg?  1822;  Kammersecretlr  in  Altenburg), 
Pytbagoras  und  Hypatia.  Altenburg  1809  in  8.  (2.  A.  1811,  auch  unter  dem 
Titel :  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  alten  Völkern),  —  Ouglielmo  Libri 
(Florenz  1803;  Professor  der  Mathematik  zu  Pisa  und  Paris,  Mitglied  der 
Academie;  seit  1848  flüchtig,  und  für  Diebstahl  von  Büchern  und  Handschriften 
im  Werthe  von  hf  Million  verurtheilt) ,  Histoire  des  sciences  math^matiques 
en  Italie.  Paris  1837—1841,  4  Vol.  in  8.,  —  Georg  Heinrich  Ferdinand  H cssel- 
DUiBn  (Fürstenau  1811;  Professor  der  orientalischen  Sprachen  in  Königeberg), 
Die  Algebra  der  Griechen.  Berlin  1842  in  8.,  —  Moritz  Csiitor«  Mathematische 
Beiträge  zum  Culturleben  der  Völker.  Halle  1863  in  8.,  —  etc." 

8«  Die  nittldfC  Zoit.  Die  Entätehung  zahlreicher  hoher  Schulen, 
die  Erfindung  der  Buchdrnckerkunst,  die  Entdeckung  von  Amerika 
und  des  Seeweges  nach  Indien ,  und  der  mit  dem  15.  Jahrhundert 
nach  allen  Richtungen  beginnende  Aufj^chwung  beförderten  auch  die 
Entwicklung  der  Mathematik  und  Physik :  Vieta  und  Harriot  führten 
die  Buch{«tabenrechnung ,  Stevin  und  Brouncker  die  Decimal-  und 
Kettenbrüche  ein,  —  Tartaglia  und  Cardano  bearbeiteten  die  Lehre 
von  den  Qleichungcn,  —  Fcrmat  schuf  die  Zahlentheorie,  —  Napier, 
Bürgi  und  Briggs  erfanden  und  berechneten  die  Logarithmen,  — 
Nie.  Mercator  und  Wallis  erweiterten  die  Lehre  von  den  Reihen,  — 
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Hugens,  Jak.  Bernoolli  und  Moivre  studirten  die  Probabilitäten,  — 
etc.  Anderseits  gab  Descartes  der  Geometrie  durch  Einführung  der 
Coordinaten  einen  neuen  Impuls,  und  veranlasste  dadurch  mittelbar 
die  Arbeiten  der  Pascal,  Hugens  und  Barrow  auf  dem  Gebiete  der 
Curyenlehre,  welche  hinwieder  der  Theorie  der  Functionen  die  Bahn 
brachen,  die  in  den  Händen  der  Newton,  Leibnitz  und  der  altem 
Bemoulli  sich  rasch  entwickelte,  und  zur  Lösung  der  schwierigsten 
Probleme  auf  dem  Gebiete  der  reinen  und  angewandten  Mathematik 
führte.  —  Stevin  und  Varignon  erweiterten  durch  Einführung  der 
Principien  der  schiefen  Ebene  und  des  Kräftenparallelogrammes  die 
Statik,  während  Galilei  und  Hugens  durch  Feststellung  der  Gesetze 
des  freien  Falles,  der  Pendelschwingungen  und  der  Centralbewegung 
die  Dynamik  schufen;  Torricelli  erfand  den  Barometer,  während 
Ferdinand  H.  von  Toskana  dem  Luftthermometer  Galilei's  ein  Wein- 
geistthermometer in  jetzt  gebräuchlicher  Form  substituirte,  —  Rob. 
Boyle  stellte  das  den  Namen  Mariotte's  tragende  Gesetz  auf,  — 
Otto  von  Gnerike  construirte  die  Luftpumpe  und  eine  erste  Elektrisir- 
maschine,  —  die  Brillenmacher  Jansen  imd  Lippershey  stellten  ein 
Mikroskop  und  das  holländische,  Keppler  das  astronomische  Fem- 
rohr, Zucchius  das  Spiegelteleskop  her,  —  Georg  Hartmann  fügte 
der  schon  vor  Columbus  bekannten  Declination  der  Magnetnadel 
die  Inclination  bei,  —  Snellius  bestimmte  das  Grundgesetz  der 
Dioptrik,  Barrow  die  Linsengesetze,  Römer  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes,  —  Grimaldi  fand  die  Beugimg,  Bartholinus  die  doppelte 
Brechung,  Newton  die  Farbenzerstreuung,  und  des  Letztem  mathe- 
matische Principien  der  Naturphilosophie  bildeten  den  würdigen 
Abschluss  dieser  langen  Reihe  ausgezeichneter  Forschungen  und 
Entdeckungen  [XX]. 

Auch  hier  im  Allgemeioen  fttr  historischen  Detail  auf  die  einseinen  Ab- 
sehnitte  verweisend,  mag  Obigem  noch  Folgendes  beigefügt  werden:  Fflr 
Fran^ois  Viite  oder  Vleta  (Fontenay  lb40  —  Paris  1603;  mattre  des  requfttes 
am  Hofe  von  Henri  IV.}  sind  seine  durch  Vater  und  Sohn  Frans  van  Schooten 
(Vater  1581^1646,  8ohn  16..— 1661;  beide  folgeweise  Professoren  der  Mathe- 
matik in  Leyden)  gesammelten  nnd  herausgegebenen  ^  Opera  mathematica. 
Lagd.  Batav.  1646  in  fol.^^,  so  wie  ^All^et,  Eloge  de  Vi^te.  Poltiers  1867 
in  8.^  zu  vergleichen.  —  Thomas  naniot  (Oxford  1660  —  London  1621) 
vermass  in  Diensten  von  Sir  Walter  Raleigh  die  Golonie  in  Virginlen,  und 
lebte  ap&ter  als  Penaion&r  des  Grafen  von  Northumberland  in  London.  Ausser 
auf  sein  Hauptwerk  ^Artis  analyticio  praxis  ad  nquationes  algebraicas  resol- 
vendas.  Londini  1631  in  fol.^  ist  fOr  ihn  namentlich  auf  das  1833  erschienene 
8u]^l6ment  su  den  „Miscellaneous  V^orks  and  Correspondence  of  the  Rev. 
James  Bradley.  Oxford  1883  in  4.**  au  verweisen.  —  Simon  §tcTin  (Brügge 
1548  —  Haag  1690)  war  erst  Steuerverwalter  in  Brfigge,  dann  Oberaufseher 
der  Land-  und  Wasserbauwerke  in  Holland,  Vergl.  fOr  ihn  ^Stevin,  Oeuvres 
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mAth^matlques  revnes  pAr  A.  Oirard;  Leyde  1634  in  fol.,  —  Btelohen,  VU  et 
iravAox  de  Simon  Stevin.  Braxelles  1846  in  8.^  —  William  Broaneker  (Castle 
Lyons  1620  —  London  1684)  war  Kansler  Karl  II.  und  erster  Prisideat  der 
Royal  Bociety.  >-  Niecola  Tartaglia  (Brescia  1506  —  Venedig  1699)  war 
ein  Autodidakt,  der  an  verschiedenen  Orten  Italiens  und  zuletst  in  Venedig 
Mathematik  lehrte.  Von  seinen  Werken  wird  gans  besonders  der,  leider  durch 
seinen  frUhen  Tod  unvollendet  gebliebene  ,,Trattato  de  numeri  e  misnre.  Veneaia 
1556-1560  in  foL^  hochgesch&Ut  —  Oeronimo  Cardan«  (Pavia  1501  —  Rom 
1576)  war  Professor  der  Mathematik  in  Mailand,  sodann  der  Mediain  in  Pavia 
und  Bologna,  xuletst  päpstlicher  Pension&r  in  Rom.  Seine  aahlreichen,  Jedoch 
grossentheils  medizinischen  Traktate  sind  in  den  „Opera  Cardanl.  Lngd.  1668, 
10  Vol.  in  fol.*^  gesammelt  Vergl.  für  ihn  „Cardano,  De  vita  propria.  Paria 
1643  in  8.  (ItaL  durch  V.  Mantovano,  Milano  1820  in  8.),  —  Morley,  The  life 
of  O.  Cardano.  London  1854,  2  VoL^  —  Pierre  Fernat  (Beanmont  de  Lo- 
magne  bei  Toulouse  1608  —  Toulouse  1665)  war  Rath  am  Parlamente  ni 
Toulouse.  Vergl.  für  ihn  die  von  seinem  Sohne  Samuel  (1630—1600)  publicirten 
„Varia  opera  mathematica  D.  P.  de  Fermat;  Tolosa  1679  (Friedl&nder  1861) 
in  fol.^,  und  „E.  Brassine,  Pröcis  des  oBUvres  math^matiques  de  P.  Fermat  et 
de  Tarithm^tique  de  Diopbante;  Paris  1853  in  8.^  —  John  IVapier  oder  Neper 
wurde  1550  geboren,  —  lebte,  abgesehen  von  einer  grossem  Reise  nach  Deutsch- 
land, Frankreich  und  Italien,  fast  ununterbrochen,  und  starb  auch  1617,  auf  seinem 
Stammechlosse  Merchiston-Castle  bei  Edinburgh.  Vergl.  die  von  Mark  Napier 
herausgegebenen  „Memoire  of  John  Napier  of  Merchiston,  bis  lineage,  Ufe  and 
times,  wlth  a  history  of  the  invention  of  logarithms.  London  1884  in  4."  — 
Joost  Burgi  (Lichtensteig  1552  —  Kassel  1632),  Erfinder  des  von  Oalilei'a 
(die  Form  eines  Zollstabes  besitzenden)  Proportionalzirkel  wohl  zu  unter* 
scheidenden,  in  einem  Doppelzirkel  mit  beweglichem  Kopfe  bestehenden 
Reductionszirkels ,  war  Hofuhrenmacher  und  Observator  Wilhelm  IV.  von 
Hessen  und  Kaiser  Rudolf  IL  Vergl.  fUr  ihn  Bd.  1  meiner  „Biographien  zur 
Culturgeschichte  der  Schweiz;  Zftrich  1858—1862,  4  Bde.  in  8.<<  —  Henry 
Brigga  (Warley  Wood  1556  —  Oxford  1630)  war  Professor  der  Mathematik 
in  London  und  Oxford.  Seine  „AYithmetica  logarithmica.  London  1624  in  foL'^, 
welche  die  gemeinen  oder  eben  nach  ihm  sog.  Brigg'schen  Logarithmen  (s.  14) 
fOr  alle  Zahlen  von  1  bis  20000  und  von  90000  bis  100000  auf  14  Dezimalen 
gibt,  war  die  erste  etwas  vollst&ndige  Logarithmentafel.  —  Nikolaus  Kaufmann 
oder  Mercatar  (Holstein  16..  —  Paris  1687)  hielt  sich  erst  lange  in  Kopen- 
hagen auf,  lebte  dann  als  Mitglied  der  Royal  Society  in  London,  and  half 
schliesslich  in  französischen  Diensten  bei  Anlage  der  Wasserwerke  In  Ver* 
salUes.  Von  seinen  Schriften  ist  die  „Logarithmotechnia.  London  1668  in  4." 
am  Bekanntesten.  —  John  Wallis  (Ashford  in  Kent  1616  —  Oxford  1708) 
war  erst  Prediger  in  London,  dann  Professor  der  Geometrie  zu  Oxford,  später 
Caplan  Karl  II.  und  Mitglied  der  Royal  Society.  Vergl.  seine  „Opera  mathe- 
matica et  grammatica.  Oxoni»  1695—1699,  3  Vol.  in  fol."  —  Christian  Hayghens 
oder  HageiM  (Haag  1629  —  Haag  1695)  machte  nach  Abschluss  juridlsober 
Stadien  grosse  Reisen,  lebte  von  1666  bis  zur  Aufhebung  des  Ediota  von 
Nantes  im  Jahre  1681,  als  Mitglied  der  neu  gegründeten  Academie  der  Wiaaeo- 
schallen,  in  Paris,  und  privatisirte  sodann  in  seiner  Vaterstadt  VergL  seine 
„Opera  varia,  Lugd.  1682  in  4,  ~  Opnscula  posthuma,  Lugd.  1708  in  4.,  — 
Opera  reliqoa,  AmsteL  1728  in  4.,  —  Exerdtationea  mathematie»  et  philo- 
sophier; ed.  P.  J.  Uylenbroek;  Hag«  1838  in  4.,  —  P.  Harting,  Chr.  HnyganQ 
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in  lijn  leven  en  werken;  Qron.  1868  in  8."  —  Jakob  BeraoulU  (Basel  1654 
—  Basel  1705),  Urarenkel  eines  von  Antwerpen  wegen  Alba's  Rellgionsver- 
folgUDgen  nach  Frankfurt  geflüchteten,  und  Enkel  eines  von  da  nach  Basel 
übergesiedelten  Kaufmannes  gleichen  Namens,  war  Professor  der  Mathematik 
in  Basel.   Er  erwarb  sich  durch   seine  Studien  Aber  die  Isoperimetrie,   die 
logarithmische  Spirale,  —  durch  seine  „Ars  conjectandi,  Basil.  1718  in  4.^', 
welche  sein  Schüler  und  Neife  Nikolaus  (Basel  1687  —  Basel  1759;  Professor 
der  Mathematik  in  Padua  und  dann  der  Rechte  in  Basel)   zum  Drucke  be- 
sorgte, —  und  überhaupt  durch  eine  Menge  tiefsinniger  Abhandlungen,  von 
denen  die  meisten  durch  Gabr.  Gramer  (s.  4)  in  den  „Jac.  Bemoulli  Opera. 
Oeoev»  1744,  2  Vol.  in  4.^'  gesammelt  wurden,  grossen  Ruhm;   auch  war  er 
der  Lehrer  seines  Bruders  Johannes  (Basel  1667  —  Basel  1748;  Professor  der 
Mathematik  in  Groningen  und  Basel),  und  stand  wie  dieser  mit  Lelbnits  in 
vielfachem  Verkehr.  Johannes  war  der  erste  Bearbeiter  der  Exponentialgrössen, 
der  Lehrer  von  Hospital,  Euler,  Gramer,  etc.,  und  vor  Allem  von  seinen  drei 
eigenen  Söhnen:   Nikolaus  II.  (Basel  1695  —  Petersburg  1726;  Professor  der 
Rechte  in  Bern  und  dann  Academiker  in  Petersburg),  —  Daniel  (Groningen 
1700  —  Basel  1782 ;  erst  Academiker  in  Petersburg,  dann  Professor  der  Ana- 
tomie und  Botanik,  zuletst  der  Physik  in  Basel),  Freund  und  Rivale  von  Euler, 
Verfasser  der  Hydrodynamica ,  und  einer  der  Gründer  der  mathematischen 
Physik,  —  und  Johannes  ü.  (Basel  1710  —  Basel  1790 ;  Professor  der  Eloquenz 
und  Mathematik  in  Basel),  der  wie  Vater,  Oheim  und  Bruder  Daniel  aus- 
wlrtiges  Mitglied  der  Parlser-Academie  war;  seine  zahlreichen  Abhandlungen 
wurden  durch  Gabr.  Gramer  (s.  4)  in  den  „Job.  Bernonllii  opera  omnla ;  Lau- 
sann» 1742,  4  Vol.  in  4.'*  gesammelt  Noch  bei  den  Söhnen  von  Johannes  II.: 
Johannes  IIL  (Basel  1744  —  Köpnick  bei  Berlin  1807 ;  Director  der  Sternwarte 
und  später  der  mathematischen  Glasse  der  Berliner- Academie) ,  —  Daniel  n. 
(Basel  1751  ^  Basel  1884 ;  Professor  der  Eloquenz  und  später  Domscha£fher 
in  Basel),  —  und  Jakob  II.  (Basel  1759  —  Petersburg  1789;  Acadendker  in 
Petersburg),  —  seigte  sich  wissenschaftliches  Talent ;  Ja  sogar  der  vierte  Grad 
wurde  durch  einen  Sohn  Daniel  11.:   Christoph  (Basel   1782  —  Basel  1863; 
Professor  der  Naturgeschichte  zu  Basel),   der   zur  Zeit  als  technologischer 
Schriftsteller  und  Mineraloge  grosse  Verdienste  hatte,  würdig  reprftsentlrt,  und 
es  steht  diese  Familie,  für  deren  genauere  Kenntniss  ich  auf  sftmmtliche  4  Binde 
meiner  schon  oben  erwähnten  Biographien ,   —   auf  die  zum  4.  Jubiläum  der 
Basler  Hochschule  erschienene  Festschrift  „Pet  Merian,  Die  Mathematiker 
Bemoulli;  Basel  1860  in  4.*^   —   u°d  auf  die  academischen  Lobreden  der 
Fontanelle,  Formey,  Fouchy,  Ooldbach  und  Condorcet  (M^m.  de  Par.  1705, 
1748,  1782;  Mto.  de  Berl.  1747;  Comm.  Acad.  Petr.  2;  Nova  Acta  Petr.  7)  su 
▼erweisen  habe,  wohl  als  ein  Unicum  in  der  Gelehrtenwelt  da.   —  Abraham 
de  M«ifTC   (Vitry  in  der  Champagne  1667  —  London  1754)  verliess  nach 
Aufhebung  des  Edicts  von  Nantes  als  Protestant  sein  Vaterland,  und  lebte 
ale  Privatlehrer  der  Mathematik  in  London,  wo  er  in  die  Royal  Society  auf- 
genommen wurde.  Vergl.  seine  „Miscellanea  analytica  de  seriebus  et  quadra- 
titris.  Londini  1730  in  4.<%  sowie  sein  Eloge  durch  Grandjean  de  Fouchy  in 
Mte.  de  Par.  1754.  *-  Ren4  Deseartes  oder  Carteslus  (La  Haye  en  Tonraine 
1596  —  Stockholm  1650)  brachte  seine  Jugend  auf  Reisen  und  in  Kriegs- 
diensten su,  privatisirte  von  1629  bis  1649  in  Holland,  und  folgte  zuletzt  einem 
Rufe  der  Königin  Christine   an  ihren  Hof.    Seine  Verdienste  um  die  Natur- 
philosophie im  Allgemeinen  sind  zweifelhaft,  dagegen  diejenigen  um  Geometrie 
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und  Optik  sehr  bedeutend,  und  von  seinen  cahlrelchen  Werken  (OperA ;  Amstel. 
1692—1701,  10  Vol.  in  4.,  —  Oeuvres,  par  Cousin;  Paris  1831,  11  Vol.  in  8.) 
ist  unbedingt  sein  „Diecours  de  la  m^thode  pour  bien  conduire  sa  raison  et 
chercher  la  v6ritä  dans  les  sciences;  plus  la  Dioptrique,  les  M^t^ores  et  la 
Göom^trie.  Leyde  1637  in  4  (Lat  durch  Fr.  a  Schooten,  Lugd.  Bat.  1649)"  am 
wichtigsten.  Vergl.  auch  seine  „Lettres.  Paris  1657—1659,  2  Vol.  in  4.",  und 
,,1acobi,  Ueber  Descartes  Leben.  Berlin  1846  in  8."  —  Blaise  Paflcal  (Cler- 
mont-Ferrand  1623  —  Paris  1662)  lebte  ohne  öffentliches  Amt  abwechselnd 
in  Clermont,  Ronen  und  Paris.  Vergl.  seine  von  Charles  Bossnt  (Tartaras  im 
D^p.  du  Rhone  1730  —  Paris  1814;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied 
der  Academie  in  Paris)  herausgegebenen  mathematischen  und  philosophischen 
„Oeuvres.  Paris  1779,  5  Vol.  in  8.  (2  H.  1819  in  6  Vol.)",  —  femer  „Bossut, 
Disconrs  sur  la  vle  et  les  ouvrages  de  Pascal.  Paris  1781  in  8.,  —  Reymond, 
Eloge  de  Blaise  Pascal,  accompagn6  de  notes  historiques  et  critiques.  Toulouse 
1816  in  8.  (Auch  Lyon  1817),  —  Fangöre,  O^nie  et  Berits  de  Pascal.  Paris 
1847  in  8.,  —  Vinet,  Etudes  sur  Blaise  Pascal.  Paris  1848  in  8.,  —  etc."  — 
Jsaac  Barrow  (London  1630  —  London  1677)  war  Dr.  Theolog.,  Professor 
der  Mathematik  zu  London  und  sp&ter  au  Cambridge,  —  schliesslich,  nachdem 
er  1669  letztere  Stelle  cu  Gunsten  von  Newton  niedergelegt  hatte,  Caplan 
Karl  IL  Am  Bekanntesten  sind  seine  schon  1669  und  1670  einzeln  publicirten 
„LecUones  opticas  et  geometric«:  In  quibus  phienomenon  opticomm  genuinic 
rationes  investigantur  ac  exponuntur,  et  gcneralia  curvarum  llnearum  sympto- 
mata  declarantur.  Londini  1674  in  4/^  —  Jsaac  IVewton  (Whoolstorpe  in 
LiQColnshire  1642  XII  25  a.  St.  —  London  1726  UI  20  a.  St  oder  1727  III  31 
n.  St)  bezog  1660  das  Trinity-College  in  Cambridge,  rilckte  1669  zum  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  demselben  und  1699  zum  königl.  Mfinzmeister  in 
London  vor,  und  bekleidete  ttberdiess  von  1703  hinweg  das  Pr&sidium  der 
Royal  Society.  Vergl.  fttr  ihn  theils  seine  „Opuscula  mathematica,  philosophica 
et  philologica,  coli.  J.  Castilioneus.  Lausanq»  1744,  3  Vol.  in  4.",  und  seine 
„Opera  ques  extant  omnia.  Comm.  Sam.  Horsley.  London  1779 — 1785,  6  Vol. 
in  4.^,  —  theils  „Fontenelle,  Eloge  de  M.  Newton.  Paris  1728  in  4.  (Auch  Mto. 
de  Par.  1727,  und  engl,  durch  Pemberton,  London  1728)  ,  —  Maclaurin,  An 
account  of  Sir  Js.  Newton^s  philosophical  discoveries.  London  1748  in  4.,  — 
Frisi,  Elogio  storico  del.  Caval.  Js.  Newton.  Milano  1778  in  8.,  —  Etliche 
merkwürdige  Umet&nde  aus  Js.  Newton's  Leben.  Frankfurt  1791  in  8.,  — 
Brewster,  Life  of  Js.  Newton.  London  1831  in  4.  (Deutsch  durch  Goldberg, 
Leipzig  1833  in  8.),  —  Snell,  Newton  und  die  mechanische  Naturwissenschaft 
Dresden  1843  in  8.,  —  Brewster,  Memoirs  of  the  life,  writings  and  discoveries 
of  Sir  Jb.  Newton.  Edinburgh  1855,  2  Vol.  in  8.  (2  ed.  1860),  ->  etc.<^  >- 
Gottfried  Wilhelm  Leibnitx  (Leipzig  1646  —  Hannover  1716),  Rath,  Biblio- 
thekar und  Historiograph  des  Herzogs  von  Hannover,  wurde  1673  Mitglied 
der  Royal  Society,  1699  (gleichzeitig  mit  Newton,  Jakob  und  Johann  Bemoulll, 
Guglielmini,  Hartsoecker,  Tschimhauscn  und  Römer)  ausw&rtiges  Mitglied  der 
damals  erst  mit  dieser  Classe  versehenen  Parisei -Academie,  und  1700  Präsident 
der  auf  seine  Veranlassung  in  Berlin  gegründeten  Academie  der  Wissenschaften. 
Vergl.  für  ihn  theils  seine  „Mathematischen  Schriften  (und  Correspondenzen), 
herausgegeben  von  Carl  Immanuel  Gerhardt  (Herzberg  1816;  Oberlehrer  zu 
Salzwedel,  Berlin  und  Eisleben),  Berlin  1849  -  Halle  1863,  7  Bde.  in  8.",  — 
theils  „Fontenelle,  Eloge  de  Leibnitz  (Möm.  de  Par.  1710),  —  Bailly,  Eloge 
de  Leibnitz.   Paris  1709  in  4.,  —  Quhrauer,   Quttfried  Wilhelm  von  Leibnitz. 
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Breslau  1845,  2  Vol.  in  8.,  —  etc<<  —  Pierre  Varignon  (Gaen  1654  —  Paris 
1722)  war  erst  Theologe,  dann  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der 
Academie  in  Paris.  Vergl.  sein  Eloge  durch  Fontenelle  in  M6m.  de  Par.  1722. 
-^  OalUeo  Galilei  (Pisa  1564  —  Villa  Oiojello  bei  Arcetri  1642}  war  von 
1589  bis  1592  Professor  der  Mathematik  zu  Pisa,  von  1593  bis  1609  zu  Padua, 
und  von  1610  an  grossherzoglich  toscanischer  Mathematicus.  Vergl.  für  ihn 
theils  seine  „Opere.  Firenze  1842—1856,  16  Vol.  In  8/^  theils  „Frisi,  ^logio  del 
Galileo.  Ldvomo  1775  in  8.,  —  Jagemann,  Geschichte  des  Lebens  und  der 
Schrilten  des  Galileo  Oalüei.  Weimar  1783  in  8.  (2.  A.  1787),  —  Nelli,  Vita 
e  commercio  letterario  di  Galileo  Galilei.  Losanna  1793,  2  Vol.  in  4.,  —  Venturi, 
Memorie  e  lettere  di  Galileo  Galilei,  inedite  flnora  o  disperse.  Modena  1818 
bis  1821,  2  VoL  in  4.,  —  Philar^te  Chasles,  Galileo  Galilei,  sa  vie,  son  proc^s 
ei  ses  contemporains.  Paris  1862  in  8.,  —  etc."  —  Evangelista  Tdrrieelli 
(Plancaldoli  1608  >—  Florenz  1647)  war  ein  Schüler  von  Castelli  in  Rom,  welcher 
dnrch  diesen  1641  dem  erblindeten  Galilei  als  Gehülfe  empfohlen  wurde,  und 
dann  sp&ter  die  Nachfolge  des  Letztern  erhielt.  —  Ferdinand  II.  von  Tos- 
kana (1610—1670)  wurde  durch  Galllei,  welchen  ihm  sein  Vater  Coaiino  II. 
(1590—1621)  zum  Lehrer  gegeben  hatte,  für  die  Physik  gewonnen,  arbeitete 
selbst  mit  Erfolg  auf  diesem  Gebiete,  und  gründete  1657  unter  dem  Präsidium 
seines  Bruders  Leopold  (1617—1675)  die  Academia  del  Gimento,  welche, 
vergl.  „Saggio  di  naturali  esperienze  fatte  neir  Academia  del  Cimento ;  Firenze 
1691  in  fol.^S  1^  kurzer  Zeit  so  Grosses  leistete,  dass  die  Einwilligung  zu  ihrer 
Auflösung  (1667)  ihrem  Präsidenten  einen  Cardioalshut  eingetragen  haben  soll. 
—  Robert  Boyle  (Lismore  in  Irland  1627  —  London  1691)  war  ein  reicher 
Privatmann  und  später  Präsident  der  Royal  Society.  Seine  zahlreichen,  meist 
physikalischen  Schriften  wurden  durch  Thomas  BIreh  (1705—1766;  Secretär 
der  Roy.  Soc),  der  auch  „Life  and  writings  of  Roh.  Boyle;  London  1741  in  8.^' 
herausgab,  in  5  Foliobänden  (London  1744)  gesammelt;  von  Sammlungen  aus- 
gewählter Schriften  mögen  z.  B.  die  „Opera  varia;  Genevas  1680,  2  VoL  in  4.<< 
citirt  werden.  —  Edme  lllariotte  (Bourgogne  16..  —  Paris  1684)  war  erst 
Prior  von  St  Marün-sous-Beaune  bei  Dljon,  dann  Mitglied  der  Pariser- Aca- 
demie. Vergl.  seine  „Oeuvres.  Leyde  1717,  2  Vol.  in  4.  (Nouv.  ^d.,  A  la  Haye 
1740)".  —  Otto  von  Guerike  (Magdeburg  1602  —  Hamburg  1686)  war 
Mathematiker  und  Jurist,  stand  längere  Zeit  als  Ingenieur  in  schwedischen 
Diensten,  und  bekleidete  dann  von  1646  bis  1681  das  Amt  eines  Bttrgermeisters 
von  Magdeburg.  Vergl.  „Fr.  Dies,  Otto  von  Guerike  und  sein  Verdienst  Magde- 
burg 1862  in  8."  —  Zacharias  Jansen  oder  Johnssohn  lebte  um  1590  als 
Glasschleifer  und  Brillenmacher  in  Middelburg.  —  Johannes  Llpperahey  oder 
Laprey  (Wesel  15..  —  Middelburg  1619)  lebte  ebenfalls  als  Glasschleifer  und 
Brillenmacher  in  Middelburg.  —  Durch  Michael  llläatiln  oder  Möstlin  (Göp- 
pingen 1550  —  Tübingen  1631;  Professor  der  Mathematik  in  Tübingen),  nach 
vorausgegangenen  philosophischen  und  theologischen  Studien  in  Maulbronn  und 
Tübingen,  in  die  Mathematik  und  Astronomie  eingeführt,  stand  Johannes 
Keppler  (BiagsUtt  bei  Weil  1571  —  Regensburg  1630)  von  1593  bis  1598 
als  Professor  der  Mathematik  und  Moral  am  Gymnasium  zu  Gratz,  —  ging 
dann  ab  Gehülfe  Tycho's  nach  Prag,  wurde  nach  dessen  Tode  1601  kaiserl. 
Mathematikns,  und  versah  nebenbei  von  1614  bis  1627  eine  Professur  am 
Gymnasium  an  Lins,  —  lebte  nachher  einige  Zeit  zu  Sagan  bei  Wallenstein, 
auf  den  er  für  rückständige  Besoldung  angewiesen  war,  und  starb  zu  Regens- 
burg, wo  er  behn  Reichstage  seine  Ansprüche  geltend  machen  wollte,  —  nicht 
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in  Folge  Hnngers,  sondern  in  Folge  der  f ttr  ihn  zu  anstrengenden  Reise.  Vergl. 
fttr  ihn  theils  seine  von  Christian  Friseh  (Stuttgart  1807;  Lehrer  in  Stuttgart) 
herausgegebenen  „Opera  omnia.  Francof.  1858—1869,  8  Vol.  in  8/<  und  die 
von  Michael  OotÜieb  Hanaeh  (Mttggenhahl  bei  Danxig  1688  —  Wien  1762?; 
als  Literat  in  Leipzig ,  Dresden,  Wien,  etc.  lebend)  zum  Drucke  besorgten 
„Jo.  Keppleri  alionunque  epistoln  mutnn.  Lipsie  1718  in  fol.<%  —  theils 
„Rfimelin,  Dissert  de  vita  Jo.  Kepler!.  Tubing.  1770  in  4.,  —  Breitschwert, 
Joh.  Keppler's  Leben  und  Wirken.  Stuttgart  1831  in  8.,  —  Johann  Keppler, 
kaiserlicher  Mathematiker.  Denkschrift  des  historischen  Vereins  der  Oberpfals 
und  von  Regensburg.  Regensbnrg  1842  in  4.,  —  E.  Reitlinger,  Johannes  Kepler. 
Theil  1.  Stuttgart  1868  in  8.,  —  etc.'<  —  Nicolo  Zocebi  oder  Zucchius  (ParmA 
1686  —  Rom  1670),  ein  Jesuit,  war  Hofprediger  von  Papst  Alezander  VIT., 
und  einige  Zeit  Lehrer  der  Mathematik  am  CoUegio  Romano  in  Rom.  —  Georg 
Hartmann  (Eckoltshelm  bei  Bamberg  1489  —  NQmberg  1664)  lebte  ala 
Mechaniker,  spftter  ala  Vicar  an  der  Sebaldus-Kirche ,  in  Nttmberg.  Vergl. 
seinen  Briefwechsel  mit  dem  Herzog  Albrecht  von  Preussen  (Dove's  Repert. 
n.  129).  —  Willebrord  Snellins  (Leyden  1591  --  Leyden  1626)  war  Professor 
der  Mathematik  an  der  Unlversitftt  zu  Leyden.  Vergl.  „JachsBus,  Oratio  in 
WUL  SnellU  obitum.  Lugd.  Bat.  1626   in  4.<<  —  Ole  Römer  (Aarhuua  1644 

—  Kopenhagen  1710)  lebte  von  1671  bis  1681  als  Lehrer  des  Dauphins  und 
Mitglied  der  Academie  in  Paris,  wurde  dann  Professor  der  Mathematik  in 
Kopenhagen,  und  zuletzt  Bttrgermeister  daselbst.  Vergl.  die  von  seinem  Schüler 
und  Nachfolger  Peter  Horrebow  (Lögstör  auf  Jtttland  1679  —  Kopenhagen 
1764 ;  Professor  der  Mathematik  in  Kopenhagen)  herausgegebene  „Basis  Astro- 
nomiflB.  HafniflB  1785  in  4'<.  —  Francesco  Maria  Grlmaldl  (Bologna  1618  — 
Bologna  1663)  war  Lehrer  der  Mathematik  am  JesuitencoUegium  zu  Bologna, 
und  hatte  vielen  Antheil  an  den  Arbeiten  Riccioli*s.  —  Erasmus  Barthollaas 
(Roeskilde  1625  —  Kopenhagen  1698)  war  Professor  der  Mathematik  und 
Medicin  zu  Kopenhagen.  —  Für  diese  mittlere  Zeit  sind  ausser  einigen  schon 
genannten  und  den  unter  4  aufgeführten  allgemeinen  Werken,  z.  B.  folgende 
Schriften  zu  berathen:  „Conrad  Gessncr  (Zürich  1516  —  Zürich  1565;  erat 
Professor  der  griechischen  Sprache  in  Lausanne,  spftter  Stadtarst  und  Lector 
der  Physik  in  Zürich;  vergL  Bd.  1  meiner  Biographieen) ,  Bibliotheca  uni- 
versalis. Tiguri  1545—1549,  2  Vol.  in  fol,  —  Conrad  Daaypodlus  (Frauen- 
feld 1581?  —  Strassburg  1600;  Professor  der  Mathematik  zu  Ötrassburg;  vergl. 
Bd.  3  meiner  Biographieen),  Dictionarlum   mathematicum.  Argent.  1573  in  8., 

—  Joh.  Gerhard  Voss  (Heidelberg  1577  —  Amsterdam  1649;  Professor  der 
Eloquenz  und  Geschichte  zu  Leyden  und  Amsterdam),  De  unlversa  matheseos 
natura  et  constitutione  Über,  qui  subjungltur  chronologia  mathematiconun. 
Amstelodaml  1650  in  4.,  —  Geronlmo  Vitale  oder  Vitalis  (Capua  16..  —  Rom 
1698;  Theatiner-Mönch) ,  Lexicon  mathematicum  astronomicum  geometrlcum. 
Parisiis  1668  in  8.,  —  Claude-Frangois  MiUiet  Deaebalca  (Chamb^ry  1631  — 
Turin  1678;  Jesuit,  Professor  der  Hydrographie  und  Mathematik  in  Marseille 
und  Lyon),  Cursus  seu  mundus  mathematicus.  Lugd.  1674,  8  Vol.  in  fo).  (3  ed. 
1690,  4  VoL),  —  Jacques  OsaBaai  (Bouligneuz  1640  —  Paris  1717;  Lehrer 
der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris;  Eloge  d.  Fontenelle  in 
M4m.  de  Par.  1717),  DicUonnalre  mathömatique.  Paris  1690  in  4.,  —  Bemardlno 
Saldi  (ürbino  1553  —  Urbino  1617;  Abt  von  Guastalla),  Cronlea  de  mate- 
maticl  overo  epitome  dell*  Istoria  delle  vite  loro.  Urbino  1707  in  4.,  —  ChriatUn 
Weir  (Breslau  1679  —  Halle  1754;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  au 
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Halle;  Eloge  durch  Fouchy  in  M6iiu  de  Par.  1764),  Mathematischee  Lexikon. 
Leipsig  1716  in  8.  (S.  A.  1782),  —  Chr.  Wolf»  Anfangsgründe  aller  mathe- 
matiachen  Wissenschaften.  Halle  1710,  4  Bde.  in  8.  (Noch  1765;  Ausaug  daraus 
1717  und  in  10  A.  1772),  —  Chr.  Wolf»  Elementa  matheseos  universao.  Hain 
1718—1741,  6  VoL  in  4.  (Auch  Genevse  1743),  —  etc.<< 

4«  Die  neuere  Zeit.  Sie  wurde  allseitig  durch  Euler  eingeleitet, 
indem  er  nicht  nur  die  mathematischen  Kenntnisse  seiner  Vorgänger 
zu  einem  organischen  Ganzen  umschmolz  und  weiterführte,  sondern 
auch  die  ersten  Lehrbücher  der  analytischen  Mechanik  und  Dioptrik 
schrieb,  die  von  Hugens  angedeutete  Undulationstheorie  und  die 
Möglichkeit  des  Achromatismus  verfocht,  und  mit  seinem  Freunde 
Dan.  Bemoulli  die  mathematische  Physik  überhaupt  zu  einer  frucht- 
baren Disciplin  erhob.  Auf  der  so  gelegten  Basis  gelang  es  sodann 
den  d'Alembert,  Clairault,  Cramer,  Lagrange,  Laplace,  Legendre, 
Gauss,  Fourier,  Poisson,  Abel,  Cauchy,  Sturm,  Jacobi,  Dirichlet, 
Riemann,  etc.  die  Analysis  zu  ihrer  jetzigen  hohen  Blüthe  zu  bringen, 
während  Monge,  Carnot,  Poncelet,  Steiner,  etc.,  die  darstellende  und 
die  sog.  neuere  Geometrie  schufen.  Nicht  weniger  entwickelte  sich 
auch  die  Physik:  Young's  Entdeckung  der  Interferenz  und  die  ver- 
wandten Arbeiten  von  Fresnel  verhalfen  der  Undulationstheorie  zur 
unbedingten  Herrschaft,  —  Lavoisier  schuf  die  neuere  Chemie, 
Lambert  mit  Bouguer  die  Photometrie,  mit  Lesage  aber  die  seither 
durch  Fourier,  Poisson  und  die:  Mayer,  Joule,  Clausius,  etc.  gelungene 
Cinführung  der  sog.  mechanischen  Theorie,  der  Rechnung  zugäng- 
lich gewordene  Wärmelehre,  —  Chladni  entdeckte  die  Elangfiguren, 
Montgolfier  die  Aerostaten,  Malus  die  Polarisation  des  Lichtes,  — 
WoUaston,  Fraunhofer,  Daguerre,  Eirchhoff,  etc.,  bereicherten  und 
verbesserten  die  optischen  Instrumente,  erfanden  die  Lichtbilder  und 
die  Spectralanalyse,  etc.,  —  Watt,  Fulton,  S^guin,  Stephenson,  etc. 
construirten  auf  Grundlage  der  Ideen  Papin's  brauchbare  Dampf- 
maschinen und  Locomotiven,  —  Gauss  bildete  die  Theorie  des  Erd- 
magnetismus aus,  —  Galvani  und  Volta  aber  gaben  durch  ihre 
Entdeckungen  der  schon  von  Gray,  Dufay  und  Franklin  gepflegten 
Electricitätslehre  eine  früher  nicht  geahnte  Bedeutung,  welche,  seit 
Oersted,  Faradey  und  Steinheil  die  Ablenkung  der  Magnetnadel 
durch  den  galvanischen  Strom,  die  Inductionsströme  und  die  Leitungs- 
fähigkeit der  Erde  auffanden,  und  für  Telegraphie,  Chronographie, 
etc.  nutzbar  machten,  noch  mehr  gesteigert  wurde  [XX]. 

Fttr  weitem  historischen  DetaU  nochmals  auf  die  einzelnen  Ahschnitte  ver- 
weisend, mag  Obigem  vorlftuflg  Folgendes  beigefügt  werden:  Leonhard  Eni  er 
(Basel  1707  —  Petersburg  1783)  war  vieUeicht  der  grösste,  jedenfalls  aber 
der  fruchtbarste  Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts;  obschon  er  1785  an 
einem,  1766  auch  am  cwelten  Auge  erblindete,  wUrde  eine  Gesammtausgabe 
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seiner  Werke  nnd  Abhandlungen  etwa  16000  Qnartselten  fUlen,  nnd  die 
Sammelwerke  „Opascnla  varii  argomenti,  Berol.  1746—1751,  8  VoL  in  4^  — 
Opuscnla  analytica,  Petrop.  1783—1785,  2  VoL  in  4^  —  Commentationes  arith- 
metic»,  Petrop.  1849,  2  Vol.  in  4.,  —  Opera  postuma  mathematiea  et  physica 
A.  1844  detecta.  Ed.  P.  H.  et  N.  Fubs.  Petrop.  1862,  2  Vol.  in  4.^  enthalten 
nur  einen  sehr  kleinen  Theil  der  Letztem.  Euler  stand  von  1727  bis  1741  als 
Academiker  und  Professor  der  Mathematik  in  Petersburg,  folgte  dann  einem 
Rufe  in  entsprechende  Stellung  nach  Berlin,  kehrte  1766  nach  Petersburg 
surftek,  und  starb  dort  mit  Hinterlassung  dreier,  ebenfalls  um  die  mathemaü- 
sehen  Wissenschaften  gana  verdienter  Söhne:  Job.  Albrecht  (Petersburg  1784 
-^  Petersburg  1800;  Secretär  der  Petersburger- Academle),  —  Carl  (Peterabarg 
1740  —  Petersburg  1790;  kaiserl.  Leibarzt),  —  Christoph  (Berlin  1748  —  ?1813; 
General  der  Artillerie),  —  so  wie  des  von  ihm  als  Qehfllfen  von  Basel  be- 
zogenen, und  dann  durch  Verheirathung  mit  Job.  Albrechts  Tochter  Albertine 
lu  seinem  Enkel  gewordenen  Nikolaus  Fuas  (Basel  1755  —  Petersburg  1836; 
Professor  der  Mathematik  und  spftter  Secret&r  der  Academle  in  Petersburg). 
Vergl.  fDr  ihn  und  die  Söhne  „Fuss,  Eloges  de  M.  L6on.  et  Jean  Alb.  Euler 
(Nov.  Act  Petr.  1  u.  15),  —  Condorcet,  Eloge  de  L^on.  Euler  (Mto.  de  Par. 
1783),  —  Fuss,  Lobrede  auf  Euler.  Basel  1786  In  8.'%  sowie  Bd.  4  meiner 
Biographieen;  ferner  die  von  Paul  Heinrich  Fuss  (Petersburg  1797  —  Peters- 
burg 1855;  Sohn  von  Nikolaus,  und  Nachfolger  desselben  als  Secret&r  der 
Academle)  herausgegebene  „Correspoodance  math^matique  et  physique  de 
quelques  c^löbres  g^l'omötrcs  du  18«  siöcle.  P^ersbourg  1843,  2  Vol.  in  8.^-  — 
Jean-le-Rond  d'Alcmbert  (Paris  1717  —  Paris  1783),  ein  von  den  Stufen 
der  Kirche  Jean-le-Rond  in  Paris  aufgehobenes,  und  von  der  Frau  eines 
Glasers  Alembert  erzogenes  Findelkind,  schwang  sich  zum  Mitgliede  der  Aca* 
demieen  in  Paris  und  Berlin,  sowie  zum  Becret&r  der  Erstem  und  sum  Pen- 
sionär Friedrichs  des  Grossen  auf.  Seine  Werke,  von  welchen  hier  vorllufig 
nur  die  „Opuscules  math^matiques.  Paris  1761—1780,  8  VoL  in  4.''  au  nennen 
sind,  haben  die  mathematischen  Wissenschaften  allseitig  ungemein  befördert, 
und  durch  die  mit  Denis  Diderot  (Laogres  1713  —  Paris  1784;  Literat  und 
Pensionär  Katharina  II.  von  Russland)  herausgegebene  „Encyclop^die  ou  Die- 
tionnaire  raisonne  des  sciences,  des  arts  et  des  m^tiers.  Paris  1751 — 1780, 
33  VoL  in  fol.^^  ist  er  auch  in  den  weitesten  Kreisen  bekannt  geworden.  Vergl. 
„Condorcet,  Eloge  de  Mr.  d'Alembert  (M^m.  de  Par.  1783),  Paris  1784  in  8.'^ 

—  Alexis-Claude  Clalraolt  (Paris  1713  —  Paris  1765)  publicirte  schon  in 
seinem  18.  Jahre  seine  berühmten  „Recherches  sur  les  courbes  k  double 
courbure.  Paris  1731  in  4.^^,  und  wurde  darauf  bin  sofort  Mitglied  der  Pariser- 
Academle.  Vergl.  sein  Eloge  durch  Grandjean  de  Fouchy  in  M^m.  de  Par. 
1765.  —  Gabriel  Craner  (Ge^f  1704  —  Bagnols  bei  NUmes  1752)  war 
Professor  der  Mathematik  und  Philosophie  an  der  Academle  zu  Genf.  Vergl. 
für  ihn  Bd.  8  meiner  Biographieen.  —  Joscph-Louls  La^ninge  (Turin  1736 

—  Paris  1813)  war  erst  Professor  der  MathemaUk  zu  Turin,  dann  DIrector 
der  mathematiHchen  Classe  der  Berliner-Academie,  zuletzt  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Ecole  normale  und  Ecole  polytechnique  zu  Paris,  sowie  Mitglied 
der  Academle  und  des  Bureau  des  longitudes.  Vergl.  seine  von  August  Leopold 
Crelle  (Eichwerder  1780  —  Berlin  1855;  Obcrbaurath  und  Academiker  in 
Berlin)  herausgegebenen  „Mathematischen  Werke.  Berlin  1823—1824,  3  Vol. 
in  8.",  seine  von  Joseph- Alfrede  Serret  (Paris  1819;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Academiker  in  Paris)  besorgten  „Oeuvres.   Vol.  1—2.   Paria  1807 
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in  4.^;  ferner  „Vlrey  et  Potel,  Priels  historique  sur  la  vie  et  la  mort  de  J.  C. 
Lngrange.  Paris  1813  in  4.,  —  Cosaali,  Elogio  de  Oins.  Luigi  Lagrangia.  Parle 
1818  in  8.'^  —  Pierre-Simon  Laplaee  (Beaumont-en-Ange  1749  —  Paris 
1827)  war  erst  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Militftrschule  seiner  Vaterstadt, 
dann  in  Paris  Examinator  beim  k.  Artilleriecorps,  und  spftter  Professor  der 
Mathematik  an  der  Ecole  normale,  —  daneben  Mitglied  der  Academie  und  des 
Bureau  des  longitudes,  auch  unter  der  Consularregierung  kurze  Zeit  Minister 
des  Innern.  Vergl.  seine  „Oeuvres.  Paris  1843—1847,  7  Vol.  in  4."  und  sein 
Eloge  durch  Fourier  im  Jahrgang  1829  der  Revue  encyclop^dique.  —  Adrien- 
Marie  Legendre  (Paris  1752  —  Paris  1833)  war  Professor  der  Mathematik 
an  der  Militftrschule  und  Normalschule  in  Paris,  Examinator  an  der  polytech- 
nischen Schule  und  Mitglied  der  Academie.  —  Karl  Friedrich  Gauss  (Braun- 
schweig 1777  —  Qöttingen  1855)  studirte  in  Braunschweig  und  Göttingen, 
privatisirte  dann  mit  Unterstützung  seines  Herzogs  Karl  Wilhelm  Ferdinand 
in  Brannschweig ,  bis  er  1807  einen  Ruf  als  Professor  der  Mathematik  und 
Director  der  Sternwarte  nach  Göttingen  annahm.  Vergl.  seine  seit  1863  von  der 
Göttlnger- Academie  herausgegebenen,  auf  7  Quartbände  berechneten  „Werke 
(bis  jetit  Bd.  1,  2,  3,  5  vollendet)'*,  —  femer  „Sartorius,  Gauss  zum  Gedächtniss. 
Leipzig  1856  in  8.*',  —  und  endlich  den  von  Christian  August  Friedrich 
Peters  (Hamburg  1806 ;  erst  Observator  in  Hamburg  und  Pulkowa,  dann  Prof. 
der  Astronomie  in  Königsberg,  jetzt  Director  der  Sternwarte  in  Altena)  her- 
ausgegebenen „Briefwechsel  zwischen  K.  F.  Gauss  und  H.  C.  Schumacher. 
Altona  1860—1862,  6  Bde.  in  8.*'  —  Jean- Baptiste- Joseph  Fourier  (Auxerre 
1768  —  Paris  1830)  war  Professor  der  Mathematik  an  der  polytechnischen 
Schule  in  Paris,  folgte  Bonaparte  nach  Egypten,  wurde  dann  Pr&fekt  des 
Is&re-Departements,  und  zuletst  ßecretär  der  Pariser- Academie.  Vergl.  sein 
Eloge  in  Arago  Oeuvres  I.  —  Sim^on-Denis  Poisson  (Pithiviers  1781  —  Paris 
1840}  war  erst  Bchttler,  dann  Lehrer  an  der  Ecole  polytechnique ,  ttbcrdiess 
Professor  der  Mechanik  an  der  Sorbonne,  Mitglied  der  Academie  und  des 
Bureau  des  longitudes.  Vergl.  sein  Eloge  in  Arago  Oeuvres  II.  —  Niels  Henrik 
Abel  (Findoö  1802  —  Froland  1829)  lebte  von  1825  bis  1827  auf  Kosten  der 
norwegischen  Regierung  im  Auslande,  meist  in  Berlin  und  Paris,  —  vicarisirte 
1828  fSr  Hansteen  in  Christiania,  und  hatte  eben  einen  Ruf  nach  Berlin  in 
Aussicht,  als  ihn  der  Tod  ereilte.  Vergl.  seine  „Oeuvres  complötes,  par  Holm* 
boe.   Christiania  1839,  2  Vol.  in  4.<<  —  AuguaUn-Louis  Cauchy  (Paris  1789 

—  Sceaux  1857)  war  erst  Zögling,  dann  Professor  der  Mathematik  an  der 
polytechnischen  Schule  in  Paris,  Mitglied  des  Instituts  und  Ingdnieur-en-chef 
des  ponts-et-chauss^es.  Nach  der  Juli*Revolution  lebte  er  längere  Zeit  als 
Erzieher  des  Herzogs  von  Bordeaux  in  Oesterreich,  kehrte  dann  nach  Paris 
zurfick,  und  lehrte  daselbst  im  Ordenshause  der  Jesuiten  Mathematik.  VergL 
„Valson,  Vie  et  catalogue  des  ouvrages  d*A.  Cauchy.  Paris  1868,  2  Vol.  in  8.^^ 

—  Charles-Frangois  Storni  (Genöve  1803  —  Paris  1855)  war  Professor  der 
Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris.  Vergl.  fUr  ihn  Bd.  4  meiner 
Biographien!  —  Karl  Gustav  Jakob  Jaeobi  (Potsdam  1804  —  Berlin  1851) 
war  erst  Professor  der  Mathematik  zu  Königsberg,  und  lebte  dann  später  als 
Mitglied  der  Academie  und  königl.  Pensionär  zu  Berlin.  Vergl.  fQr  ihn  seine 
„Opuscula  mathematica.  Berolini  1846—1851,  2  Vol.  in  4.<S  und  Dirichlet's 
Lobrede  in  Berl.  Abhandl.  1852.  —  Peter  Gustav  Lejeune  Diricblet  (Dllren 
bei  Aachen  1805  —  Göttingen  1859)  war  folgeweise  Professor  der  Mathematik 
und  Mitglied   der   Academieen    in  Berlin   und   Göttingen,  auch   auswärtiges 
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Mitglied  der  Pariser-Academle.   Vers^.  für  ihn  die  1859  In  den  OOitiiiger- 
Nftchricbten  und  Berliner^Monatoberiehten  erschienenen  Nekrologe.  —  Georg 
Friedrich  Bemhnrd  Rieaann  (Brestelens  in  Hannover  1826  —  Intn  am  Lago 
msggiore  1866)  war  Professor  der  Mathematik  in  Oöttingen.   VergL  den  in 
den  Oöttinger-Nachrichten  erschienenen  Nekrolog.  —  Gaspard  Mmige  (Beanne 
1746  _  Paria  1818)   war  Professor  der  Mathematik   und  Physik  in  Lyon, 
Mteiires  und  Paris,  —  wihrend  der  Republik  Marine-Minister  und  Director 
der  Gewehrfabriken,   —  später  Professor  der  Mathematik  an  der  Ton  ihm 
mitbegrflndetcn  Ecole  polytechniqne  nnd  Mitglied  der  Academie.  VergL  fQr  ihn 
„Dupin,  Essai  historique  snr  les  Services  et  les  travanx  scientifiques  de  0. 
Monge.  Paris  1819  in  8.'^,  nnd  Arago  Oenvres  II.  —  Lazare-Nicolas-Margn^rite 
C^rnet  (Nolay  en  Bonrgogne  1753  —  Magdeburg  1823)  war  erat  Ingenienr- 
Capit&n,  dann  Mitglied  des  Convents  und  Directoriums,  spftter  Kriegaminister 
und  Academiker,  inletst  durch  die  Bourbonen  verbannt  VergL  fttr  Ihn  „Serieyt: 
Carnot,  sa  vie  politiqoe  et  privte.  Paris  1816  in  12.,  —  Körte,  Leben  Camot'B. 
Leipsig  1820  in  8.,  —  Tissot,    M^moires  historiques  et  militaires  sur  Carnot 
Paris  1824  in  8.*^,  auch  Arago  Oeuvres  I.  —  Jean- Victor  Poncclet  (MeU 
1788  —  Paris  1868)  war  Schüler  der  polytechnischen  Schule  in  Paria,  machte 
den  russischen  Feldzug  mit,  stieg  bis  sum  Brigadegeneral,  nnd  lebte  spiter 
als  Professor  der  mechanischen  Physik,  Mitglied  der  Academie  und  Commao- 
dant  der  polytechnischen  Schule   in  Paris.  —  Jakob  Stelner  (Utsistorf  im 
Kanton  Bern  1796  —  Bern  1863),  ein  bei  Pestalocsi  vorgebildeter  Bauemknabe, 
schwang  sich  cum  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  io 
Berlin  auf.  VergL  Berliner-Monatsbericht  1863.  —  Thomas  YouD^  (Milverton 
1773  —  London  1829)   lebte  als  praktischer  Arst  und  Professor  der  Physik 
in  London,  war  auch  Secretär  der  Royal  Society  und   auswftrtiges   Mitglied 
der  Pariser-Academie.   VergL  die  von  George  Peaeeck  (Thornton  1791  — 
Ely?  1868;  Professor  der  Mathematik  au  Cambridge)  herausgegebenen  „Mis- 
cellaneous  works  of  the  late  Thom.  Toung.  London  1855,  3  VoL  in  8.,  —  Life 
of  Thom.  Young.  London  1855  in  8.'',  und  Arago  Oeuvrea  I.  —  Aog;ustin-JeaD 
Vrmmnei  (Broglie  im  D^.  de  l'Eure  1788  —  VUle-d'Avray  bei  Paria  1827} 
war  SchOler  der  polytechnischen  Schule  in  Paris,  und  stieg  bis  aum  Ingönlenr- 
en-chef  des  ponts-et-chauss^es.  VergL  seine  durch  Henri  Hureau  de  S^nar« 
mOBt  (Bron6  1808;  Professor  der  Mineralogie  und  Mitglied  der  Academie  in 
Paris)  auf  Staatskosten  herausgegebenen  „Oeuvres  compUtes.  Paria  1866 — 1868, 
2  Vol.  in  4.'%  und  Arago  Oeuvres  I.   —  Antoine-Laurent  Laareisler  (Paris 
1743  —  Paris  1794)  war  Mitglied  der  Pariser-Academie,   daneben  einer  der 
Generalpftchter  der  Steuern,  spftter  Verwalter  der  k.  Pulverfabriken,  suletit 
ein  Opfer  der  Schreckensregierung.  VergL  fttr  ihn  seine  „Oeuvres.  Tom.  1 — i 
Paris  1862—1868  in  4.^',  und  „Kir^evsky,  Histou^e,  des  l^islateurs  chimistes: 
Lavoisier-Bertholet-Humphry  Davy.  Francfort  1845  in  8.'*  —  Job.  Heinrieb 
Lambert  (Mühlhausen  1728  —  Berlin  1777)  arbeitete  sich  vom  Schneider- 
lehrjungen cum  Academiker  und  Oberbanrath  in  Berlin  empor.   VergL  seine 
„Beitrftge  sur  Mathematik  und  deren  Anwendung.  BerUn  1765—1772,  8  Vol. 
in  8.'^,  —  seinen  von  Johannes  III.  Bemonlll  herausgegebenen  „Deutschen 
gelehrten  BriefwechseL  Berlin  1782—1784,  5  Bde.  in  8.^%  —  femer  „Formey, 
Eloge  de  Lambert  (M6m.  deBerl.  1778),  —  Dan.  Huber:  J.  H.  Lambert  nach 
seinem  Leben  und  Wirken.  Basel  1829  in  8.'',  sowie  Bd.  3  meiner  Biographien. 
—  Pierre  Beuguer  (Croisic  1698  —  Paris  1758)  war  Professor  der  Hydro- 
graphie ond  Mitglied  der  Academie  in  Paris.  VergL  sein  Eloge  durch  Gran^jeaa 


—  Einleitung.  —  17 

de  Fouchy  in  Mte.  de  Par.  1768.  -—  George-Lonis  Lesage  (Oen&ve  1724  — 
Gendve  1803)  lebte  als  Privatgelehrter  in  Genf.  Yergl.  für  ihn  ^^revost,  George- 
Lonis  Lesage  de  Gen&ve.  GenÄve  1805  in  8.'<  und  Bd.  4  meiner  Biographieen. 
—  Julius  Robert  Mayer  (Heilbronn  1814)  machte  früher  als  Schiffsarzt  eine 
Reise  nach  Java,  und  lebt  jetst  als  Stadtarzt  in  Heilbronn.  —  James  Presoott 
Joule  (Manchester  1818)  lebt  als  Braner  in  Salford  bei  Manchester.  —  Rudolf 
Julius  Emmanuel  Clansius  (Cöslin  in  Pommern  1822)  war  Professor  der 
Physik  in  Zürich,  und  ist  es  jetzt  in  Würzburg.  —  Ernst  Florens  Friedrich 
Chladnl  (Wittenberg  1756  —  Breslau  1827)  war  fast  l^est&ndig  auf  Reisen, 
aus  dem  Ertrage  seiner  Werke  und  akustischen  Vorlesungen  lebend.  Vergl. 
für  ihn  seine,  eine  AutobiograpMe  enthaltende  „Akustik.  Leipzig  1802  in  4,^^ 
und  „W.  Bernhardt,  Chladni  der  Akustiker.  Wittenberg  1866  in  8.^'.  —  Joseph- 
Michel  Montgolller  (Vidalon-les-Annonay  1740  —  Balaruc  1810)  war,  wie 
sein,  an  allen  seinen  Arbeiten  theilnehmender  Bruder  Jacques-Etienne  (1745 
bis  1799)  Papierfabrikant  zu  Annonay,  und  lebte  dann  sp&ter  als  Administrator 
des  Gonservatoire  des  arts-et-m^tiers  und  Mitglied  des  Instituts  zu  Paris. 
VergL  sein  Eloge  durch  Delambre  in  Möm.  de  l'Inst  IX.  —  Etienne-Louis 
Halas  (Paris  1775  —  Paris  1812)  war  Schüler  der  polytechnischen  Schule, 
machte  als  Genieoffizier  den  Feldzug  nach  Egypten  mit,  wurde  spftter  Exami- 
nator der  polytechiüschen  Schule  und  auch  Mitglied  des  Instituts.  Vergl.  Arago 
Oeuvres  HL  —  William  Hyde  WoUaston  (East-Dereham  in  Norfolkshire 
1766  —  London  1828)  lebte  in  London,  erst  als  praktischer  Arzt,  dann  als 
Privatniann  aus  dem  reichen  Ertrage  seiner  Erfindung  der  Schmiedbarmachung 
des  Platins;  er  war  auch  Mitglied  der  Roy.  Society  und  der  Astron.  Society. 
VergL  für  ihn  Bd.  4  der  Mem.  of  the  Astron.  Soc.  —  Joseph  Frannhofer 
(Straubing  1787  —  München  1826)  schwang  sich  vom  GlaserlehrUng  zu  einem 
der  berühmtesten  Optiker  und  zum  Chef  des  optischen  Instituts  in  München 
auf.  Vergl.  Ar  ihn  „XTtzschneider,  Lebensgeschichte  J.  v.  Fraunhofers.  München 
1826  in  8.,  —  JoUy,  Das  Leben  Fraunhofers.  München  1865  in  8.'^  —  Louis- 
Jacqaes-Mand6  Dagaenre  (Cormeilles  im  D^.  8eine-et-0ise  1787  —  Bry- 
sur-Biame  1851)  lebte  als  Decorationsmaler  in  Paris,  und  erstellte  auch  ein 
erstes  Diorama.  —  Gustav  Robert  Klrchheff  (Königsberg  1824)  war  früher 
Professor  der  t^hysik  zu  Breslau,  und  ist  es  jetzt  zu  Heidelberg.  —  James 
Watt  ((Jreenock  in  Schottland  1736  —  Heathfield  bei  Birmingham  1810)  war 
erst  Universit&ts-Instrumentenmacher  in  Glasgow,  —  dann  Olvilingenieur  zu 
Soho  bei  Birmingham,  —  auch  auswärtiges  Mitglied  der  Pariser^ Academie. 
Vergl.  Ar  ihn  „Muirhead,  The  origin  and  progress  of  the  mechanical  inven- 
tions  of  James  Watt  London  1854,  8  Vol.  in  8.,  —  Muirhead,  Correspondance 
of  James  Watt  on  his  dlscovery  of  the  composition  of  water.  London  1856 
in  8.,  —  Williamson,  Memorials  of  the  lineage,  early  life,  education  and 
development  of  the  genius  of  James  Watt  London  1856  in  4.,  —  Muirhead, 
The  life  of  James  Watt  London  1858  in  8.^',  —  auch  Arago  Oeuvres  I.  — 
Robert  Fnlton  (Little  Britain  in  Pennsylvanien  1765  ^  Msw-Tork  1816)  war 
erst  Goldschmied,  dann  Maler,  zuletzt  Mechaniker.  Vergl.  „Golden,  Life  of 
Rob.  Fnlton  oomprising  some  account  of  the  invention,  progress  and  etablish- 
ment  of  Steam-Boots.  New- York  1817  in  8.,  —  Montgöry,  Notice  sur  la  vie 
et  les  travaux  de  Rob.  Fnlton.  Paris  1825  in  8.<<  — -  Mark  Mgnin  ain^ 
(Montbard  C5te  d'or  1794?),  «in  Neffe  von  Montgolfler,  lebt  als  Ingenieur 
in  Montbard  und  ist  Correspondent  der  mechanischen  Seetion  der  Pariser^ 
Academie.  —  Cteorge  Stepheiiseii  (Wylam  1781  —  Tapton-House  bei  Chester« 
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fleld  184S)  schwang  sich  vom  Dampfmascliinenheizer  ku  einem  der  berSbmteeten 
CivU-Ingenieiire  auf.  Vergl.  „Smiles,  Life  of  Qeorge  Stephenson.  London  1857 
in  8."  —  Denis  Papin  (Blois  1647  —  Biarbnrg  1714?)  war  erst  Gehülfe  von 
Eugens  in  Paris  und  von  Boyle  in  London,  und  stand  sodann  l&ngere  Zeit  als 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Marburg.  Vergl.  „Bannistre:   Papin, 
sa  vie  et  ses  öcrits.  Blois  1847  in  8.<<  --  Lnigi  GalTanl  (Bologna  1737  bis 
Bologna  1798)  war  Professor  der  Medisin  und  Anatomie  in  Bologna.  Verg^ 
seine  „Opere  edite  ed  inedite.  Bologna  1841  in  4.  (AggiunU  1842)<S  sowie 
,^bert,  Eloges  de  Spallansani,  de  Oalvani,  de  Ronssel  et  de  Bichat  Paris 
1806  in  8.«  —  Alessandro  Volla  (Como  1745  —  Como  1827)  war  Professor 
der  Physik  in  Como  und  Pavia,  sp&ter  Director  der  philosophischen  Facult&t 
jm  Padua.   Seine  meisten  Schriften  finden  sich  in  der  von  V.  Antlliori  be-> 
sorgten  ,,Collesione  dell'  opere  del  Caval.  A.  Volta.  Firense  1816,  8  Yol.  in  8.^ 
Vergl.  ^Gio.  ZuccsJa,  Elogio  storico  di  Aless.  Volta.  Bergamo  1827  in  8.,  — 
A.  Beebeck,  Gedächtnissrede  auf  A.  Volte.  Dresden  1845  in  8.<'  —  Stephen 
CIrajr  (16..  ^  London   1736)  lebte  in  London  und  war  MitgUed  der  Boy. 
Society.  —  Charles-Fran^ois  Dnfay  (Paris  1698  —  Paris  1739)  war  Capitln 
und  MitgUed  der  Pariser^Academie.  VergL  sein  Eloge  in  Möm.  de  Par.  1739. 
— •  Benjamin  Franklin  (Govemors-Island  bei  Boston  1706  —  Phfladelphis 
1790)  war  successive  Buchdrucker,  General-Postmeister  der  englisch-amerikani- 
schen Colonieen,  Vertreter  seines  nach  Unabhängigkeit  ringenden  Vaterlandes 
in  Paris,  Mitunterzeichner  der  Friedenspräliminarien,  und  Pr&sident  des  Con- 
gresses  von  Pennsylvanien.  Vergl.  seine  durch  Jared  Sparks  herausgegebenen 
„Works.  Boston  1840,  10  Vol.  in  8.<S  die  von  seinem  Enkel  William  Temple 
Franklin  publicirten  „Memoire  of  the  live  and  writings  of  Benjamin  Franklin. 
London  1817— -1818,  8  Vol.  in  4.'^  und  „Laboulaye,  O>rrespondance  de  Benj. 
Franklin.  Paris  1866,  2  Vol.  in  8."  —  Hans  Christian  Oerstcd  (Rudkj6bing 
auf  Langeland  1777  —  Kopenhagen  1851)  war  Pharmaceut,  dann  Professor 
der  Physik  su  Kopenhagen,  auch  Secret&r  der  k.  d&nlschen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  und  auswftrtiges  Mitglied  der  Pariser-Academie.   Vergl.  sein 
Leben  von  Hauch  und  Forchhammer  (Deutsch  von  Sebold,  Spandau  1858).  — 
Michael  Faradey  (Newington  bei  London  1791  —  London  1867)   schwang 
sich  vom  Buchbinderlehrling  cum  Professor  der  Chemie  an  der  Royal  Institution 
in  London  und  sum  auswärtigen  Mitgliede  der  Pariser-Academie  auf.   Vergl. 
„De  la  Rive,  Notice  sur  Michel  Faradey,  sa  vie  et  ses  travaux  (BibL  nniv. 
1867  X),  Gen^ve  1867  in  a"  —  Karl  August  Stelniieil  (Rappoltaweiler  im 
Slsass  1801)  war  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  MOnchen,  und  ist 
jetst  königl.  Mlnisterialrath  und  Conservator  der  mathematlsch-physikaliaohen 
Sammlungen.  —  Von  theils  im  Allgemeinen,  theils  speciell  fttr  diese  nenete 
Zeit  lu  berathenden  Schriften  und  Sammelwerken  mögen  noch  folgende  £r» 
wUmung  finden:  „Job.  Christoph  Beilbranner  (Uhn  1706  —  Leipsig  1747; 
Privatlehrer  der  Mathematik  In  Leipsig),  Versuch  einer  Geschichte  der  Maths- 
natik.  Frankfurt  1739  in  8.,  —  J.  Chr.  Bellbroaner»  Historia  mathessos 
imiverssB  a  mundo  condito  ad  sAculum  post  Chr.  nat  XVI.  Lipsin  1743  in  4., 

—  Alexandre  Smr6rima  (Arles  1790  ~  Paris  1805;  Marine -Ingenieur  In 
Marseille  und  spftter  Literat  in  Paris),  Dictionnaire  universel  de  math^mati* 
ques  et  de  physique.  Paris  1762,  S  Vol.  in  4.,  —  Jean-Etienne  Montada 
(Lyon  1736  —  Versailles  1799;  Mitglied  der  Pariser-Academie),  Histoire  dea 
matbteatiques.  Paris  1758,  9  Vol.  in  4.  (2  4d.  par  Lalande  1799—1802,  4  VoL), 

—  Abraham  Qotthelf  KUtaar  (Leipdf  1719  —  GOttingen  1800;  Profeaaor 
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der  Mafhematik  tmd  Physik  eu  Leipiig  und  Ghötttsgen;  Eloginm  dnrch  Heyne 
in  Comm.  OotUng.  16),  Mathematische  AnüaDgsgrflnde.  GOttingen  1766—1791, 

10  Bde.  in  8.,  —  A.  Smw4wi€tu  Histoire  des  progrte  de  Pesprit  humain  dans 
les  eciences  exactes.  Paris  1766  in  6.,  —  Joh.  Ephraim  Seheibel  (Breslau 
1736  —  Breslau  1809;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  su  Breslau), 
Einleitung  cur  mathematischen  Bttcherkenntniss.  Breslau  1769—1798,  19  BtQoke 
Ina,  —  Francis  Boiler  (Lyon  1734  —  Lyon  1793;  erstDirector  der  königl. 
Veterinlrschule,  dann  Pfarrer  su  Lyon),  Journal  de  physique.  Paris  1778—1823, 
96  Vol.  in  4.  (Später  von  La  M^erie,  Blainville,  etc.  besorgt),  —  Joh.  Samuel 
TraugoU  Ckhler  (Oörlits  1761  —  Leipsig  1796;  Dosent  und  Rathsherr  in 
Leipaig),  Physikalisches  Wörterbuch.  Leipzig  1786—1796,  6  Bde.  in  8.  (Neue  Be- 
arbeitung von  Brandes,  Qmelin,  Homer,  Littrow,  Muncke  und  Pfaff  1826—1846, 

11  Bde.),  —  Antoine-FranQois  de  Wonrewy  (Paris  1766  —  Paris  1809;  Pro- 
fessor der  Chemie  und  Academiker  in  Paris ;  vergl.  Cuvler  Eloges  I),  Annales 
de  chimie  et  de  physique.  Paris  1789—1868,  263  Vol.  in  8.  (Später  von  Arago, 
Oay-Lussac,  etc.  besorgt),  —  Friedrich  Albert  Karl  Gren  (Bemburg  1760  — 
Halle  1798;  Professor  der  Chemie  und  Medisin  su  Halle),  Journal  der  Physik. 
HaUe  1790—1797,  12  Th.  in  a,  —  Karl  Friedrich  Hlndenburs  (Dresden 
1741  —  Leipsig  1808;  Professor  der  Philosophie  und  Physik  su  Leipzig), 
Archiv  der  Mathematik.  Leipiig  1795—1800,  11  Hefte  in  8.,  —  Journal  de 
l'4cole  polytechnique.  Paris  1796—1867,  42  Hefte  in  4,  —  Charles  Hotten 
(New-Castle  1737  —  London  1823;  Professor  der  Mathematik  su  Woolwich; 
vergl.  seine  Tracts  of  many  interesting  parts  of  mathemaücal  and  pliilosophical 
sciencea,  London  1812,  8  Vol.  in  8),  Mathematlcal  and  philosophical  Diotionary. 
London  1796,  2  Vol.  in  4.  (2.  ed.  1816),  — ^  A«  G.  Käatnert  Geschichte  der 
Mathematik  seit  der  Wiederherstellung  der  Wissenschaften.  Göttingen  1796 
bis  1800,  4  Bde.  in  8.,  —  Friedrich  Wilhelm  August  Mnrhard  (Cassel  1779 

—  Caasel  1853;  wurde  nach  grossen  Reisen  in  den  Orient  Bibliothekar  in 
Gaasel),  Bibliotheca  mathemaüca.  Leipaig  1797—1805,  5  Bde.  in  a,  —  Joh. 
Karl  FlMlier  (Altstadt  1760  —  Greifswalde  1833;  Professor  der  Physik  und 
Mathematik  lu  Dortmund  und  Greifswalde),  Physikalisches  Wörterbuch. 
Oöttingen  1798—1806,  7  Bde.  in  a  (3  Suppl.  1823—1827),  —  Ludwig  Wilhelm 
Uühmwt  (Berlin  1769  —  Leipiig  1824;  Professor  der  Physik  au  Halle  und 
Lelpsig),  Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Halle  1799  —  Letpsig  1868,  210 
Bde.  in  8.  (Seit  1824  durch  Poggendorf  redigirt),  —  J.  K  Fischer»  Geschichte 
der  Physik  seit  Wiederherstellung  der  Kflnste  und  Wissenschaften.  Göttingen 
1801—1808,  8  Bde.  in  8.,  —  Jeremias  David  Renas  (Rendsburg  1760  — 
Oöttingen  1837;  Bibliothekar  in  Göttingen),  Repertorlum  Commentationum  a 
Bocietatlbus  literariis  editarum.  Gottingao  1801—1821,  16  Vol.  in  4.,  —  Ch. 
■eesat»  Essai  sur  Thistoire  g^nörale  des  mathtaatiques.  Paris  1802,  2  Vol. 
in  a  (2  4d.  1810;  deutsch  von  Reimer,  Hamburg  1804;  ital.  von  G.  Fontana, 
Milano  1802;  engl,  von  Bonnycastle,  London  1803),  —  Georg  Simon  Klfigel 
(Hamburg  1789  —  HaUe  1812;  Professor  der  Mathematik  au  Helmstädt  und 
Halle),  Mathemattsohes  Wörterbuch.  Lelpsig  1803—1881,  6  Bde.  in  a  (Beendigt 
duroh  Mollweide  und  (Jrunert;  Supplement  von  Grunert  1833—1886,  2  Bde.; 
Supplement  Ar  angewandte  Mathematik  von  Jahn  1855,  2  Bde.),  —  Joseph- 
Biaa  Hergesne  (Nancy  1771  —  Montpellier  1859 ;  Professor  der  Mathematik 
in  Montpellier),  Annales  dee  Math4matiques.  Paris  1810—1830,  20  Vol.  in  4., 

—  Joh.  WoIiiEpuig  Miller  (Nürnberg  1765  —  ?;  Lehrer  der  Mathematik  und 
des  FranaösiBchen  su  Nflnbeig),  Mathematlsohe  Bibliothek,  Nflimberg  1820  in  8. 
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(Alfl  Fortseirang:  Repertorium  der  matheinatiBchen  IdterBtar,  Augsburg  1832 
bis  1826,  8  Bde.  in  8.),  —  Jean-Guülaiune  Garnier  (Wasigny  en  Picardie 
1766  —  Ixelles  bei  BrOssel  1840;  Professor  der  Mathematik  su  Colmar,  Bt-Cyr 
nnd  Gent)  et  Lambert- Adolphe-Jacqnes  ^netelet  (Gent  1796;  erst  Professor 
der  Mathematik  in  Gent,  dann  Professor  der  Astronomie  nnd  Direetor  der 
Sternwarte  su  BrOssel,  sowie  Secr^jt&r  der  dortigen  Academie),  Correspondanoe 
mathfoiatiqae  et  physiqne.  Bruxelles  1825—1839,  11  Vol.  in  8.,  —  Andrem« 
von  Baumgartaer  (Friedberg  in  Böhmen  1798;  erst  Professor  der  Physik 
%n  Ollmüts  nnd  Wien,  spftter  Minister  nnd  Präsident  der  Academie)  und 
Andreas  von  Bttingslianaen  (Heidelberg  1796;  Professor  der  Mathematik 
nnd  Physik  ra  Wien),  Zeitschrift  für  Physik  nnd  Mathematik.  Wien  1826  bis 
1832,  10  Bde.  in  8.,  —  A.  L.  Grelle»  Jonmal  fQr  reine  nnd  angewandte 
Mathematik.  Berlin  1826—1868,  69  Bde.  in  4.  (Fortgesetzt  von  Borchardt,  etc.)» 

—  Jgnas  Ron  (Röthenbach  in  Würtemberg  1796;  Professor  der  Mathematik 
ra  Ehingen),  Handbuch  der  mathematischen  Literatur  I.  Tttblngen  1880  in  8-, 

—  Sir  David  Bnwiler  (Sedburgh  in  Schottland  1781  —  Edinburgh  1868; 
erst  Pharmacent,  später  Professor  der  Physik  su  St-Andrews),  Philosophical 
Magasine.  London  1832—1868,  73  Vol.  in  8.,  —  Wilhelm  Eagrl«—» 
Bibliotheca  mechanica-technologica.  Leipzig  1834—1889,  2  Bde.  in  8.  (3.  A. 
1844—1860),  —  Alexandre-Victor  de  Mentferrier  (Paris  1792),  Dictionnalre 
des  Sciences  mathömatiques  pnres  et  appUquöes.  Paris  1834 — 1840,  3  Vol.  in  4. 
(2  4d.  1845)',  —  Joseph  LiouTille  (8t.-0mer  1809;  Professor  der  Mathematik 
nnd  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Journal  de  math^matiques  pnres  et 
appliquöes.  Paris  1836—1868,  33  Vol.  in  4.,  —  William  Whewell  (I^caater 
1794  —  Cambridge  1866 ;  Dr.  TheoL,  Professor  der  Mineralogie  nnd  Theologie, 
sowie  Vieekanaler  der  Universitftt  Cambridge;  vergL  Vol.  16  der  Prooeed.  of 
the  Roy.  Soo.),  History  of  the  inductive  sciences.  London  1837 — 1838,  8  Vol. 
in  8.  (3  4d.  1847;  deutsch  von  Littrow,  Stuttgart  1840—1841),  —  Heinrich 
Wilhehn  Deve  (liegnits  1803;  Professor  der  Physik  und  Academiker  in 
Berlin)  nnd  Ludwig  Ferdinand  Moser  (Berlin  1805 ;  Professor  der  Physik  in 
Königsberg),  Repertorium  der  Physik.  Berlin  1837—1846,  7  Bde.  in  8.,  — 
Robert  Leslie  Eills  (Bath  1817?  —  Cambridge  1859;  Fellow  des  Trinity- 
College  in  Cambridge)  and  W.  Thompson»  Cambridge  (sp&ter  Cambridge 
and  Dublin,  —  suletzt  Oxford,  Cambridge  and  Dublin),  Mathematical  Jonmal. 
Cambridge  1837—1863,  15  Vol.  in  8.,  -^  Job.  August  Granert  (Halle  1797; 
Professor  der  Mathematik  su  Torgan,  Brandenburg  und  Greifswalde),  Lehr- 
buch  der  Mathematik  und  Physik.  Leipsig  1841—1850,  5  Bde.  in  8.,  —  J.  A. 
ArancH»  Archiv  der  Mathematik  nnd  Physik.  Greifswalde  1841—1868,  48 
Bde.  in  8^  —  Olry  Tcrqucm  (Mets  1782  —  Paris  1862 ;  erst  Professor  der 
Mathematik  sn  Mains,  spftter  Bibliothekar  in  Paris)  et  G^roao»  NoaveUea 
Annales  de  math^matiqnes.  Paris  1842—1868,  27  Vol.  in  8.  (Seit  1861  mit 
einem  Bulletin  de  bibliographie,  d'histoire  et  de  blographie  math^matiqne  ver- 
bunden), —  Carlo  Mattcneci  (ForU  1811  —  Pisa  1868 ;  Professor  der  Physik 
in  Bologna,  Ravenna  nnd  Pisa)  e  Pliiat  Nuovo  Cimento.  Pisa  1844— 186S, 
37  Vol.  in  8.,  —  Onstov  KorvtcB  (Berlin  1820;  Professor  der  Physik  ra 
Kiel),  Die  Fortschritte  der  Physik  in  den  Jahren  1845—1865.  Berlin  1847  bia 

1867,  21  Bde.  in  8.  (Seit  1853  von  Beets,  KrOnig,  etc.  fortgesetst),  Ernst 

Knchold,  Bibliotheca  hiBtorico-naturalis ,  physico-chemica  et  mathematica. 
Oottingtt  1851—1868,  18  VoL  in  8.  (FortgeseUt  von  Outhe),  _  A.  GaMbm» 
Mathematica  pnra  ed  appUeala.  PavU  1861—1862,  8  Vol.  In  8.,  _  Fraa^oio- 
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Napoleon-Marie  Molglio  (Gnteenö  1804;  erst  Lehrer  der  llftthematik  im 
Ordenshanfie  der  Jesuiten  zu  Paris,  seither  Literat),  Gosmos.  Revue  encyclo* 
p^qne  des  Sciences.  Paris  1852^1868,  32  Vol.  in  8.  (Seit  1863  von  Meunier, 
etc.  redlgirt),  —  Ludwig  Adolph  Sohncke  (Königsberg  1807  —  Halle  1863 ; 
Professor  der  Mathematik  2a  Halle),  BibUotheea  mathematica.  Lipsin  1854  in 
8.,  —  Ernst  Lndwig  Sclmbarih  (Merseburg  1797 ;  Professor  und  Regierungs- 
rath  zu  Berlin),  Repertorium  der  technischen  Literatur  von  1823  bis  1854. 
Berlin  1854-1856  in  8.,  —  Oscar  Schlömllcli  (Weimar  1823 ;  Professor  der 
Mathematik  in  Jena  und  Dresden),  Zeitschrift  fUr  Mathematik  und  Physik. 
Leipsig  1856—1868,  13  Bde.  in  8.,  ~-  Bamaba  ToHolini  (Rom  1808;  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Physik  zu  Rom),  Annali  di  mathematica  pura  ed 
appUcata.  Roma  1858 — 1865,  7  VoL  in  4.  (Seit  1867  geben  Brioschi  und  Cremona 
zu  Mailand  eine  2.  Serie  heraus),  —  Joh.  Christian  Po^gendorf  (Hamburg 
1796;  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der  Academie  in  Berlin),  Biographisch- 
literarisches  Handwörterbuch  zur  Geschichte  der  exacten  Wissenschaften. 
Leipzig  1863,  2  Bde.  in  8.,  —  F.  N.  M.  MoignOt  Les  Mondes.  Revue  heb- 
domadalre  des  sciences.  Paris  1863—1868,  18  Vol.  in  8.,  —  Louis  Pastoior 
(Döle  1822 ;  erst  Pröparateur,  jetzt  Direoteur  des  4tudes  an  der  £cole  normale 
sup^ieure  zu  Paris),  Annales  scientlftques  de  l'^cole  normale  sup^rieure.  Paris 
X864— 1868,  5  VoL  in  4.,  —  A.  J.  Quetolet»  Histoire  des  sciences  math^ 
matiques  et  physiques  chez  les  Beiges.  Bruxelles  1864—1866,  2  VoL  in  8.,  — 
Philipp  Carlt  Repertorium  für  physikalische  Technik.  München  1866—1868, 
4  Bde.  in  8.,  —  Hippolyte  fikmnet  (1800;  Repetitor  der  Mechanik  an  der 
£cole  centrale  des  arts-eUmanufactures  in  Paris),  Dictionnaire  des  mathdma- 
tiquea  appliqu4es.  Paris  1867  in  8.,  —  Balthasar  Boiieoin|iaglil  (Rom  1821; 
Privatgelehrter),  Bnlletlno  di  bibliografia  e  di  storla  delle  sdenze  matematiche 
e  fksiche.  Roma  1868  in  4.,  —  eto.^ 

II.  Die  arühnietiselien  Operationen. 

S«  TtAsgrift.  Kann  man  sich  von  zwei  gleichartigen  Grössen 
die  eine  durch  Wiederholung  der  andern  entstanden  denken,  so  heisst 
die  erstere  Tlelbelt  oder  GanKes»  je  nachdem  man  sich  die  letztere 
als  Elnbelt  oder  Tbell  denkt.  Hat  man,  um  die  Eine  zweier  Grössen 
zu  bilden,  eine  Einheit  oder  einen  Theil  gleich  oft,  öfter  oder  weniger 
oft  zu  wiederholen  als  zur  Bildung  der  Andern,  so  heisst  die  erstere 
yergleichungsweise  glelcb  (=),  grüster  (p^-)  oder  kleiner  (<r). 
Begleitet  man  die  Operation  des  Wiederholens  mit  Nennen  einer 
bestimmten  Folge  von  Namen,  so  heisst  diese  combinirte  Operation 
flSbleiif  und  der  letzte  Name:  Zahl,  wenn  man  sich  eine  Einheit, 
—  SESkler,  wenn  man  sich  einen  Theil,  —  Nenner,  wenn  man 
rieh  einen  Theil  bis  zum  Entstehen  des  Ganzen  wiederholt  denkt 
Zähler  und  Nenner  zusammen  bilden  einen  Braeh,  und  zwar  einen 
lebten,  nnSebten  oder  Sebelnbmeb,  je  nachdem  der  Zähler 
kleiner  ab  der  Nenner,  grösser  ab  der  Nenner,  oder  ein  Vielfaches 
des  Nenners  ist   Ab  Zahlzeichen  bedient  man  sich  bald  eigener 


22  -^  X^®  aiithmeÜMliai  Openttonen.  —  ^ 

Zeichen,  sog.  Zlfltern^  bald  der  gewöhnlichen  BnchBtaben,  je  nach- 
dem man  eine  bestimmte  oder  irgend  eine  Zahl  notiren  wilL 

Das  Qleichheitsseiclien  scheint  sich  inerst  im  iweiten  Theile  des   von 
Robert  Rccordc  (Wales  16..  —  London  1558;  erst  Lehrer  der  llathematik 
In  Oxford,  dann  Ant  in  London)  herausgegebenen,  und  vielfkeh  (noch  1628) 
aufgelegten  Werkes  »'^he  ground  of  arts,   ieaching  the  perfect  work  and 
practtee  of  arithmeticke.  London  1549—1557,  2  Vol.  in  4.**  au  finden;   die 
UngleichheitBzeichen  soUen  dagegen  suerst  bei  Hanrlot  (vergL  8)  vorkommen. 
—  Zur  Bei eiohnung  bestimmter  Zahlen  werden  Jetst  ausschliesslich  (vergL  IS) 
ZÜTem  gebraucht,  vrihrend  die  von  den  Griechen  und  andern  alten  Völkern 
ebenso   verwendeten  Buchstaben  jetzt  nur  noch,  nach   dem  Vorgange   von 
VIeta  (vergl.  8),  Anwendung  finden,  wenn  man  irgend  eine  Zahl  durch  ein 
Speichen  darsteUen  will.   8o  bezeichnen  7,  6,  9,...  immer  genau  dieselben 
Anaahlen  von  Einheiten,  während  a.  B.  b,  a,  x,...  in  verschiedenen  Rech- 
nungen gans  verschiedene  Werthe  haben  kOnnen;  nur  werden  gewöhnlich  die 
ersten  Buchstaben  des  Alphabets  aur  Bezeichnung  von  Bekannten  oder  Con- 
stanten, die  Letztem  zur  Bezeichnung  von  unbekannten  oder  Variabein  an- 
gewandt —  Die  Oriechen  unterschieden  Arttlmiettk  ('^«^^/njrunf,  Zahlen- 
lehre) und  Eiag^lstlk  {Aofuntani^  praktische  Rechenkunst),  w&hrend  wir  Jetzt 
unter  Arithmetik  Beides  verstehen.   Vleta  setzte  sodann  der  als  Ars  ■dnvr 
betrachteten  gemeinen  Arithmetik  oder  Aritfametlea  nvmervMi  (durch  die 
eben  besprochene  Einftthrung  der  Buchstaben  als  allgemeine  Zahlzeichen)  als 
Are  mkw^T  die  sog.  Buchstabenrechnung  oder  Artthaietlca  epccteee  (auch 
universalis)  gegenfiber ;  sp&ter  wurde  fttr  Letztere  h&ufig  der  ursprünglich  nur 
auf  die  Umgestaltung  der  Gleichungen  beztkgliche  Name  Alf^bm  (Al-jebr) 
gebraucht,  wohl  auch  Arlthmetiem  analytlca  oder  Analjrrie.  —  Fttr  reine 
Mathematik  fiberhaupt,  und  spedeU  fttr  Arithmetik,  können  neben  den  schon 
genannten  und  namentlich  noch  in  45  au  erwihnenden,  s.  B.  folgende  Schriften 
verglichen  werden:  „Rainer  CkoiBMi-Frlslae  (Dockum  in  Friesland  1508  bis 
Löwen  1555 ;  Professor  der  Medizin  zu  Löwen),  Arithmetic»  practictB  methodna 
facilis.  Antwerpen  1540  in  4.  (Auch  Viteb.  1548),  —  Adam  Rleee  (BtalTelstein 
bei  Bamberg  1489?  —  Annaberg  1559;  Rechenmeister  zu  Annaberg),  Reche- 
nnng  nach  der  Lenge,  auf  der  Linihen  und  Feder,  dazu  forteil  und  behendigkeit 
durch  die  Proportionos,  Practica  genennt   6t  Annenberg  1550  in  8.  (Auch 
sp&ter,  f.  B.  1595),  —  Pierre  de  la  Ram6e  oder  Rnmns  (Cuth  bei  Boiasona 
1515  —  Paris  1572 ;  Professor  der  Philosophie  in  Paris,  in  der  Bartholomftua- 
nacht  als  Hugenott  ermordet),  Scholarum  mathematicamm  libri  XXXI.  Beei- 
len 1569  in  4.,   —   Lndolpll  van  Colon  oder  Ceulen  (Hildesheim  1589  — 
Leyden  1610;  Professor  der  Mathematik  und  Kriegsbaukunst  in  Leyden;  vei|^ 
Notiee  sur  Ludolphe  van  Colen,  par  O.  A.  Vorsterman  van  O^on  in  Bon- 
oompagni*s  Bulletino,  Maggio  1868),  De  arithmetische  en  geometrische  fondi^ 
menten.  Leyden  1595  (Auch  1615;  lat  durch  WilL  Bnellina,  Lugd.  Bat  1616 
in  4.,  auch  AmateL  1617),  —  IT^nillam  Ooghtred  (Eaton  1574  ^  Albnry 
1660;  Pfarrer  In  Albury  in  Surrey),  Arithmetic»  in  nnmeris  et  speciebna  in- 
stitntiOi  qu»  tum  logistic»,  tum  analyticjs,  atque  toüus  mathematic«  davia 
est  Londini  1681  in  8.  (Die :  Londini  1648,  Oxoni«  1652,  etc.  unter  dem  Titel 
ClavlB  mathematica  erschienenen  Werke  sind  wahrscheinlich  neue  Ausgaben)| 
—  Caspar  8eh«ti  (Königshofen  bei  Wfinburg  1608  —  Wfinbuig  1666;  Jesuit^ 
Professor  der  Mathematik  sa  Palenno  nnd  Wfinbozg),  Cutbiis  matfaematieoa. 
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HerbIpoU  1661  in  fol.  (Auch  Frankfart  1674,  Bamberg  1677),  —  John  Wallis, 
Treatise  of  Algebra  both  hiBtorical  and  practica!.  London  1685  in  foL,  —  Jacq. 
OsaiMUDf  Conre  de  mathömatiquee.  Paris  1698,  7  Vol.  in  8.,  —  Jacq.  Osuiain» 
Recrdations  mathtoatiques.  Paris  1694,  2  Vol.  in  8.  (Nouv.  6dit  1724,  4  Vol.; 
femer  1786,  —  umgearbeitet  durch  Montuola  1778,  —  engl,  durch  Ch.  Hutton, 
London  1808),   —  Leonh.  Enlert  Einleitung  aur  Rechenkunst  Petersburg 
1788—1740,  2  Bde.  in  8.,  ~-  Thomas  Simpson  (Market-Bosworth  1710  — 
Market-Bosworth  1761;  erst  Weber  und  Schuhneister  in  Derby,  auletit  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Militirschule  zu  Woolwich),  A  Treatise  of 
Algebra.  London  1746  in  8.,  —  Wenseslaus  Johann  Gustav  Karsten  (Neu- 
Brandenburg  1732  —  Halle  1787;  erst  Professor  der  Logik  ^au  Rostock,  dann 
der  Mathematik  und  Physik  zu  Halle;  Orossoheim  des  in  4  Erwähnten),  Ma- 
theeia  theoretica  elementaris  atque  sublimior.  Rostochü  1760  in  8.,  —  Etienne 
Besnnt  (Nemour  1730  —  Oatinois  1788;  Examinator  und  Academiker  in 
Paria;  vergL  Eloge  in  M4m.  de  Par.  1783),  Conrs  de  mathteatiques.   Paris 
1770,  4  Vol.  fai  8.  (2  öd.  1800),  —  Leonh.  BnleFf  Vollständige  Anleitung  zu|r 
Algebra.  Petersburg  1771,  2  Bde.  in  8.  (hoU&nd.,  Amsterdam  1773;  firanz.  mit 
Anmerkungen  von  Lagrange,  Lyon  1794;  en^.  durch  Francis  Homer,  London 
1828),  —  Georg  von  Vegn  (Sagoritza  1756  —  Wien  1802;  Artillerieoberst 
und  Professor  der  Mathematik  in  Wien),  Vorlesungen  ttber  die  Mathematik. 
Wien  1782—1800,  4  Bde.  in  8.  (Spätere  AufL  von  W.  Matzka),  —  Joh.  Georg 
Prtndel  (Mflnchen  1769  —  Mttnohen  1816;  Professor  der  Mathematik  und 
Physik  zu  Mflnchen),  Algebra  nebst  ihrer  litter&rischen  Geschichte.  Mflnchen 
1796  in  8.,  —  Sylvestre-Frangois  Lnerolz  (Paris  1765  —  Paris  1848;  Professor 
der  Mathematik  imd  Bfitglied  der  Academie  in  Paris),  Elteents  d'alg^bre. 
Paris  1799  in  8.  (17  6d.  1842),  —  Bimon-Antofaie-Jean  Lhulller  (Genf  1750 
—  Genf  1840;  erst  Informator  zu  Warschau,  dann  Privatgelehrter  au  Tflbingen, 
zuletzt  Professor  der  Mathematik  zu  Genf;  vergl.  Bd.  1  meiner  Biographieen), 
Anleitung  zur  Elementar-Algebra.  Tflbingen  1799—1801,  2  Bde.  in  8.,  --  Bern- 
hard Friedrich  Thlbnnt  (Harburg  1775  —  Göttingen  1832;  Professor  der 
Mathematik  in  GSttingen),  Grundriss  der  reinen  Mathematik.  Gdttingen  1801 
In  8.  (5.  A.  1831) ,  —  Sim.  LhnlUer  t  Eldmens  raisonn^s  d'alg^bre.  Geaöve 
1804,  2  VoL  in  8.,  —  Meyer  Hirsch  (Friesack  in  Mittehnark  1765  —  Berlin 
1851;  Privatiehrer  der  Mathematik  in  Berlin),  Sammlung  von  Aufjgaben  aus  der 
Buchstabenrechnung.  Berlin  1804  in  8.  (8.  A.  1853),  —  Louls-Be^jamin  Fran« 
emaw  (Paris  1778  —  Paris  1849;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der 
Academie  in  Paris),  Oours  complet  de  mathteatiquee  pures.  Paris  1809,  2  VoL 
in  8.  (4  6d.  1887;  deutoch  von  Kfllp,  Bern  1842—1846),  —  A.  L.  Cnncli^* 
Coun  d'analyse,  Paris  1821  in  8.,  —  Louis-Etienne  LefAnre  de  Fourcy 
(Paris  1785;  Professor  der  Mathematik  in  Paris),  Le^ons  d'algöbre.  Paria  1826 
In  8.  (5  4d.  1844),  —  Joseph  Johann  von  Littrow  (Bischof-Teiniti  in  Böh- 
men 1781  —  Wien  1840;  erst  Professor  der  Astronomie  zu  Krakau  und  Easan, 
dann  Co-Direetor  der  Sternwarte  zu  Ofen,  zuletzt  Professor  der  Astronomie 
und  Direotor  der  Sternwarte  zu  Wien;  vergL  setaie,  von  seinem  Sohne  und 
Nachfolger  Karl  Ludwig,  geboren  an  Kasan  1811,  herausgegebenen  und  mit 
einer  Biographie  versehenen:  Vermischten  Schriften,  Stuttgart  1846,  8  Bde.  In 
8.),  Elemente  der  Algebra  und  Geometrie.  Wien  1827  in  8.,  —  A.  v.  Eltfngs« 
knnsent  Vorlesungen  Aber  die  höhere  Mathematik.  Wien  1827,  2  Bde.  in  8., 
^  Ferdinand  Rudolf  Bassler  (Aarau  1770  —  Boston  1848;  Professor  der 
Mathematik  sa  West-Point  und  Superintendent  der  amerikanischen  Kflaten-r 
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venneBBiiiig ;  vergL  Bd.  2  meiner  BiograpUeen),  Elemenfe  of  Arithmetto  theore- 
tical  and  practical.  New-York  1827  in  8.  (Stereot.;   deutsch  Aaran  1834),  — 
KaUiias  Maycr-Dalmbert  (1786 — 1848;  Chef  ebier  Yorbereitangsschnle  auf 
die  £cole  polytechniqne)  et  Choqoet»  Traitö  ^ömentaire  d'algöbre.   Paris 
1832  in  8.  (6  4d.  1849),  —  J.  J.  v.  Uttrow»  Anleitung  cur  hohem  Mathe* 
matik.  Wien  1886  in  8.,  —  Eduard  Heis  (Cöln  1806;  Professor  der  Mathe- 
maiik,  Physik  und  Astronomie  in  Cöln,  Aachen  und  Mttnster),  Sammlung  von 
Beispielen  und  Aufgaben  aus  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.   Köln 
1837  in  8.  (20.  A.  1868),  —  J.  J.  v.  Uttrow»  Kurse  Anleitung  sur  gesammten 
Mathematik.  Wien  1838  in  12.,  ~  Johann  Heinrich  Traugott  Müller  (Soran 
in  der  Niederlausits  1797 ;  erst  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  su  Naum- 
burg, dann  Director  der  Realgymnasien  su  Gotha  und  Wiesbaden),  Lehrbuch 
der  Mathematik.  Halle  1838—1844,  2  Bde.  in  8.,  —  Fr.  X.  PoUak»  Professor 
der  Mathematik  und  Katurgeschichte  zu  Dilingen:   Sammlung  mathematischer 
Aufgaben.  Augsburg  1840—1847,  3  Bde.  in  8.,  —  Joh.  Karl  TobUeh  (Meserita 
in  Böhmen  1798  —  Breslau  1856;   Professor  der  Mathematik  au  Breslau), 
Beitr&ge  aur  Vergleichung  der  Algebra  im  16.  Jahrhundert  mit  der  in  unaem 
Tagen.  Breslau  1846  in  4.,  —  August  Cliristlan  Wilhelm  Hermann  Seheffler 
(Braunsehwelg  1820 ;  frtther  braunschw.  Bauconducteur,  jetst  Baurath),  Ueber 
das  Verhältniss  der  Arithmetik  sur  Geometrie,  insbesondere  über  die  geo-> 
metrische  Bedeutung  der  imaginftren  Zahlen.   Braunschweig  1846  in  8.,  — 
F.  E.  Feller  und  Carl  Gustav  Odermaim»  Director  der  Handelslehranatali 
lu  Leipsig:   Das  Ganze  der  kaulinftnnischen  Arithmetik.  Leipzig  1851  in  8. 
(10.  A.  1866),  —  David  Glffhern»  Lehrer  der  Mathematik  an  Braunschwelg: 
Sammlung  derjenigen  elementar  mathematischen  Aufjgaben,  welche  auf  den 
preussischen  Gymnasien  in  den  letzten  Jahren  als  Maturit&tsanfgaben  den 
Abiturienten  gestellt  sind.  Braunschweig  1862  in  8^,  —  H.  B.  Lfibaes»  Lehr- 
buch der  Analysis.  Leipzig  1863  in  8.  (4.  A.  1868),  —  M.  Caotor»  Elementar- 
Arithmetik.  Heidelberg  1855  in  8.,  —  Johannes  Orelll  (Mettmenstetten  1822; 
Professor  der  Mathematik  am  Schweizerischen  Polytechnikum),  Algebra.  Zfirieh 
1856  in  8.,  —  CharL  Stnrnit  Conrs  d'analyse.  Paris  1857—1859,  2  Vol.  In  a 
(8  ^d.  1868),  —  Jacques  Bablnct  (Lusignan  1794;  Professor  der  Physik  und 
Mitglied  der  Academie  zu  Paris)  et  Houeelf  Calculs  praüques  appliqu^  aux 
Sciences  d'observation.  Paris  1857  in  8.,  —  Richard  Baltsert  Professor  der 
Mathematik  zu  Dresden:  Die  Elemente  der  Mathematik.  Leipzig  1860 — 1862, 
2  Bde.  in  8.  (2.  A.  1865—1867;  ital.  durch  Cremona,  Genua  1868),  —  Morita 
Stern  (Frankfiirt  1807;  Professor  der  Mathematik  zu  Göttingen),  Lehrbuch 
der  algebraischen  Analysis.  Leipzig  1860  in  8.,  —  J.  L.  A.  liee^inte»  Solu- 
tions d^velopp4es  de  300  probl^mes  proposte  pour  Padmission  au  grade  de 
Bachelier.  Paris  1865  in  8.,  —  etc.» 

6«  Addition  OBd  Snbtraetioil.  Eine  Zahl,  welche  entsteht,  indem 
man  zu  einer  Zahl  so  Einheiten  zählt,  wie  die  Einheit  gezählt 
werden  mnsBte,  nm  eine  andere  Zahl  zu  bilden,  heiast  SomiBe 
dieser  Zahlen,  ihrer  Smunanden  (Posten)  oder  Glieder 9  —  die 
Operation  des  Sommirens  Addition»  Wenn  man  dagegen  Einheiten 
abzählt  (rückwärts  zählt),  so  nennt  man  die  Operation  Sabtraefloiif 
ihr  Resultat  DUTerens  (Rest),  —  die  Zahl,  von  der  man  abzählt, 
Bflnoend,  —  diejenige,  welche  man  abzählt,  Sobtrahend«  —  Sind 
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Bwei  Operationen,  wie  Addition  nnd  Sabtraction,  ßo  beschaffen,  dass 
es  gleichgültig  ist,  ob  man  beide  von  ihnen  in  gleichem  Maasae, 
oder  keine  von  ihnen  vornimmt,  so  heiasen  aie  Im  GegenMBtze 
stehend,  imd  es  kann  dieser  Gegensatz  auch  auf  die  Grössen  über- 
getragen werden,  mit  denen  sie  vorzunehmen  sind:  So  gehen  aus 
additiven  und  subtractiven  Zahlen  die  positiven  und  negativen 
Zahlen  oder  die  Zahlen  mit  Vorzeichen  hervor,  und  Summe  und 
Differenz  vereinigen  sich  zur  Summe  mit  Rücksicht  auf  das  Vor- 
zeichen oder  zur  sog.  aigebralscben  Sarnme.  Für  Addition 
und  positive  Zahl  hat  man  das  gemeinschaftliche  Zeichen  (-f*),  für 
Sabtraction  und  negative  Zahl  ( — )  gewählt,  und  es  erklärt  sich 
hieraus  leicht  die  Bedeutung  von  a-|-b  =  c,  oder  c  —  as=b,  — 
von  a-f-(b  —  c)  —  (d  —  e)5=a  +  b  —  c  —  d  +  e,  —  etc. 

Aus  den  Einheiten  von  8  ^  1  -f- 1  -{- 1  folgt  dnrob  Buccessives 

ZaUkhlen  SU  5 6      7      Ssö-j-S 

AbEihlen  von  6 4      3      2=35  —  3 

Da  femer         6  +  8  =  1  +  14-1  +  1  +  1  + 1  +  1  +  1 

6  8 

=  Lti±3  +  i±i±i±i±i=.8+5 

3  6 

und  entsprechend  immer 

a+b:=b  +  a 

00  ist  die  ChrOsse  einer  Snmme  von  der  Anordnung  der  Summanden  unab- 
hlagig.  —  Nach  Ganior  nnd  Baltaer  wurden  in  Italien  und  Frankreich  nach 
dem  Vorgange  von  Pacloli  (vergl.  2)  Addition  und  SubtracÜon  frtOier  durch 
p  (piu  oder  plue)  und  m  (meno  oder  minus)  angedeutet,  —  in  Deutschland 
dagegen  (wofür  sich  Letaterer  auf  „M.  W.  Drobisch,  De  Widmanni  compendio 
arithmeüca  mercatorum  A.  1489  edito.  Lipsin  1840^  beruft)  spätestens  nach 
der  Mitte  des  16.  Jahrhunderte  (also  etwa  zu  derselben  Zeit,  wo  sie  nach  Libri 
auch  in  den  Schriften  von  Leonardo  da  Vinci  erscheinen  soUen),  und  jedenfalls 
allersp&testens  durch  Rudolff  mit  den  Zeichen  +  und  -— ,  die  vielleicht  aber 
nur  Deformationen  jener  Buchstaben  p  und  m  sein  möchten.  Wie  langsam  sich 
Jedoch  der  Gebrauch  dieser  Zeichen  verbreitete,  geht  a.  B.  daraus  hervor,  dass 
noch  Rudolf  von  Cbraffenried  (Burgdorf  1684  —  Dalmatien  1848;  Landvogt  in 
Unterseen;  vergl.  Bd.  1  meiner  Biographieen)  in  seiner  „Arithmetica  logistica.  Bern 
1619  in  4^  als  Subtractionsseichen  nicht  -— ,  sondern  -r-  brauchte,  auch  das 
Oleicbheitsseichen  noch  nicht  kannte.  —  Das  Einschliessen  von  mehrtheiligen 
Grössen  (sog.  Binomen,  Trinomen  oder  Polynomen)  in  Klammem,  um  dadurch 
•asuzeigen,  dass  man  sie  wenigstens  momentan  als  eintheüige  betrachten  solle, 
wurde  nach  Cantor  auerst  von  Albert  GIrard  (16 — 1683,  ein  als  Stevin's 
Sohfller  betrachteter  flamindischer  Mathematiker)  in  der  Schrift  „Ihvention  nou- 
velle  dans  Palg^bre  tant  pour  la  Solution  des  ^quations  que  pour  recoignoistre 
le  nombre  des  solutlons  qu'elles  re^ivent  aveo  plnsieurs  choses  qui  sont 
nteeaaairea  k  la  perfection  de  cette  divine  science.  Amsterdam  1629^  practfcirt 

V.  IllttpUeation  und  Divitioil.  Eine  Zahl,  welche  entsteht,  indem 
man  eine  Zahl,  den  Bog.  IHaltlplIcand)  bo  als  Summand  setzt,  wie 
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eine  andere  Zahl,  der  llfiiUlplIeatory  ans  der  Einheit  entstanden  ist, 
nennt  man  Prodnel  dieser  beiden  Zahlen  oder  FaetoreOf  —  die 
Operation  llfalliplleatloii)  nnd  ihren  Gegensatz  Division,  —  den 
Gegensatz  eines  Factors  Divteor  oder  Reelproke}  die  Operations- 
zeichen sind  (X  oder .)  und  (:  oder  auch  ein  sog.  Bruchstrich),  so  dass 

c  1 

aXbs=sa.b  =  c  und  c:a  =  —  =  b  sich  entsprechen,  und  —  .a=l 

a  a 

ist  Die  Zahl,  welche  zählt,  wie  oft  man  einen  Divisor  von  einer 
Zahl,  dem  Dividend,  abzählen  kann,  heisst  Quotient,  —  ein  all- 
fälliger  Ueberschuss  der  Division  Rest,  so  dass,  wenn  a .  b  +  c  =  d 

und  c  <<:  b,  a  der  Quotient  und  <^  ="  I-Trl  ^^^  ^^^  der  Division 

von  d  durch  b  ist  Bezeichnet  man  unendlich  klein  und  gross  mit  0 
und  oo,  so  ist  1 : 0  »=  oo  und  1 :  oo  s=  0,  dagegen  0 : 0  unbestinunt, 
wenn  auch  (62)  zuweilen  bestimmbar.  Ein  Product  aus  zwei  (a.a^sa^, 
drei  (a.a.a^a*),  etc.  gleichen  Factoren  heisst  Quadrat,  CnlNis, 
etc.  Lässt  ein  Divisor  keinen  Rest,  so  heisst  er  Theller,  —  eine 
Zahl,  welche  keinen  Theiler  hat,  Primzahl,  während  zwei  Zahlen, 
die  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzen,  Primzablen  unter 

sieh,  —  zwei  Zahlen  a  und  ß  aber,  für  welche  1  —  1  =  1  -^  L  eon« 

cruent  In  Beziehung  auf  den  üfodulus  y  {a^ß{y)  nach  Gbiuss) 
genannt  werden.  —  Haben  die  Factoren  Vorzeichen,  so  hat  das 
Product  mit  dem  Multiplicand  gleiches  oder  verschiedenes  Zeichen, 
je  nachdem  der  Multiplicator  positiv  (durch  Wiederholung  der  'Einr 
heit  entstanden)  oder  negativ  (durch  Wiederholung  des  Gegensatzes 
der  Einheit  entstanden)  ist,  d«  h.:  Gleiche  Zeichen  geben  ein  posi- 
tives, ungleiche  ein  negatives  Product 

Nach  der  gegebenen  Definition  des  Prodnctes  folgt  i.  B.  aus 
6=Bl  +  l-f l  +  l-fl    sofort    7x6  =  7  +  7  +  74-7  +  7  =  86 
Da  ferner 

89  —  9  —  9  —  0  —  9  =  3    oder    89  —  9x4  =  3    oder    89  =  9X4  +  8 
so  gibt  die  Division  von  39  durch  9  den  Quotienten  4  und  liest  den  Rest  8; 
es  ist  somit        ^^  ^ 

4  •/•        nnd 


9  ^  9 


Analog  findet  man 


und 


9  '    9 

also  ist  auch  89  =  31  (9).  —  In  dem  Schema 

a       a       a  a 

a       a       a  a 

a       a       a  a 


3 


8 


b 
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ist  jede  Horisontalreilie  axb,  also,  da  c  solcher  Horisoiitalrelhen  sind,  das 
Oanse  (aXb)xc;  anderseits  aber  ist  jede  VerÜcalreihe  axc,  also,  da  b 
solcher  Verticalreihen  sind,  das  Qanie  auch  (axc)xb,  also  muss 

(aXb)xc=s(aXc)xb  und  fOr  a=l  bXCscXb 

sein.  Letstere  Oleiobheit  sagt  ans,  dass  Mnltiplicator  und  Mnltlplicand  ver- 
wechselt werden  dflrfen,  —  und  da  in  obigem  Schema  die  Grösse  a  offenbar 
b X c  mal  erscheint,  also  der  Werth  des  Ganaen  auch  ax(bxc)=3(bxc) 
Xa  ist,  so  besteht  überdiess  auch  die  Doppelgleichheit 

(axb)xc  =  (axc)xb  =  (bxc)xa 
welche  aussagt,  dass  ein  Prodnct  aus  drei  Factoren  erhalten  werde,  wenn 
man  das  Product  Irgend  zweier  derselben  mit  dem  dritten  multlplicire,  —  etc. 
—  Da  ±b=±l±l±l±...±l,  so  ist  bei  MultipUoation  mit  -fb  die 
an  mulüpllcirende  Grösse  selbst,  bei  Multiplication  mit  —  b  aber  ihr  Gegen- 
sata  an  wiederholen,  also  ist 
(4:a)x(+b)=3±a±a±...±a=s±c  oder  (+)x(+)=+,  (-)X(+)=:- 

C±a)x(-b)=4:aTaT-Tft=To  (+)><(-)=:»-,  (-)X(-)=+ 

oder  es  besteht  die  erwähnte  Zeichenregel.  —  Das  Multiplieationsaeichen  (X) 

kömmt  ausnahmsweise  schon  bei  Rudolff  vor  (vergl.  13),  aber  in  regel- 
massigen Gebrauch  scheint  es  erst  um  1631  durch  Oug^htred  (vergl.  6)  ge- 
kommen zu  sein.  Die  Zeichen  (.  und  :)  wurden  nach  Baltzer  in  ihrer  jetzigen 
Bedeutung  kaum  vor  Leibnlts  tblich,  w&hrend  dagegen  der  Bruchstrich 
muthmasslich  gleichseitig  mit  den  indischen  Zahlzeichen  eingeführt  wurde,  und 
jedenfalls  schon  bei  flbonaeel  (vergl.  2}  vorkömmt  In  der  von  Job.  Heinrich 
Halm  (Zürich  1622  —  ZOrich  1676;  Landvogt  in  Eyburg,  Zeugherr  und 
Beekelmeister  von  Zürich;  vergL  Bd.  4  meiner  Biographieen)  bearbeiteten 
„Teutsehen  Algebra.  Zürich  16Ö0  in  4.  (Engl,  durch  Th.  Branker,  London  1668 
in  4)"  erscheinen  für  Multipliciren  und  Dividiren  noch  die  Zeichen  (•)(•  und  -i-). 
In  diesem  überhaupt  merkwürdigen  Werke  (für  dessen,  firüher  falsch  dar^ 
gestellte,  Geschichte  ich  auf  erwähnten  Bd.  4  verweise)  findet  sich  auch  die 
erste  etwas  ausgedehnte,  nimlioh  eine  bis  24000  gehende  (in  der  engL  A.  bis 
100000  fortgesetste)  Factorentafel.  Jetzt  besitzt  man  allerdings  durch  Joh.  Karl 
Bnrelduurdt  (Leipzig  1778  -^  Paris  1826;  Nachfolger  von  Lalande  in  Direcüon 
der  Sternwarte  auf  der  £coIe  militaire  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris) 
^Tables  des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  du  1,  2,  8  Million.  Paris  1814 
bis  1817  in  4.^;  femer  von  Joh.  Martin  Zaoharias  Due  (Hamburg  1824  ~ 
Hamburg  1861;  Sehnellreehner)  ,^aotoren-Tafeln  für  alle  Zahlen  der  7,  8,  9 
Million.  Hamburg  1862—1866  in  4<',  —  und  die  Factoren  der  4,  6,  6  Million 
finden  sich  wenigstens,  wie  Ganss  im  Vorwort  zu  Dase  mittheilt,  in  einem  von, 
CwMb  der  Berliner« Aeadem  ie  zur  Aufbewahrung  übergebenen  Manuscripte. 

S«  TüiüliiedeBe  betreffeide  Regeln.  Eine  Summe  wird  multipli- 

cirt,  indem  man  jedes  Glied  multiplicirt;  so  z.  B.  ist 

(a  +  b)X(a  — b)  =  a«  — b»      (a+b)«=a2±2ab  +  b»      1 

a^  -(-  b  =  (a  +  x)*  wenn  angenähert  x  =  -^      % 

Werden  zwei  Factoren  nnd  ihr  Product,  oder  Dividend  und  Divisor, 
nach  derselben  Regel  (z.  B.  lexicographisch)  geordnet,  so  ist  das 
erste  Glied  des  Productes  oder  Quotienten  gleich  dem  Producte  oder 
Quotienten  der  ersten  Glieder  der  Factoren  oder  des  Dividends  und 
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Divisor'B.  —  lEin  Prodnct  wird  moltiplicirty  Indem  man  Einen  Factor 
mnltipliciri  Ein  Brach  (Quotient)  bleibt  nnverändert,  wenn  man 
Zähler  und  Nenner  mit  derselben  Zahl  multiplicirt  oder  erwelterty 
—  wird  dagegen  multiplicirt,  indem  man  den  Zähler  multiplicirt 
oder  den  Nenner  dividirt.  —  Die  kleinste  Zahl,  in  welcher  sämmt- 
liehe  Nenner  mehrerer  Brüche  als  Factoren  enthalten  sind,  nennt 
man  kleinsten  semeiiuicbaniiehen  Nenner« 

Hat  man  nach  der  im  Texte  gegebenen,  für  sich  klaren  Regel  das  erste 

Glied  des  Quotienten  gefunden,  so  sieht  man  sein  Prodnct  mit  dem  Divisor 

von  dem  Dividend  ab,  encht  aus  dem  Reste  in  gleicher  Weise  das  sweite 

Glied  des  Quotienten,  etc.   So  findet  man  i.  B.  dass 

7aab  ~  ( %abb  —  4bb  —  16aaa)  +  Sab  __  82a»  +  14an)  +  16ab  —  ab«  +  »b« 

8aa  +  4b  —  y.ab  ""  16a«  —  ab  +  8b 

asSa+b 
Entsprechend  findet  man 

»  *       b    ,    b«        b»    ,  ,  /     ^,      b«    ,  -     ^,  ,,        b»+l         ^ 

a  +  b  a    '    a«        a»    '         ^^      '      a»    '  ^      '        a»  (a-f-b) 

wo  dem  (n-f-l)*^  GUede  des  Quotienten  sur  notfawendigen  Erginsnng  ein  ans 
Rast  nnd  Divisor  gebildeter  Bruch  beigeftkgt  wurde;  hätten  wir  diess  ver- 
gessen, so  würden  wir  daraus  für  a  ^  1  aa  b 

-i-ssl  — 1  +  1 -1-f  1  —  1  +  ....  =  0  +  0  +  0  +  .... 

nnd  dadurch  mit  Guido  Grandl  (Gremona  1671  —  Pisa  1742;  Professor  der 
Mathematik  sn  Pisa)  eine  Bchein-ErUimng  dafttr  gefunden  haben ,  wie  Gott 
die  Welt  ans  Nichts  erschaffen  konnte.  —  Da  femer 

T^®='¥"^T'^"*^'b'*  b  —T" 

so  wird  ein  Bruch  multiplicirt,  indem  man  den  Zlhler  multiplicirt ,  -*  etn 
Prodnct  dividirt,  Indem  man  Einen  Factor  dividirt  —  Ans 

assb.q       folgen       acssbcq       a:o=3(b:e)q 
Es  sind  somit  als  Werthe  von  q 

a       sc      a!C 
"b       bc      b :  c 
oder  es  wird  der  Werth  eines  Bruches  nicht  verludert,  wenn  man  Zlhler  und 
Nenner  mit  derselben  Zahl  multiplicirt  (erweitert)  oder  dividirt  (abkflrst).  — 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist  a:bd  eine  Zahl,  welche  d  mal  gesetst  a:b 
ergibt,  also  ist 

T^'d      bd"^  bd^'  "^  bd^TT 

oder  es  wird  ein  Bruch  mit  einem  Bmche  multiplicirt,  indem  man  Zlhler  mit 
Zlhler  nnd  Nenner  mit  Nenner  mnltlplicirt  Hieraus  folgt  hinwieder 

c        d      _cd_      _cd^ 

"d^T™  de  ™  cd 

d.  h.  es  stehen  c :  d  nnd  d :  e  als  Factoren  im  Gegensatse,  oder  es  entspricht 

dem  Factor  o :  d  der  Divisor  oder  die  Redproke  d :  o  nnd  umgekehrt  Es  Ist 

daher 

— .  *      ^s^A     — 
"b*?"      b       c       bc 

oder  es  wird  ein  Bruch  dnrch  einen  Bruch  dlvidirty  Indem  man  flm  mit 
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umgest&nten  Bruche  (d.  h.  seinen  Zähler  mit  dem  Nenner  und  seinen  Nenner 
mit  dem  Zähler)  multiplicirt.  —  Um  lu  einer  Reihe  von  Brttchen,  s.  B.  su 

}_  ±  ±  ±  ±  ± 

6  4  12  9  10  8 

wir  wollen  annehmen  hehuffs  ihrer  Addition,  den  kleinsten  gemeinschaftlichen 
Nenner  g  im  finden ,  «erlegt  man  ihre  Nenner  n  in  die  Prlm£actoren  p,  nimmt 
von  dem  ersten  alle,  von  jedem  folgenden  nur  die  neuen  Factoren,  und  multi- 
plicirt sie,  — -  wie  diess  heifolgendes  Schema  aeigt: 


z 

n 

P 

e 

«' 

1 

6 

•.s 

60 

60 

3 

4 

2.« 

90 

270 

6 

12 

2.2.3 

80 

160 

4 

9 

3.S 

40 

160 

7 

10 

2  .S 

36 

262 

8 

8 

2.2.« 

46 

136 

gs2«.d*.6=3  360  : 

1027 

2 

307 

ESrweitert  man  sodann  jeden  Bruch  mit  dem  Producte  e  der  seinem  Nenner 
fehlenden  Factoren,  und  addirt  die  so  erhaltenen  neuen  Zähler  s',  so  erhält 
man  als  Summe  aller  Brfiche 

360   ""        ^**^ 
Da  nach  dem  Vorhergehenden 

a       a— c      a(h  —  e)      (a  —  c)  b      c  (h  —  a) 
b       b  — c™b(b--c)      (b  — c)b™b(b  — c) 
BO  wird  ein  Bmch,  wenn  man  seinen  Zähler  und  Nenner  um  gleich  viel  ver- 
minderty  selbst  kleiner  oder  grösser,  je  nachdem  er  acht  oder  unächt  ist  •—  Da 

m  j^  n  ^^m*-|-n*      2mn-^(m  —  n)* ^  ,  (m  —  n)' 

n        m  ~"     mn  mn  ""  mn 

so  ist  die  Summe  einer  Zahl  und  ihrer  Redproken  immer  grösser  als  Zwei.  — 
BoU  man  eine  Zahl  suchen,  deren  Quadrat  mit  einer  gegebenen  Zahl  ttberein- 
atinmit,  d.  h.  eine  sog.  ^aadratwarael  ausaiehen,  so  lässt  sich  nach  2  (unter 
Voraussetsung  vorläufiger  Kenntniss  der  in  12  eingeführten  Decimalbrttche) 
eine  dafttr  gemachte  Annahme  leicht  nach  und  nach  verbessern.  Ist  i.  B. 


a«+b 


17 
16 

1 
0,81 

0,19 
0,1644 

0,0266 
0,024729 


so  hat  man  fOr  a     ss  4 

folglich  z    sab    :2a    =sO,l      und  a'   =4,1 


X'  zsh'  :2a'  =0,02 
x"  =  b"  :2a"  =  0,003 


jt 


4,12 


a'''=  4,128 


b 

2ax+x«      .    . 

b' 

2a'x'  +  x«     . 

b'' 

2a"  n"  +  X"«  .       

b'"      ....         0,000871        etc. 

Ist  eine  Grösse,  wie  i.  B.  diese  Quadratwursel  von  17,  weder  durch  die 

Einheit  noch  durch  ihre  Unterabtheilungen  genau  ausdrfickbar,  so  heisst  sie 

lae^auBenavrabcl  (irrational,  surdisch);  da  sie  aber  Immer  mit  jeder  be* 

liebigen  Annäherung  durch  eine  commensurable  Zahl  ersetst  werden  kann,  so 

darf  man  von  der  besondem  Behandlung  incommensurabler  Grössen  gana  gut 

Umgang  nehmen.  —  Ist 
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msa.lOO-f-^  ns/^.lOO-f-^  a/  =  a.lOO  +  £ 

80  bat  mAn  offenbar 

am=:(aa  +  a)100-|-£  an  si  (a/7  +  d)  100  + 1 

d.  h.  die  Gleich  vielfachen  aweier  Decimalaahlen  (vergl.  12),  deren  zwei  letate 
Stellen  ttbereinatlmmen ,  stimmen  in  diesen  beiden  Stellen  ebenfalls  noch  mit 
einander  Ikberein,  —  oder  nach  der  Ausdrucks  weise  in  7:  Wenn 

m = n  (100)  so  ist  auch  am  =  an  (100)  4 

Diese  Eigenschaft  hat  (Trelle  bei  Anlage  seiner  „Rechentafeln,  welche  alles 
Multipliciren  und  Dividiren  mit  Zahlen  unter  Tausend  gana  ersparen,  bei 
grossem  Zahlen  aber  die  Rechnung  erleichtem  und  sicherer  machen.  Berlin 
1820,  2  Vol.  in  8.  (2.  Stereotypausgabe  von  Bremiker  1864  in  foL)^,  welche 
namentlich  in  Fftllen,  wo  ganae  Zahlenreihen  mit  derselben  Zahl  au  mnlti- 
pUcIren  sind,  eine  ausserordentliche  Zeiterspamiss  gewähren,  —  in  sehr  ge- 
Bchickter  Weise  benutst  —  Wenn  femer 

a  =  my  +  '  ^  =  ny-t-r  Jsspy-j-s  «saqy-j-» 

so  bat  man  offenbar  auch 

o4-^=(™  +  P)r  +  '  +  «  a.  J=:(mpy  +  °^  +  P')y  +  '' 

ß-{-ass(ji  4-q)y-}-'  +  8  ^.«  =  (nq/4-  M+qOr  +  » 

ond  es  bestehen  somit  die  Lehrsfttse:  Wenn 

a^ß(f)      ^=<(^)      80  ist  auch      a-f'^=/^+<(/)      a.d  =  ß.t(y)       S 
folglich  auch 

pa=p/?(y)  a^=ß^(f)  • 

Es  sind  diese  in  18  lur  Verwendung  kommenden  Sfttae,  in  deren  einem  4  als 
spedeller  Fall  enthalten  ist,  einige  kleine  Proben  aus  den  ersten  Elementen 
der  sog.  ZaMcnlelire  #  fOr  welche  auf  „E^c^endre»  Essai  Bur  la  thtoie 
des  nombrea.  Paris  1798  in  4.  (3  6d.  1880,  2  Vol.),  —  CUiais»  Disquisitlonea 
arithmeücn.  Lipsin  1801  in  8.  (Frans,  von  Poulet-Delisle ,  Paris  1807  in  4.), 
—  Jmc^bl»  Canon  arithmeticus,  Berolini  1839  in  4.,  —  H.  SehwarSt  Profeasor 
der  Mathematik  in  Halle,  Elemente  der  Zahlentheorie.  Halle  1865  in  8.,  — 
etc.*',  und  gans  besonders  auch  auf  das  von  Julius  Wilhelm  Riehard  Hede» 
Und  (Braunschweig  1831;  Professor  der  Mathematik  erst  am  Schwelaerischen 
Polytechnikum,  jetst  in  Braunschweig)  aus  dem  Nachlasse  seines  Lehrer« 
heranagegebeae  Werk  „L^eune-Diiiclilett  Vorlesungen  Aber  Zahlentheorie. 
Braunschweig  1868  in  8.^  au  verweisen  ist 

9«   Kle?ation  Ud  Eztraetioil.    Setzt  man  eine  Zahl,   die  sog. 

Basti 9  80  ala  Factor  zur  Einheit,  wie  eine  andere  Zahl,  der  Kx« 

ponenty   ans  dieser  Einheit  entstanden  ist,   so   erhält   man  eine 

Potem  der  erstem  Zahl,  oder  hat  eine  Eievatloii  vollzogen,  den 

G^ensatz  einer  Exlraelloii«    Bezeichnen  a,  b,  c  der  Reüie  nach 

Basis,  Exponent  und  Potenz,  so  schreibt  man 

1       b 


a*  s=c 


oder        aa=c*  =1^ 


wo  das  die  Eztraction  andeutende  Zeichen  y^  (mit  Index  b:b%  ohne 
Index:  zweite)  Worxel  genannt  wird,  und  es  ist  nach  Definition 

Ä«  =  l        a-  =  l:a-        a—«  (JD"  =  Vir^ 
Gerade  Potenzen  sind  positiv,  —  ungerade  haben  das  Zeichen  der 
Basis.  Eine  gerade  Wurzel  aus  einer  negativen  Zahl  kann  daher 
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niclit  auf  die  gewöhnliche  Einheit  reducirt  werden,  sondern  erfordert 
die  neue  Einheit  i  =  V — 1,  so  dass 

14»— ^1  i4«+l  =  -|-i  i4»+2== 1  i4ii+8--: { 

und  a+bi  eine  nnmögliche,  sog.  Komplexe  Zahl  ist  Aas  a+b.i 

=  c  +  d.i  folgt  a — c  =  (d  —  b)i,  was  nur  für  a  =  c  und  b  =  d 

möglich  ist 

Die  firtLher  allgemein  und  jetzt  noch  vielfach  gebrauchte  Definition  ^Potene 
ist  ein  Prodnct  atu  ewei  oder  mehreren  gleichen  Factoren^  passt  unmittel- 
bar nur  töi  ganae  nnd  positive  Exponenten,  nnd  ist  daher  zu  enge,  —  wäh- 
rend die  oben  gegebene  alle  FUle  umfasst:  Da  z.  B.  3  dnrch  eine  gewisse 
'Wiederholung  der  Einheit,  dagegen  — 3  durch  entsprechende  Wiederholung 
des  Gegensatzes  der  Einheit,  und  ^  durch  ebensolche  Wiederholung  einer 
Zahl  entsteht,  welche  selbst  4  mal  gesetzt  werden  mnss,  um  die  Einheit 
hervorzubringen,  —  da  femer  der  Gegensatz  des  Factors  16  der  Divisor  Vie» 
3  aber  eine  Zahl  ist,  welche  4  mal  als  Factor  zu  1  gesetzt  16  gibt,  —  und 
endlich  0  andeutet,  dass  die  Einheit  gar  nicht  gesetzt  werden  soll,  so  hat  man 
nach  Definition 

16.  =  1. 16.16.16:^4096        16-^  =  1.^.^.^  =  ^ 

SB  2«  .  2«  .  2«  a2i*  16»    =1 

ss2'.2«.2*.2*s=:8«  16*/*  =1.2,2. 2c=8  =  V^ 

Das  Zeichen  i,  sowie  den  allgemeinen  Gebrauch  der  complezen  Zahlen  führte 
CUuiM  ein,  und  nannte  das  Product 

(a4-bi)(a  — bi)!=a«  +  b« 

der  beiden  coiviugirten  Zahlen  a-f-bi  und  a— bi  ihre  IVorai»  während  dagegen 
Gaseh^  die  positive  Quadratwurzel  aus  jenem  Producte  ihren  Modalna  hiess. 
—  Wihrend  oben  erst  die  aus  zwei  unvereinbaren  Theilen  a  und  bi  be- 
stehende Zahl  nnmdglieh  genannt  wurde,  so  bezeichnen  Manche  schon  den 
sweiten  Theil  für  sich  als  eine  imaginäre  Zahl ,  —  Ja  noch  Andere  haben 
sich  sogar  bemfissigt  gefanden,  auch  aus  i*^  —  1  eine  Einheit  abzuleiten, 
deren  Vielfache  sie  dann  wahuinnl|^e  Zahlen  zu  nennen  vorschlugen.  — 
Schon  Diophant  und  seine  frühesten  Nachfolger  nannten  eine  Rechnungszahl 
if^ftoqy  ras,  cosa,  radix,  —  ihr  Quadrat  dOva/uq,  potentia,  potestas,  census, 
cenaoy  —  Hure  dritte  Poteni  uvßoq^  cubus,  —  etc.;  bei  Rodolff  heisst  die 
Sinheit,  lu  der  die  Basis  als  Factor  gesetzt  wird,  Dragma  (4^),  die  erste 
Potenz  Radix  (2Q),  die  zweite  Census  (3),  die  dritte  Cubus  (et),  die  vierte 
Zeasdezens  ()|),  etc.;  nach  Baltzer  brauchte  der  aus  Bologna  gebürtige  Ingenieur 
Rafjiello  Bombelll  in  seinem  Werke  „L> Algebra  parte  maggiore  deU'  Arit- 
metica  divisa  in  tre  libri.  Bologna  1672  in  4.^  schon  in  allgemeiner  Bedeutung 
den  Namen  dlgnitas,  w&hrend  potestas  durch  Vielm  ttblich  wurde.  Die  erste 
Spur  von  Zahlenezponenten  findet  sich  nach  Cantor  in  dem  Werke  „Estlenne 
de  Im  Beeke»  Arismötique  et  gtom^trie.  Lyon  1620^,  indem  La  Roche 
wenigstess  die  Exponenten  1,  2,  8  brauche,  während  er  die  zweite  Wurzel 
mit  R,  die  dritte  mit  R*,  etc.  bezeichne.  Stevln  schrieb  in  seiner  Algebra 
von  1585  für  die  auf  einander  folgenden  Potenzen  einer  (Grösse  (Di  (D,  ®, 
etc.;  für  die  einer  2.,  8.,  etc.  GrOsse  setzte  er  diesen  Zeichen  sec,  ter.,  etc. 
vor;  sweite  Wurzeln  beaeichnete  er  mit  Y^^  dritte  mit  y^,  etc.,  so  dass 
s.  B.  selae  Gleichungen 


t 
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(D  =  — 6(D  +  e®  — 9      mit       X»  =  — 6x«  +  ex  — 9 

8ecl/®  =  4  8ec(J)  +  7  ^7=47+ 7 

etc.,  gleichbedeutend  wären.  Pierre  H^rigone  (1 . . .  —  16 . . ;  MathesiAtiker 
in  Paris)  Bchlng  etwas  später  in  seinem  „Conrs  mathömatlqne  demonstr^  d'nne 
nonvelle,  briefve  et  daire  methode,  par  notes  reelles  et  universelles,  qui 
penvent  estre  entendttes  facilement  sans  l'nsage  d'ancnne  langue.  Paris  1634, 
6  VoL  in  8.^  die  jetst  gebrftnchliche  Bezeichnung  vor,  und  diese  wurde  sodann 
durch  Desearles  definitiy  eingeführt  Immerhin  braucht  Raha  in  seiner 
Algebra  (vergL  7)  neben  solchen  Exponenten  fUr  Involviren  (Potensiren)  und 
£volviren  (Extrahiren)  noch  die  besondem  Zeichen  @  und  |il>,  so  dass  f.  B. 
bei  ihm  1®2  und  4|U;3  bedeuten,  es  solle  der  erste  Ausdruck  in's  Quadrat 
erhoben,  und  aus  dem  vierten  die  dritte  Wursel  ausgesogen  werden. 

10«  TencUedene  betreffende  Regeln.  Aus  (9)  folgen  die  Regeln 

Afc.A*  =  a''+*  a'*:a*  =  a'»-^  (a*)«  =  a'*'  1 

(...,=...v    (±)-=f    (±r=(i)- 

Femer  ergibt  sich  dtirch  beidseitiges  Qnadriren,  dass  die  Gleich- 
heiten           

bestehen. 

Die  Regeln  1  und  2  gehen  unmittelbar  aus  dem  BegriiTe  der  Poteni  hervor, 
und  lassen  sich  ohne  Sch'wierigkeit  in  Worte  umsetzen.  Femer  findet  man 
•ncoeseiye 

=y"a+yT+a-}^±2y(a+yy)(s-KF) 

=  l/2aJ:2Va«  — b 

womit  8  erwiesen  ist  Ersetst  man  endlich  in  8:a  durch  ^a  und  b  durch 
V4(a*->b),  so  ergibt  sich  4,  für  deren  Anwendung  i.  B.  413  verglichen 
werden  kann. 

11«  Me  Legtfitknen.  Ist  eine  Folge  von  Zahlen  emer  Folge 
von  Potenzen  einer  gewissen  Zahl,  oder  Basis,  gleich,  so  heissen 
die  Exponenten  IiOKarlUimen  der  Zahlen  in  Beziehung  auf  jene 
Basis,  und  anstatt  . 

a^  BS  0         schreibt  man         b  »=  log  c 
Hieffir  geben  aber  die  Potensregeln  (10 : 1) 

lg(Ä.b)«lgÄ4-lgb,    lg-^  =  lga  — Igb,    lg(a^)  =  b.lga  1 

nnd  nennt  man  die  halbe  Summe  zweier  Zahlen  ihr  arlllUBetl« 
•cheSf  die  zweite  Wurzel  aus  ihrem  Produete  ihr  seometrliehes 
Mittel  f  so  ist  der  Logarithmus  des  geometrischen  Mittels  zweier 
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Zahlen  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  ihrer  Logarithmen.  —  Setzt 
man  a:1)*BZ,  so  ist 

lg(a+b)  =  lga  +  lg(l+l.),  lg(a-b)  =  lga-lg^-|^  » 
nnd  man  kann  somit  ans  Tafeln,  welche  für  das  Argument  logz 
die  Wcrthe  von  log  1 1  H 1  und  log  ^  geben,  zu  den  Loga- 
rithmen zweier  Zahlen  die  Logarithmen  ihrer  Summe  und  Differenz 
finden  [IV]. 

In  das  Verdlenat  äet  Erfindung  der  Logarithmen,  durch  welche  nach  1 
gewlssermassen  jede  höhere  Rechnungeoperation  auf  die  n&chst  niedrigere 
reducirt  wird,  theilen  sich  ]¥aplerf  vergL  deesen  ^^Mirifici  logarithmorum 
canonie  descriptio.  Edinburgi  1614  in  4.^,  —  und  Biirgl»  vergL  deeeen 
i^Aritlunetische  und  geometriache  ProgrcBB-Tabulen.  Prag  1620  in  4.^;  ja  Letz- 
terer wäre  nach  Keppler's  Zeugnis«  Brsterem  lange  m vorgekommen,  wenn 
er  nicht  mit  der  Publication  seiner  Tafeln  so  Aber  Oebfihr  gesaudert  hätte. 
VetgL  die  in  8  citirten  Schrift^,  sowie  ^„llelller»  Historin  logarithmorum 
aaturalinm  prlmordia.  Lipsin  1776  in  4.^  —  Fflr  die  wirkliche  Berechnung 
der  Logarithmen  nach  der  erwähnten  Beiiehung 

logl/äb  =  -ilog(a.b)  =  looga  +  logb)  S 

■owie  tti  die  Aufji&hlung  der  wichtigsten  Logarithmentafeln  vergl.  14,  —  ftn 
die  Berechnung  durch  Reihen  47  und  48.  —  Die  durch  2  bestimmten  Bummen?- 
und  DifTerena-Logarithmen  werden  auch  häufig  nach  ihrem  Erfinder  Gmass 
benannt;  sie  sind  in  verschiedene  der  neuem  Logarithmentafeln  aufgenommen, 
und  auch  extra  publlcirt  worden,  —  vergl.  1.  B.  „Theodor  Ludwig  Wlttateln 
(Hllnden  1816;  Professor  der  Mathematik  in  Hannover),  Siebenstellige  Qaussische 
Logarithmen.  Hiimover  1866  in  8.^ 


19»  Di6  ZaUiystdflie.  Jede  ganze  oder  gebrochene  Zahl  N  lässt 
sich  durch  Potenzen  irgend  einer  Zahl  k  ausdrücken,  so  dass  (wenn 
«,  flj.*.  kleiner  als  k) 

NF=«.k-4-/?.k— i  +  ...-f  A.ki+^H-v.k-i  +  ... 
oder,  wenn  die  Potenzen  von  k  nicht  geschrieben,  sondern  der  Stelle 
zugetheilt  werden  (wobei  rechts  vom  Komma  die  negativen  Potenzen 

beginnen),  N-«/?...A^,  »...'. 

tmd  es  ergibt  sich  hieraus  die  Möglichkeit,  jede  Zahl  in  Beziehung 
auf  eine  Grundzahl  k  durch  (k  —  1)  mit  Stellenwerth  versehene 
Zeichen  oder  sog.  ZUtem  und  das  Stellenzeichen  0  auszudrücken. 
Die  meisten  Völker  haben  sich  für  die  Grundzahl  Zehn  oder  das 
Decimalsystem  entschieden. 

80  s.  B.  findet  man  snocessive 

w.K,  wnm  t,  8 


t 
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oder  ftiBO 

28iiI-  =  1.6'  +  1.6'  +  5.6'  +  2.6<'  +  4.B-'  +  8.6-«+-- 
SS  1162,43 . . .  (Onindulil  6) 
Die  Dyadlk  (k  =  2)  «oUen  die  alten  CbiuGBen,  die  TetrakUk  (k  =  4)  ein 
thTaclBchea  Volk,  die  Fenladik  (k  =  6)  die  OrOnlftnder  und  ein  BenegambiBOher 
Stamm  gebraocht  baben,  —  soiiBt  Bcbeint  Oberall,  ond,  wie  schon  AjrlilBtdci 
betonte,  im  ZoaanimeDhaiige  mit  unaem  iwel  Paaren  ronfastiger  Organe,  die 
Doliadlk  (k  s:  10)  gehemcbt  m  haben,  und  nur  bei  Elntheilungen  In  frDherer 
Zelt  die  duodeclmalen  oder  sogar  BexageelmaleD  den  dccimalen  vorgeiogen 
worden  m  sein.  —  Der  Vonug  ansera  gagenwlitigen  Dcclnslsyatemes  beraht 
fibrlgcns  nicht  auf  der  Onrndiahl  deBselben,  sondern  anf  der  von  den  alten 
Indlern  dotch  Vermittlung  der  Araber  auf  uns  gekommenen  Uebung,  ZaU- 
tolchen  ansnwenden,  welche  neben  absolutem  avcb  Stellen -Werth  haben,  — 
Ja  wir  wDrden  uns,  wenn  vor  alten  Zelten  In  eben  dieser  Welse  noch  awei 
ZabUeicben  mehr  nnd  damit  daa  Dnodecimalsipstem  elngefllbrt  worden  wiren, 
dabei  wegen  den  vermehrten  Theilem  noch  viel  besser  befinden;  aber  es  jetat 
noch  einanfllhren,  wie  diess  ■.  B.  In  dem  Werke  „Job.  Friedrioli  Christian 
Wemsbnrg  (Eisenaefa  17TT  —  Jena  18GI;  Professor  der  Mathematik  i» 
Weimar  nnd  Jena),  Tellosadik  oder  das  allein  vollkommene  nuter  allen  Zahlen- 
systemen, In  welchem  jede  habere  Einheit  ans  taun  (iwSlf)  nlehat  nledem 
ElDhelten  besteht.  Iielpalg  IBOO  in  6."  befürwortet  wurde,  dOrfte  kaum  mebr 
thunllch  «ein,  und  wKre  wohl  hSebsteua  der  franiöeischen  Schrecken sreglernng 
mAgllcb  gewesen.  —  Im  Abcndlande  -trat  nach  Cantor  die  Indische  Zabl- 
beseclcbnung  oder,  wie  man  gewShnllcb  ktlrier  aber  auch  nnrlchtlger  sagt,  daa 
Dccimalsystem,  cnerst  in  einer  «m  1134  von  einem  gelehrten  Jnden,  Abraham 
BsTMarda  ans  Barcelona,  gemachten  Uebertragung  einer  arablsohen  Schrift 
in'a  Latelnlicho  auf;  dann  aber  verbreitete  sie  eich  slemllch  rasch  Aber  daa 
Abrndland,  —  Ja  es  erschien  die  Rechnung  mit  decadisehen  Zahlen,  der  sog. 
AI|«rlthaiDa  t  bald  als  besonderer  Lehrgegeastand.  Georg  von  Penrbach 
oder  Pnrhaeh  (Peuerbach  in  Oberöstarreieh  14'23  —  Wien  1461;  Professor  der 
Mathematik  in  Wien)  soll  eine  Schrift  „Algorlthmas  de  numeris  integria, 
fractl«,  rcgulis  commnnibns  et  de  proportlonlhns"  hinterlassen,  und  sein  SchSler 
lle(IOai«ntaB  die  von  den  Orlechen  her  gebrlucbl leben  Sezageilmalbrllcfae 
um  1404  mit  DcclmalbrDcben  vertanscht  haben.  In  allgemeinem  Oebranch 
kamen  L>ctctere  jedoch  erst  etwa  ein  Jahrhundert  eplter,  —  namentlich  durch 
ÜIotIb*  der  1085  unter  dem  Titel  „La  dlsmo  enseignant  facllement  eipMier 
par  norabres  enllers  saus  rompui  tous  comptcs  ae  rcnconlrans  am  aflalrea 
dea  hommcn"  auf  7  Foliosclten  eine  Anleltnug  tu  ihrem  Gebrauche  gab. 

IS>  Du  DeclBUUjriteD.  Theilt  man  ein«  Decimalzahl  &-f-b.lO 
'\-c.i(fl+...  Glied  für  Glied  durch  eine  Zahl,  and  addirt  die 
Konter,  HO  int  die  erste  Zahl  durch  die  zweite  theilbar,  wenn  die 
Kuninx^  der  Rc^te  ee  ist  Hieraaf  beruhen  die  sog.  TkellrcvclB 
ilurtli  ;i,  9,  11,  etc.  —  Ist  A=*-B  nnd  A  =  Bq,-+-r|,  B=r|qi+ri, 
Ti  "  r^  <|i  H-  T] , . .  ■  rt-i  ~  Tk  .  qk-t-i ,  30  muBS  der  ffrVttle  fCMelB- 
acbanilebe  Tbellsr  von  Ä  und  B  auch  T],  also  auch  t,,...  also 
aiiffti  I  u  ihcilcn ;  folglich  ist  er  r^.  Wird  r^  ^  1 «  so  sind  A  nnd  B 
■intrr  sich.  —  Wiederholt  flieh  bei  einem  Decimalbniche  eine 
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Folge  von  n  Ziffern ,  eine  sog.  Perlode 9  ohne  Aufhören,  so  be- 
rechnet man ,  um  ihn  in  einen  gemeinen  Bruch  zu  verwandeln, 
zuerst  den  (10»  —  1)  fachen  Werth. 

Schon  Badolff  braucht  in  seiner  „Kflnetliclien  Rechnung**  von  1620  (ver- 
gleiche 2)  Ar  „tauBentmaltaueent^  oder  10*  den  Ausdrnok  Million;  dagegen 
acheinen  Milliarde,  Billion,  etc.  erst  in  weit  späterer  Zeit  gebrftnchlich  ge- 
worden in  sein,  nnd  dabei  laufen  noch  bei  verschiedenen  Völkern  verschiedene 
Uebnngen  neben  einander,  wie  folgendes  Schema  seigt: 


? 


MiUion  .... 

10« 

MiUiarde.  .  . 

10» 

Billion  .... 

10« 

BiUUrde  .  .  . 

10» 

TriUion    .  .  . 

10» 

etc. 

MiUion 
BiUion 
Trillion 
Qnadrillion 
QnintiUion 
etc. 


Nach  8  hat  man  1.  B.  in  Besiehnng  auf  Modulus  8  oder  9 

1^1        10  =  1       also  auch       10*  =  1        10>^1    etc. 
also  Ar  beide  Moduln 

a  +  b.lO  +  c.lO«  +  d.lO»  +  ...  =  a-fb  +  c  +  d  +  ... 
Ferner  in  Beziehung  auf  den  Modulus  11 

1=1       10  =  — 1       also        10<  =  1       10«  =  — 1    etc. 
also  ftr  diesen  letitem  Modul 

a  +  b.lO+c.lO«+d.lO»  +  ...  =  a  —  b  +  c  — d  +  ... 
etc.,  woraus  die  Regeln:  £Une  Zahl  ist  durch  8  oder  0  theilbar,  wenn  die 
Summe  ihrer  ZÜTem  (Quersumme)  dadurch  theilbar  ist,  —  durch  11,  wenn 
die  Summe  ihrer  Ziffern  gerader  Ordnung  von  derjenigen  der  ungeraden  um 
ein  Vielfaches  von  11  verschieden  ist,  —  etc.,  hervorgehen.  —  Auf  der  be- 
quemen Theilregel  ftr  9  beruhen  die  sog.  IVennerproben  fttr  Addition, 
Multiplication,  etc.,  welche  bekanntlich  darauf  basiren,  dass  Summe,  Produot, 
etc.  für  9  (wie  fibrigens  f&r  jede  andere  Zahl  nicht  weniger)  denselben  Rest 
lassen  müssen,  wie  Summe,  Prodnct,  etc.  der  Reste  der  einselnen  Zahlen. 
Sie  werden  bereits  durch  BadoW  in  dem  angefOhrten  Werke  mitgetheilt, 
und  er  gibt  a.  B.  ftr  MultipUcation : 

,^empel   b678  8 

66  2 

28890 
84068 


} 


8X2 


•Pacit  869070    7        7       Prob.« 

so  dass  also  (vergL  7)  hier  wirklich  schon  das  Multiplicationsceichen  X  er- 
scheint —  Auch  das  im  Texte  angegebene  Verfahren,  den  grOssten  gemein- 
schaftlichen Theiler  su  finden,  kennt  unser  RndoUP.  Bei  diesem  Verfahren 
kann  man  sieh  Ikbrigens  offenbar  entweder  immer  an  positive  Reste  halten, 
oder  auch,  wenn  negative  Reste  kleiner  werden  sollten,  diese  wählen,  um 
schneller  su  kleinem  Divisoren  sn  kommen,  also  auch  wenigerer  Divisionen 
lu  bedürfen;  so  kann  man  1.  B.  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  64 
der  beiden  Zahlen  1026  und  766  nach  jedem  der  beiden  Schemen 


1026 

766 

1 

1026 

766 

1 

2 

270 

216 

1 

8 

270 

-64 

6 

4 

64 

0 

0 

8« 


0  folgt 


—  Die  ajitbinetiBeheii  OperftUoDen.  — 

«n  E.  B.  d«D  periodlMbau  DecSmftlbmcfa 

X  =     0,763  163  7fi3 

1000  X  =  763,763  768  762 


.1*0  »991  =  763    od«r    x  =  — =- 

Ist  U  eine  m-iUMge,  N  eine  n-cUTrlge  Zahl,  so  tut  i 


N  >  10«-1 


N<10« 


M.N>10+— a  M.N<10-+" 

ilto  kann  H.N  uioht  vrMiiger  ala  m-|-n  —  1,  aber  auch  nicht  mehr  als 
m-f-n  Ziffern  entbalten.  —  Der  HuiptToTtheil  in  der  Anwendong  von  Deci- 
raaliBblen  besteht  darin,  daas  man  sie  bei  allen  Operationen  wie  gtcu  Zahlen 
behandeln,  und  am  Ende  nach  einfachen  Regeln  das  RecbnuDgsresoltat  darch 
Anbringen  des  Komma'a  berichtigen  kann.  Haben  i,  B.  iwel  Factoren  a  nnd  b 
je  m  und  n  Declmalstellen ,  ao  multipliclrt  man  a.  10<°  mit  b  .  10>,  erbllt  so 
a.b.lO*-*-!,  nnd  darana  dnrch  Abschneiden  von  ni-|-n  Btellen  das  rIcbUge 
Prodoct  a.  b.  Braucht  man  ein  solches  Product  nur  auf  eine  geviaae  Anaahl 
Stellen  n  kennen,  io  kann  man  die  aog.  abgebfirKlB  MalllplleaUsB 
(welche,  beilluBg  bemerkt,  Keppler  1623  dnrch  Pritorlas  kennen  gelernt 
haben  aoll)  anwenden,  d.  h.  die  elnaelnen  Prodncle  nnr  so  weit  berechnen, 
ala  sie  auf  diese  Stellen  noch  influiren  kOnnen;  Vorthell  and  praktiaches  Ver- 
fahren bei  derselben  teigt  ■.  B.  die  Vergleicbong  der  beiden  Operationen : 
3M,Me7t>  8&4,34e7G 

19,35341  143  6391 


304  3467 

5 

818  8S30 

76 

7  0840 

360 

1  7713 

3376 

1063 

7402a 

141 

698700 

3 

5434670 

6830,467 

9180176 

6830,468 
bei  deren  ersterer  die  HultipllcatloD  gana  anageftlhrt  lat,  wlhrend  bei  der 
EWeiten  nnr  anf  drei  Deoinalen  gerechnet,  und  die  Ziffern  des  MulUpUcatora 
in  umgekehrter  Ordnnng  ao  nnter  den  Hultipllcand  geaetzt  wnrden,  dasa  die 
Stelle  der  Einer  unter  die  dritte  Decimale,  nnd  damit  jede  Stelle  anter  die 
leUtv  üvs  Uvltipllcands  an  stehen  kömmt,  mit  welcher  ale  noch  tuU  ni 
s>ultj|i!]tiren  iit.  In  ihnlicher  Welse  kann  auch  die  Division  beweiks teiligt 
nnd  sl'gi'kUnt  werden,  —  etc.  —  Ala  Beispiele  von  i  ~ 
llictlru  fflOgen  folgende  UnltipUcationen  und  Divisionen  Platt  flnden: 


8417X399  (=800  — 1) 
103  6100 
3  103  1688  x=  18436 

a 76Ö846  X  911  «6  (=91. 10* +  10' +  81. 6) 

b —  696  91966 a(100  — 9) 

416161916. b.6 

X  =5  698103867916 


,   W. 


—  Die  ttriüimdtischen  OperationeiL  —  37 

68x57=(eO+8)(60  — 8)  21264 :  25  (=  X  4 :  100) 


x=    3591    =(8600  —  9)  xss  850,56 

a . . .  8765424 :  72  (=r  9  X  8)  6028 :  125 (=X 8 :  1000) 

D  >  •  •   978936 .  •  •  a :  9  ^ ,_  jo  qq^ 

z=:    121742. ..h:8  etc. 

Der  Nntcen  wkd  jedoch  meistens  überschätzt  —  Zum  Schlosse  noch  folgendes 
Coriosiim:  Die  Summe  der  9  Ziffern  ist  45;  wird,  statt  jede  einaeln  zu  schreiben, 
eine  dexeelben  (b)  einer  andern  (a)  vorgesetzt,  so  gewinnt  man  a-|-b.lO  — 
(a-f-^)=^*d  oder  ein  Vielfaches  von  9,  —  also  sicher  nie  55;  es  ist  daher 
unmöglich,  100  so  in  Posten  zu  zerlegen,  dass  jede  Ziffer  Einmal,  aber  auch 
nicht  mehr  als  Kinmal,  zur  Verwendung  kommt 

14«  Di6  geD6ill6Il  LogaritkmeD.  Logarithmen  der  Basis  zehn 
heissen  gemeine  oder  Brigg^sche,  und  haben  den  Vorzug,  dass 
aich  dieselben  für  gleiche  Ziffemfolgen  nur  in  den  Ganzen,  der 
sog.  Kennziffer  oder  Cbaraklerlstlk  unterscheiden,  nicht  aber  im 
Dedmalbruche,  der  nfantiMee  Steht  das  Komma  nach  der  ersten 
Ziffer,  so  ist  die  Charakteristik  Null,  —  für  jede  Stelle,  um  welche 
es  rechts  oder  links  rückt,  nimmt  sie  um  eine  Einheit  zu  oder  ab. 
Statt  einer  negativen  Charakteristik  setzt  man  gewöhnlich  ihre  Er- 
gänzung zu  zehn  und  streicht  diese;  statt  einen  Logarithmus  zu 
subtrahiren,  addirt  man  oft  seine  (sog.  decadische)  Ergänzimg  zu 
log  1  =  0  —  ie. 

Die  im  Texte  erwähnte  Eigenschaft  der  häufig  nach  ihrem  ersten  Berechner 
■rl£g0  (vergl.  3)  benannten  Logarithmen  der  Basis  10,  beruht  darauf,  dass 
jede  zwei  sich  nur  durch  die  Stellung  der  Komma's  unterscheidende  Decimal- 
sahlen  a  und  b  eine  Gleichheit 

asb.lO"         oder        loga^logb-j-nlog  10=n-f-logb 
eingehen,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist  —  Sie  können  durch  Verbindung  von  11 : 3 
mit  einer  Nftherungsregel  fDr  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  (S  oder  44) 
leicht  nihemngsweise  berechnet  werden.   So  hat  man  z.  B. ,  von  log  1=0 
md  log  10  =3 1  ausgehend,  successive 

log  yio  SS  2dli  oder       log  8,163  =:  0,6 

log  yS^  =:  £±M  log  1,778  SS  0,26 

log  Vl,778x  8,162  SS  Q>^^  +  Q>^  log  2,871  c:  0,876 

etc.  etc. 

In  dem  Folgenden  wird  zuweilen  eine  Zahl  dureh  ihren  Logarithmus  in  der 
Weise  gegeben,  dass  ttber  den  Logarithmus  ein  Strich  gesetzt  wird;  so  würde 
also  z.  B.  0,375  die  Zahl  2,371  bezeichnen.  — -  Von  den  zahlreichen  Tafeln 
gemeiner  Logarithmen,  welche  im  Laufe  der  Zeiten  erschienen  sind,  m8gen 
angeführt  werden:  Die  zehnstelligen  „G.  v.  Ve|;at  Thesaurus  logarithmorum 
completuB.  Lipsi»  1794  in  fol.^,  —  die  siebenstelligen  »Vega*  LogariUunisch- 
trigonometrische  Tafeln.  Wien  1788  In  8.  (Zahlreiche  spätere,  grossere  und 
kleinere  Ausgaben,  erst  durch  ihn  selbet,  dann  durch  Httlsse  und  Bremiker), 
—  Fran^ois  C?aBe<  (Versailles  1744  —  Paris  1798;   Professor  der  Hydro« 
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grapbie  sn  Vannes  und  Dfinnkircben,  dann  PriraÜehrer  der  Matiiemattk  xa 
Paris),  Tables  portatives  de  logariUunes.  Paris  1796  in  8.  (Stereot),  — 
Heinrieh  Ludwig  Friedrich  §eliroii  (Weimar  1799;  Director  der  Sternwarte 
in  Jena),  Siebenstellige  Logarithmen  der  Zahlen,  Sinus,  etc.  Brannschweig 
1869  in  a,  —  etc^,  —  die  sechsstelligen  nCail  Bremlker  (Hagen  in  der 
Mark  1804;  astronomischer  Rechner  und  Inspector  der  Plankaauner  des 
Handelsministeriums  in  Berlin),  Logarithmorum  VI  decimalium  nora  tabula 
Berollnensis.  Berol.  1863  in  8.,  ^  Frans  M^enUc»  k.  k.  Schulrath:  Logarith- 
misch-trigonometrisehe  Tafeln.  Wien  1868  in  8.,  —  etc.%  —  die  fünfstelligen 
„Joseph-J^ome  Le  Fran^  de  La  Lande  (Bourg-en-Bresse  1789  —  Paris 
1807;  Professor  der  Astronomie  und  Mitglied  der  Academie  in  Paria;  vergL 
Delambre,  Eloge  in  Mto.  de  l'Instit  1807),  Tables  de  logarithmes  pour  lea 
nombres  et  pour  les  Sinns.  Paris  1803  in  16.  (Stereot;  viele  sp&tere  Aus- 
gaben von  Marie,  Köhler,  etc.),  —  WittateUit  Fünfstellige  logarithmisch- 
trigonometrische  Tafeln.  Hannover  1869  in  8.,  —  etc^  *-  Als  geschichtliche 
Notia  ist  beisufOgen,  dass  sich  Adriaan  Vlaeq»  Buohhindler  lu  Oouda  in 
Holland,  das  Verdienst  erwarb,  die  bei  Briggs  (vergl.  8)  bestehende  LQoka 
■wischen  90000  und  90000  aussuftkUen ,  und  hierauf  gesttttst  unter  dem  be- 
scheidenen Titel  einer  iweiten  Ausgabe  der  Arithmetica  logarithmica  au  Gouda 
1638  in  foL  eine  voUstftndige  Tafel  lOstelliger  Logarithmen  herausaugebea, 
welche  die  Ghrundlage  aller  spfttem  Tafeln,  und  so  namentlich  auch  von  Vega*s 
Thesaurus  bildete.  Zum  gewöhnlichen  Gebrauche  waren  jedoch  diese  Tafeln 
nur  lu  ausgedehnt,  und  so  war  es  wieder  ein  Verdienst,  als  Nathaniel  Bac> 
Pfarrer  au  Benacre  in  Suffolk,  daraus  handliche  siebenstellige  Logarithmen 
xusammenstellte,  welche  sodann  Edmund  Win^ate  (Bedford  1693  —  London 
1666;  Richter  in  London  und  Parlamentsmitglied  fttr  Bedford)  unter  dem 
Titel  „Tabul»  logarithmic».  London  1633  in  8.^  herausgab,  und  von  welchen 
eigentlich  alle  die  sp&tem  Tafeln  von  Sherwin,  Gardiner,  Vega,  Oallet,  etc. 
nur  neue,  aber  allerdings  revidlrte  Auflagen  sind.  Die  etwas  sp&ter  durch 
Abraham  Sharp  (LitUe-Horton  bei  Bradford  1661  —  Litüe-Horton  1743; 
folgeweise  Handelslehrling,  Schulmeister,  Accisebeamter,  Gehfilfe  von  Flam- 
steed,  und  Privatastronom  in  Littie-Horton)  ftlr  alle  Primsahlen  bis  ttOO  auf 
61  Decimalen  berechneten  und  in  seiDer  Schrift  „Geometry  Improved.  London 
1717  in  4.^  pnblicirten  Logarithmen  sind  ebenfalls  in  die  Tafeln  von  Sherwin, 
Callet,  etc.  aufgenommen  worden,  —  die  von  Wolfiram»  einem  hoUIndlschen 
ArtÜlerieofAsier,  auf  48  Stellen  berechneten  natllrllchen  Logarithmen  aller 
Primaahlen  bis  auf  10009  aunichst  in  die  von  Job.  Karl  Seholae  (Berlin 
1749  —  Berlin  1790;  Sohtller  von  Lambert,  spftter  Professor  der  Mathematik 
und  Mitglied  der  Academie  in  Berlin)  herausgegebene  „Neue  Sammlung  logi^ 
rithmischer,  trigonometrischer  und  anderer  aum  Gebrauche  der  Mathematik 
unentbehrlicher  Tafeln.  Berlin  1778  in  3  Th.  8.*^,  und  aus  dieser  in  Vega  und 
C^ei  Die  in  den  Jahren  1793  bis  1794  unter  der  Leitung  von  Gaspard-Clair- 
Fran^is-Marie-Riohe  de  Wrwmj  (Chamlet  im  D4p.  du  Rhone  1766  —  AsnMrea 
bei  Paria  1889;  Ing^nieur-en-chef  des  ponta-eWohauss^,  Director  der  £cole 
des  ponte-6t-ohattas4es,  Mitglied  der  Academie  und  des  Bureau  des  longltudes) 
durch  7  bis  8  Mathematiker  und  60  bis  80  Rechnungsgehfllfen  berechneten 
grosaartigen  logarithmisoh-trigonometrischen  Tafeln  (Logarithmen  der  Zahlen 
1^10000  auf  19,  10000-300000  auf  14  Decimalen;  natilrUche  Sinua  illr  jedea 
Sehntauaendtheüchen  dea  (Quadranten  auf  36,  Logaritlunen  der  Sinus  Illr  jedes 
Bnnderttausendtheilchen  des  (Quadranten  auf  14  Decimalen)  endlich,  die  im 
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Usnnseripte  t^  FolUnton  fUlen,  nad  deren  bereits  begonnener,  dann  aber 
wegen  Entwerthnng  der  As^gaaten  wieder  nnfgegebeDer  Dmck  anf  1300  FoUo- 
Mlten  bereduiet  war,  sind  nur  dnrob  Prony's  „MoUoe  aar  le«  grandes  Übles 
logaritbmlqnes  et  trlgonomMriqaeB  adaptdes  an  nonveau  aystime  mdtrtqne 
iHiTlniBl  Paris  1894  in  V  allgemeiner  bekannt  geworden.  —  Aas  den  Loga- 
rlHnneBtaftln  geht  hervor,  dass  für  eine  Einheit  tn  der  0.  Stelle  die  Blefaen- 
■tellig«  Hantlise  bei  10000  um  434,  bei  &0000  um  87,  bei  90999  am  43,  also 
dttTChschnitUicIi  etwa  um  tOO  Einheiten  nuümmt  Es  wird  also  dnrchachnltt- 
Ueh  eine  Einheit  In  einer  gewissen  Stella  dar  Zahl  gerade  anch  einer  Einheit 
in  der  ebensoTialten  Stelle  der  HanUsse  entsprechen,  —  oder  man  wird  im 
Allgemeinen  immer  mit  soviel-stelligen  Logailthmen  lu  rechnen  haben,  als 
■nas  ZaUstallen  berflclulchtlgen  mass.  —  Wenn,  wie  es  fUr  praktlaclie  Zwecke 
oft  der  Fall  iat,  drei  Stellen  gentigen,  so  sind  die  von  Edmand  Gnstor 
(Herefordshii«  l&Bl  —  London  1038;  Professor  der 
Astronomie  In  London)  etwa  1834  erAmdenen,  nnd 
sodann  von  Wlngate,  Scheffelt,  Iienolr,  ete.  nach 
und  nach  tn  Ihre  gegenwärtige  Form  gebrachten 
^  4d^j(  RcebeBaehleber  (SUdiug  Rute,  R^le  k  calcnl) 
■ehr  bequem ;  Trigt  man  nimllch  auf  rwel  Sttbe 
I  und  n,  TOn  denen  man  n  In  einer  Conllaae  llngs 
I  verschieben  kann,  je  die  Logarithmen  von  1  bis 
100  In  einer  beliebigen  Einheit  anf,  schreibt  an  den 
erhaltenen  TheilBtrlcfasn  die  Zahlen  1  bis  100,  nnd 
bringt  Ql  oder  b  au  la  oder  c,  so  stellt  sich  noth- 
wendig  üb  oder  I  au  lo  oder  a,  wo  c:=axb  ist, 
—  man  kann  also  an  I  axb  oder  c  :b,  d.  h.  das 
Prodnct  oder  den  (Jaotienten  sweler  Zahlen  ablesen. 
Trigt  man  anf  I'  ebenso,  aber  in  doppelter  Einheit 
die  Logarithmen  von  1  bis  10  auf,  und  steht  a'  anf 
I'  nebrä  a  uf  I,  so  Ist  a"^a  oder  »'ssYi,  und 
wenn  H  so  gestellt  wird,  daaa  sein  1  neben  a'  anf 
I'  steht,  so  steht  sein  a'  neben  a'*  auf  I;  man  kann 
somit  inr  3.  und  6.  Foteui  erheben,  nnd  umgekehrt 
auch  3.  nnd  3.  Wuneln  ansslehen.  Trigt  man  auf 
n',  der  RQckselte  von  IT,  In  derselben  Einheit  wie 
anf  I'  die  Zahlen  von  0  bU  10  r&cfcwlrts,  und  so 
anf,  dass,  wemi  das  t  von  n  neben  dem  1  von  1'  steht,  beim  Umwenden 
gerade  das  0  erseheint,  so  steht,  wenn  1  von  n  nebM)  a'  anf  I'  gestellt  wird, 
belai  Umwenden  der  log  a'  da;  man  kann  also  Logarithmen  und  Zahlen  auf- 
seUagen,  mit  HDlfe  bievon  höhere  Potenaen  nnd  Wnraeln  berechnen,  etc. 
OewftbnHch  alnd  anf  II'  ancb  noch  die  Log.  Sin.  von  0  bis  90*  nnd  Log.  Tang, 
von  0  bis  45"  anfgetragen,  wodnroh  trigonometrische  tTeberschlagarecbnuDgen 
ebenfalls  enn^lcht  werden,  eto.  Vergl.  fDr  die  Rechenschieber  „Fh.  Msiuln» 
Inatmetion  snr  la  manl^re  de  se  servlr  de  la  Rigle  k  calcuL  3  äd.  Paris  1837, 
In  8.,  —  Leopold  Oarl  Bolrali  von  Strasanltshy  (Kxakan  1803  —  VOslan 
1862;  Professor  der  Uathamatik  In  Wien),  Anleitung  nm  Qebranche  des  eng- 
lischen Bechenschiebers.  Wien  1848  in  8.,  —  Qulntino  Sella  (Mosso  1837; 
Professor  der  Geometrie  nnd  Director  des  mlneraloglacben  Hnieums  in  Turin), 
Teorlca  e  praüca  del  tegolo  calcolatore.  Torlno  1869  in  13.,  —  Charles  HauWt 
Step  by  Step,  ot  new  and  eas;  leasons  an  the  Sllding  Rule.  London  (1838?) 


E=l. 
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in  13.*^,  und  vor  Allem  „Karl  Galmanii  (Bergsabern  1831;  Profeeaor  der 
IngenienrwiBsenscli&ften  am  Schweizer.  Polytechnilciim) ,  Der  Rechensehieber 
ond  sein  Gebranoli  (Dtbkelberg's  Cnltoringenieur  1868).^ 

HL  Die  (rieidumgei  md  ProportioieiL 

IS«  Gleichlieit  Ud  Gleichnng.  Sind  zwei  Ausdrücke  nur  der 
Form  nach  verschieden,  so  bilden  sie  eine  deldllieU)  sind  sie 
dagegen  nicht  wirklich  gleich,  sondern  soll  durch  Bestimmung  einer 
oder  mehrerer  der  in  ihnen  enthaltenen  Grössen,  der  gewöhnlich  nut 
den  letztem  Buchstaben  des  Alphabetes  bezeichneten  ünbekaini« 
teUf  ihre  Gleichheit  erst  herbeigeführt  werden,  so  bilden  sie  eine 
delchiUlK^  und  jede  Genüge  leistenden  Werthe  der  Unbekannten 
heissen  Wurzeln  derselben.  —  Gleichheiten  und  Gleichungen 
werden  nicht  gestört,  wenn  auf  beiden  Seiten  dieselbe  Zahl  addirt, 
mit  derselben  Zahl  multiplicirt  oder  potenzirt,  oder  von  jeder  Seite 
der  Logarithmus  genommen  wird. 

So  ist  E.  B.  von 

at b* 

=-=:a  +  b  und  a*4-x«=:3ax 

a  —  b  '  ' 

das  erste  eine  Gleichbeit,  da  jede  Werüie  von  a  nnd  b  genfigen,  —  daa  sweite 

eine  Gleiobnng,   da  nur  xsza  die  wirkUehe  Gleichheit  herbeifBhrt  —  I>ie 

arabischen  liathematiker  nannten  nach  Neeselmann  die  unbekannte  GrSaae 

schal,  ihr  Quadrat  m&l,  welche  Ansdrttcke  dann  Flb«naeel  nnd  seine  Naeli- 

folger  durch  res  oder  cosa,  und  census  oder  censo  wiedersugeben  svcliten; 

so  entstand  die  Ars  rei  et  census,  oder  L'arte  della  cosa,  —  aus  letsterer 

Beseichnung  aber  die  C«M  der  Utem  deutschen  Mathematiker,  und  die  Ui^ 

bekannte  wurde  liemlieh  lange  Numerus  cosslcus  oder  cossiscbe  Zahl  ge- 

heissen,  —  suweUen  auch,  wie  s.  B.  von  lliid«lff  und  Graffenrled»  Radix, 

wofür  dann  abkUraend  von  Ereterm  1  2Q,  von  Letsterm  Ra  geschrieben  wurde. 

16.  Die  Cneichnngen  mten  Chradei.  Lässt  sich  eine  Gleichung, 

nachdem  man  (15)  sänmitliche  Brüche,  Bruchpotenzen,  etc.,  weg- 
geschafft, und  alle  Glieder  auf  dieselbe  Seite  des  Gleichheitszeichens 
gebracht  hat,  nach  den  Potenzen  der  Unbekannten  ordnen,  so  heiast 
sie  algebralaebf  und  die  höchste  Potenz  bestimmt  ihren  sog.  Grad^ 
—  lässt  sie  sich  nicht  ordnen,  so  heisst  sie  transeendent«  So  ist 
jede  Gleichung,  welche  sich  auf  die  Form 

ax  +  b  :=  0        bringen ,  somit  durch        z  = 

Wk 

auf  eine  Gleichheit   reduciren   lässt,   eine  algebraische  Gleickong 

ersten  Gh'ades,  und  der  angegebene  Werth  von  x  ihre  einzige  und 

reelle  Wurzel. 

Ans  der  Oletohnng  « 

[4x-8(8-8x-(«-.2VtX))]  -j5-  =  l 
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Mgea  Eocenüw 

8x  — 8[16  — 6x— (4  — 6x)]  =  19  8x  — 8(12-x)e:19 

Ux  — 36sl9  llx  — 66  =  0  x  — 6=sO 

BO  dmm  eine  Oleichiiiig  enten  Grades  vorliegt,  welcher  der  reelle  Werth 

x^6  enteprichi.  —  Aue  der  Qleicliiuig 

fi?+ VT=a 
folgen  dagegen  dnreh  Transposition  und  wiederholtee  Qoadrlren  nach  nnd  nach 

^c=a  — }/r  x}^  =  a«  — 2a}/r+x 

(x4-2a)/x=a«  +  x       (x«  +  4ax+4a")x  =  a*  +  2a«x4-x« 

x«  +  (4a--l)x«  +  2a«x  — a*  =  0 

so  daaa  eine  algebraiache  Oleiehnng  dritten  Grades  yozliegt,  für  deren  LBeong 

auf  19  Terwieeen  werden  kann.  —  Die  Ar  x  =:  2  identisch  werdende  Gleidning 

2«  +  8x  =  10 
endlieh  ist  transoendent 

IV«  Die  TarhiltoiMe  und  FroporUonen.  Ist  a— b=m  und  a:b=n, 

80  nennt  man  m  das  arllbmethielie»  n  das  geometrlaclie  Ver- 

MtttiilM  der  G^röesen  a  nnd  b;  dnrch  Gleichsetznng  zweier  ent- 
sprecbenden  Verhältnisse  aber  erhält  man  eine  sog.  Proporttom 
Tier  Zahlen  bilden  daher  eine  arithmettache  Proportton 


a.b:e.d        wenn        a  +  d^b  +  c  1 

eine  goometrltelie  Proportton 

mi      «fo      um 

a :  b : :  c :  d        wenn        aXd  =  bXc  % 

nnd  sind  von  den  4  Zahlen  dreie  bekannt,  so  lässt  sich  die  vierte 
dnrch  Anflösnng  einer  einfachen  Qleichnng  ersten  Grades  finden. 
Beide  Proportionen  heissen  stetlify  wenn  die  innem  Glieder  gleich 
lind;  letztere  heissen  in  diesem  Falle  mittlere  ProporttonaleOf 
nnd  sind  den  betreffenden  Mitteln  (11)  der  äussern  Glieder  gleich. 
—  Ans  2  folgen 

m:c::b:d      b:a::d:c      a:bm::e:dm      a+b:b::c+d:d  S 
Ist  ausserdem  e:f::g:h,  so  verhält  sich  auch 

ae:bf::cg:dh  4 

nnd  wenn  auch  noch  c:d::e:f,  so  ist 

a:b::c  +  e  +  g:d  +  f +h  S 

Wenn  endlich  a:c::a  —  b:b  —  c  S 

so  nennt  man  b  karmonlaeliea  Mittel  zwischen  a  und  c. 

Um  die  Richtigkeit  von  8  bis  6  naohiuweiseny  hat  man  nnr  je  m  seigeni 
daaa  entsprechend  2  immer  noch  das  Prodnet  der  innem  Glieder  gleich  dem 
der  iasseni  ist  8o  s.  B.  verhUt  sich 

a±b:b::e  +  d:d       sobald        b(e±d)=:(a  +  b)d 
d.  h.  wenn  be  =  ad,  was  nach  2  wirklich  statt  hat   Dabei  liest  sich  jede 
dieser  senen  Proportionen  leicht  in  Worten  aussprechen;  so  sagt  ■•  B.  die 
eben  behandelte  ans:    In  jeder  Proportion  verUUt   sich   die  GNmime   oder 
Piftrens  der  ersten  Glieder  snm  ersten  oder  sweiten  Gliede,  wie  sidi  die 
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Bninme  oder  DifTereni  der  letiten  OUeder  nun  dritten  oder  vierten  Oliede 
verfallt  ~  Hat  man 

x.a:a.y  z:g::g:y  x:y::z  —  fa:fa  — y 

80  dass  nacfa  Obigem 

2  ©       r     j  x+y        a 

der  Relfae  nach  aritbrneUBcfaes,  geometrisches  und  harmonisches  Mittel  swisohen 
z  ond  y  sind,  so  besteht  somit  anch  die  stetige  Proportion 

a:g::g:h  S 

VergL  93.  —  Ist  iszY^j  ^  verfallt  sich 

(+l):it:i:(-l) 
vnd  es  heisst  dämm  1,  als  gewissermaassen  der  Benkrecfaten  entspreefaend. 
In  geometrischer  Anschannng  eine  laterale  ZafaL  —  Als  Beispiel  ftr  su- 
sammengesetste  Proportionen  mag  Folgendes  dienen:  „Wie  faocfa  kommt  die 
Berliner^Elle,  wenn  die  Anne  (der  Stab)  3  Fr.  26  Cts.  kostet,  nnd  300 
Fr.  =  30  Tfalr.  prenss.  Conr.  li  80  Silbergroschen,  7  Berliner-Ellen  aber  gleich 
4  Annes  slnd?^  Ifan  erhUt  nach  der  Aufgabe,  wenn  z  den  Preis  der  Berliner- 
Elle  in  Silbergroschen  beselchnet,  die  Proportionen 

zSgr.  :  374  Fr.  ='*•'' 

IFr.    :1     Sgr.sSO. 80:800     ,      j   w  ,* 
_z also  d.  Mnlt 

z         :13  cs8:7     d.  fa.    zszUVyBgr. 

oder  dnrch  directes  Ralsonnement 

„,,    80.80    4       ^^.,  o 

oder  nacfa  der  sog.  Kettenregel  den  Ansäte: 

1      BerL-EUe 


X      Sgr. 

7      Berl.-Ellen 

1      Anne 

Mi  Fr. 
1      Tfalr. 


4      Annes 
874  ^• 
80  Tfalr. 
M  Sgr. 


d.fa. 


8.  18  oder 

14%  Sgr. 


7z 

z 

nach  welofaen  Mustern  man  sicfa  leicfat  in  andern  FUlen  dnrcfafaelfen  wird. 


lA«  Die  Slelekingen  iweiten  flradei.  Jede  Gleichimg  zweiten 

Grades  lAsst  sich  auf  die  Form 

bringen,  und  hieraus  folgt  

x«  +  2ax4-a*  =  a*  — b  oder  x  =  — a  +  Fa«  — b  » 
Sie  hat  somit  zwei  reelle,  gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln,  je  nach* 
dem  a*  r^- ,  = ,  -<=:  b ;  —  2a  ist  gleich  der  Summe ,  +  b  gleich 
dem  Producte  beider  Wurzeln. 

Hat  die  Gleiofanng  die  Form 

aZ«4-^Z+y  =  0  m 

•0  erfaUt  man  dnrofa  Vergleiofanag  mit  1  

3«  «  2« 


--  ZM«  CUelohiuigeii  und  Proporttonen.  ^  4g 

FBr  die  trtgonometrlBche  AuflSsnng  veigL  101.  —  lat  b.  B.  die  OleiohiiQg 

VST+7  +  V8x-18  =  V7X  +  1 
gegeben,  so  erbUt  man  ans  ibr  dnrcb  Qnadrlren  und  Reduciren  nacb  nnd  nacb 

V6x«  — löx  — 126s=x  +  6        und        6x«  —  27x  — 163  =  0 
also  eine  Qleicbnng  sweiten  Grades,  und  ans  dieser  nacb  4 

_  27  ±  y27«+  2840 _ 27  ±  68 _  r+  9 

*""  10  —    10    ^l-av, 

Einaelne  böbere  Oleiebnngen  lassen  sieb  dnrcb  sweokmlssige  Bubstitutionen 
auf  Oleiebnngen  iweiten  Grades  rednciren,  nnd  dadnrcb  lösen.  8o  gebt  s.  B. 
die  Gleiebnng 

to  — V^=12 
t/  '  ' 

wenn  man  x  '*  =  y  setst,  in  die  qnadraüscbe  Gleiebnng 

y«  — y  — 12s=0       über,  aus  der       y=-l=J=/  +  ^ 
folgt,  so  dass  die  vier  Wertbe 

x  =  Vy»=4-8,  —8,  +6,196. i,  — 6,196.  i 
der  vorgegebenen  Gleiebnng  genügen. 

IBm  Die  ttMekugen  dritten  Grades.  Jede  Gleichung  dritten 

Grades  läset  sich  auf  die  Form  bringen 

et 
diese  durch  die  Substitution  x  ==  7 0-  und  allfiäUige  Umsetzung 

▼on  y  in  — y  auf 

y«  +  3ay  — 2b  =  0  « 

a 
und  diese  endlich  durch  die  neue  Substitution  y  =  u auf  die 

•^  u 

quadratische  Form 

,x6_2bu»  — a»==0    woraus  (18)    n^K±VW^^        • 
folgt  Da  aber  

x.-.-[x-f;][x-=l+0.fi][x-Z±^.ra]  4 

Bo  hat  jede  Zahl  a  drei  dritte  Wurzeln,  nnd  wenn  man 

setzt,  80  erhfilt  man,  zunächst  A  für  n  einfahrend,  die  drei  Werthe 

y,-A i-  =  A4-B 

-1±V=^.  a  A+B  ■  A— Bw— g 

^» 2 ^-_i+icrg    ' 2~+~T"'^~^ 

2 ^  • 


—  1— y— 3  .  a  ^      AH-B      A— Bw — g 


2 ^ 

und  dieselben  Werthe,  die  zusammen  die  sog.  Cardanisehe  Formel 
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bflden,  würden  sich  ancli  dmcli  Emführang  von  B  fOr  n  ergelien. 
Ist  b^  +  ft'  positiv,  so  ist  ntir  ji  reell,  für  Null  oder  (101)  negatiT 
werden  es  dagegen  aach  72  und  73. 

FQhrt  man  in  1  den  angegebenen  Werth  iür  x  ein,  so  erhUt  miui 

also  2,  wenn  man 

*""       9  54 

seist  ~  Die  nene  Bnbstitution  für  y  gibt  direct 

n«  — -^  — 2b  =  0 

n* 

also  3,  sofern  mit  n*  mnltipllcirt  wird.  —  Mnltiplicirt  man  in  4  die  iwei 
letsten  Facioren  rechts,  so  erliUt  man  daa  Prodnct 

x«  +  xvT+v^ 

nnd  durch  ZnAgen  des  ersten  Factors  daa  nene  Produet  x'  —  a,  d.  h.  die 
Seite  links,  so  dass  4  nachgewiesen  ist  Je  nachdem  Ar  n  eniapreebead  4 
einer  der  drei  Werihe  

eingeführt  wird,  erhllt  man  endlich  für  y  die  drei  Werihe  6;  so  s.  B.  gibt 
der  erste 

^  ^^  Vb«  —  (b*  +  a«) 

etc.  —  Ist  b*-f-*'  negativ,  so  werden  A  nnd  B,  nnd  damit  scheinbar  auch 
alle  drei  Werihe  von  y  imaginär,  —  während  gerade  in  diesem  Falle,  wie  die 
trigonometrische  Lösung  in  101  seigt,  alle  drei  Wnneln  reell  sind.  —  Hai 
man  a.  B.  die  Oleichnog 

X»  -  10x«  +  34x  — 40  =  0 
so  erhält  man  nach  1  nnd  7 

.  =  -10    ß=u    r^-*o    .=1    b=12    ybq:p=_«_ 

also  entsprechend  2 

nnd  nach  6  nnd  6  snccessive 

also  endlich  fttr  die  vorgelegte  Qleicbnng  die  drei  Wnneln 

Die  Avflösnng  der  Gleichung  2  scheint,  wenigstens  so  weit  es  die  reell« 
Wnrsel  anbelangt,  schon  Scipione  dal  Ferr«  (Bologna  14..  —Bologna  1626; 
Lehrer  der  äCathematik  in  Bologna),  —  bald  nachher  nnd  nnabhiogig  voa 
Ihm  aber  aaeb,  in  Folge  eines  An  lieben- Wetikampfes,  Tartagila  goAndsa 
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stt  heben.  Letiterer  theilte  eeine  Lösung  1630  Ckrdano  «if  deseen  inetftndiges 
Bitten  mit,  und  dieser  pnblicirte  sie  sodann,  zuwider  gegebenem  Yerspredien, 
aber  allerdings  unter  beifügen  des  Beweises  und  Erweiterung  auf  1,  in  seinem 
^Artls  magn»  sive  de  regulis  AlgebrcB  über  unus.  Mediolani  1545  in  foI>, 
worüber  sieh  sodann  Turteln«  in  seinen  „Quesiti  ed  invenstoni  diverse. 
Venesia  IHß^  mit  Recht  bitter  beklagte;  aber  die  Regel  behielt  dennoch  nach 
wie  vor  den  Namen  der  Cardanischen,  wie  e.  B.  schon  die  Titel  der  Schriften 
9^Al.  O.  lüUteer*  Formula  CardanL  Oottingn  1767  in  4.,  ~  E.  Mchnert 
Gardanus  Formel.  Htldburghausen  1857  in  4.,  ^  eto.^,  zeigen. 

SO.  Die  Sleiohnogen  höhern  Grades.  Jede  algebraische  Gleichung 
besitzt,  wie  Gauss,  Cauchj,  etc.  nachgewiesen  haben,  eine  Wurzel 
der  Form  ««a+bi,  und  lässt  sich  somit  durch  (x — a)  ohne  Best 
tbeilen.  Es  hat  also  jede  Gleichung  vom  n**"  Grade  nothwendig 
B  Wurzeln,  unter  denen  aber  paarweise  imaginäre  vorkommen 
können.  Zur  Auflösung  höherer  numerischer  Gleichxmgen  dienen 
Terschiedene  Näherungsmethoden,  praktisch  wohl  am  Besten  die 
sog.  Begula  Fatol  (132). 

Da  in  den  seltenen  Fällen,  wo  praktisch  eine  höhere,  und  dann  immer 
nur  eine  numerische,  dagegen  gar  nicht  immer  nur  eine  algebraische  Gleichung 
snr  Losung  vorUegt,  kaum  eine  andere  Methode  als  die  im  Texte  erwfthnte, 
alle  FftUe  beherrschende  Regula  Falsi  (für  welche  ausser  1S2,  auch  44  und 
60  m  vergleichen  sind)  sur  Anwendung  kömmt,  so  mag  es  hier  genügen,  die 
■og.  Theorie  der  hOhem  Gleichungen  mit  folgenden  historisch -Uterarischen 
Notisen  su  bedenken:  Ludovico  Ferrari  (Bologna  1622  —  Bologna  156&. 
Bchfller  Ton  Cardano,  dann  Professor  der  Mathematik  su  Mailand  und  Bologna) 
seigte,  dass  nun  au  jeder  Gleichung  4**»  Grades  eine  Hfilfsgleichung  8*»  Grades, 
die  sog.  Reaolrente  Euler's,  finden  könne,  aus  deren  Wurzeln  sich  ihre 
Wurzeln  leicht  darsteUen  lassen;  vergl.  Cardano's  oben  erwfthnte  Ars  magna, 
—  Ealer's  Abhandlung  „De  formis  radicum  SBquationum  cujusque  ordinis 
co^jeetatio  (Comment.  Petrop.  VI),  —  etc.  —  Alb.  GIrard  lehrte  in  seiner 
Schrift  „Inventlon  nouvelle  en  l'Algibre,  tant  pour  la  Solution  des  ^quations, 
que  pour  reeolgnoistre  le  nombre  des  Solutions  qu'elles  re^ivent,  avec  plu- 
sieurs  choses  qui  sont  nicessaires  li  la  perfection  de  oeste  divine  science. 
Amsterdam  1629  in  4.**,  dass  jede  algebraische  Gleichung  vom  n*»  Grade  auch 
H  Wurieln  habe,  und  der  Coefftcient  der  (n^h)^«  Potena  der  Unbekannten  ^ 

die  Bumme  der  Gombinationen  s&mmtlicher  Wurseln  aur  Classe  h  enthalte.  —  I 

Dcscartes  fand,  dass  jede  Gleichung  höchstens  so  viele  positive  Wurseln 
als  Zeichenwechsel,  also  s.  B.  x*-|-8x  — 6:=0  höchstens  Eine  positive  (und, 
da  sie  Ar  x=:  — y  in  y*-|-dy4'^  =  0  fibergeht,  keine  negative)  Wnrxel 
habe«  »  liAiud  demonstrirte  in  seiner  Promotionsschrift  „Demonstratio  nova 
tfaeorematia  omnem  functionem  algebraicam  rationalem  integram  unius  varia- 
biUa  la  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  posse.  Helmetadii 
1799  in  4«  sum  ersten  Mai  in  strenger  Weise  die  Richtigkeit  des  im  Texte 
gegebenen  Batses.  —  hhwä  wies  durch  sein  „Memoire  sur  les  ^quations 
algAbriqnes  6u  l'on  dtoontre  Timpossibilitö  de  la  r^solutlon  de  l'4quation 
gtedrale  da  einquitaM  degr4.  Chrlstiaoia  1824  (Auch  Bd.  1  von  Crelle's  Jonr- 
Bal)<*  nach,  dass  man  nach  dieser  Beite  an  einem  gewiesen  Abschlosae  ge- 
kommen aeL  —  Mona  seigte  (vergl.  die  in  6  citirte  Algebra  Ton  Mayer  et 
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Choqaet),  ämm,  wenn  man  tu  t  (z)  die  erste  Ableitung  1^  (z)  (vexgL  55)  anf- 
Buche,  —  femer  unter  f|  (x)  den  Oegensats  des  Restes  der  Division  von  f  Cjl) 
dvrch  f|  (x),  —  unter  f,  (z)  den  Gegensats  des  Restes  der  Division  von  ^  (x) 
durch  fs  (z),  —  etc.  verstehe,  —  dann  in  diesen  Functionen,  deren  Lietste 
fr  (z)  den  Constanten  Werth  a  haben  möge,  z  einmal  durch  «,  nnd  ein  andermal 
durch  ^  >  a  ersetse  (wo  aber  weder  a  noch  ß  Wuraeln  von  f  (z)  sein  dfirfea), 
—  und  nun  finde,  dass  die  Reihe  dieser  Functionen  fUr  z=ci  eine  gewisse 
Ansahl  n  Zeichenwechsel  mehr  zeige  als  für  z=:^,  f  (z)  nothwendig  n  reelle 
Wurseln  swischen  o  und  ß  besitze.  Nur  in  dem  besondem,  das  Vorhandensein 
gleicher  Wurzeln  andeutenden  Falle,  wo  azsO  werden  sollte,  also  offenbar 
(vergl.  13)  fr-i  (z)  ein  Theiler  von  f  (z)  ist,  liest  das  Verfahren  im  Btieh,  — 
es  sei  denn,  man  sondere  diesen  Theiler  ab,  und  bilde  die  Reihe  der  f  noch- 
mals. Ist  I.  B. 

f(x)  =  x*  — 8x»  +  28x«  — 28X  +  12 

so  erhUt  man  nach  obiger  Vorschrift  die  Bturm'sche  Reihe 

fi(x)s=4x»  — 24x«+46x-28 

ii(x)  =  lxt~2x  +  2 

fg(x)s=2x  — 4s=2(x  — 2) 

idso  bat  f  (x)  den  Theiler  x  —  2;  sondert  man  diesen  ab,  so  erhilt  man  die 

nene  Reihe 

f  (x)s=x«  — 6x»4-llx  — 6 

fi(x)ci:8x«  — 12X  +  11 

f,(x)  =  8 
nnd  ans  dieser  erhilt  man  für  die  Substitutionen 
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also  hai  dia  Gleichung 

X«  — ex«  +  llx  — 6=0 

swischen  0  und  Vt  heine,  iwisohen  Vi  ^uid  */t  ®^®  (nlmlieh  1),  iwisohSB  % 

und  Vt  ®^^  zweite  (nimlich  2),  nnd  zwischen  Vt  ^^^  Vt  ^'^^  ^^^  dritte 

Wurzel  (nimlich  8),  nnd  die  Gleichung 

X*  — 8x«+28x«  — 28x  +  12z=0 

hat  ausser  diesen  drei  Wurzeln  noeh  die  dem  Theiler  x  —  2  entspreehende 

Zwillingswurzel  2.  —  Vergleiche  femer  „Lagruget  Traii6  de  la  r^aolntion 

des  4quations  nnm^riqnes.  Paris  1798  in  4.  (8  6d.  1826),  —  Foutor*  Analyse 

des  4quationa  d4termin4es.  Paris  1881  in  4.,  —  Moritz  Wilhelm  lli«Msdh 

(Leipzig  1802;  Professor  der  Mathematik  und  Philosophie  zn  Leipzig),  Lehre 

von  den  h5hem  numerischen  Gleichungen.  Leipzig  1884  in  8^  —  Carl  Heinrich 

CM0B  (Brannschweig  1799;  Professor  der  Mathematik  in  Zflrioh),  Di«  Anf- 

lAsung  der  hOhem  numerischen  Gleichungen.  Zflrioh  1887  in  4.  (ZnsitM  1889; 

Baarbeitong  von  Sneka  in  seinem  Jahrbnohe  «of  1841  nnd  in  Grelle  22))  — 

Karl  SmUmtIk  (Brttnn  1822;  frflher  Professor  der  Mathematik  in  Png»  Jetrt 
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Dineior  dw  k.  k.  Centralanstalt  für  Meteorologie  in  Wien),  Die  Auflösung 
der  Mbem  numerieehen  Gleichungen.  Leipsig  1866  in  4.,  —  etc.*^ 

•1«  Sleleknogen  mit  mekreren  ünbekunten.  Hat  man  n  Olei- 

clrangen  mit  n  Unbekamiten,  so  kömien  sie  auf  (n — 1)  Gleichungen 
mit  (n — 1)  Unbekannten  reducirt  weiden,  indem  man  mittelst  einer 
derselben  eine  Unbekannte  durch  die  übrigen  ausdrückt  und  den 
so  gefundenen  Werth  in  alle  andern  Gleichungen  einsetzt  Wendet 
man  dieses  EllmbiatioiiBTerflaliren  an,  bis  man  auf  Eine  GFleichung 
mit  £iner  Unbekannten  gekommen  ist,  so  gibt  diese  den  wirklichen 
Werth  derselben,  und  mit  seiner  Hülfe  lassen  sich  sodann  auch  die 
übrigen  Unbekannten  definitiv  berechnen.  So  z.  B.  findet  man  auf 
diese  Weise  aus 

aix-hb,74-ciz»=d,,  a2x4-b2y+C2Z=d2,  ajX+bjy+Caz^djl 
wenn  man  die  sog.  Determinante  (vergl.  34) 
Piqiri  — piqjrj  — p,q,r3-f  pjqjri  +  paqira— p3q2ri==[p,  q,  r]  » 
setzt, 

^__  [d,b,c]  [d,c,a]  ^  _  [d?  >?  b]  ^ 

[a,b,  cj  ^       [Ä,b,  cj  [Ä,b,c] 

In  speciellen  Fällen,  und  namentlich  wenn  alle  Gleichungen  vom 
ersten  Grade  sind,  lassen  sich  oft  sehr  erleichternde  Verfahren  an- 
wenden. So  z.  B.  findet  man  aus  der  halben  Summe  und  der  halben 
Differenz  zweier  Zahlen  durch  Addition  und  Subtraction  diese  Zahlen 
selbst.  Hat  man  femer  z.  B.  zwei  Mengen  mi  und  m^  zu  den  Preisen 
Pi  und  ps,  und  bezeichnet  m  die  Gesammtmenge,  p  aber  den  Durch- 
schnittspreis, so  ist  offenbar 

m .  p  =  m| .  pi  -f-  m2 .  pj         und         m  ^  m|  -j-  m^  « 

und  hieraus  folgen  durch  Elimination  von  m  oder  m^ 

™|(P  — Pi)*=mt(ft  — P)  ™d  m(p  — p8)«m,(pt— P2)  » 
womach  sich  die  Hauptaufgaben  der  sog.  AlUgatlans-  oder 
MIaelianKsreclininic  lösen  lassen.  —  Ist  die  Anzahl  der  Glei- 
chungen kleiner  oder  grösser  als  die  Anzahl  der  Unbekannten,  so 
wird  in  ersterm  Falle  die  Elimination  eine  Endgleichung  mit  minde- 
stens zwei  Unbekannten  (eine  sog.  unbestimmte  Gleichung,  der  un- 
endUch  viele  Systeme  von  Werthen  genügen;  s.  22),  —  in  letzterm 
Falle  mindestens  Eine  Gleichung  zwischen  Bekannten  (eine  sog. 
Bedingungsgleichung;  s.  194)  ergeben.  Vergl.  auch  210. 

Hat  man  iwei  Gleichungen  vom  enten  Ghrade  mü  swel  Unbekannten,  so 

kann  oiaa  die  Elimination  in  selir  venchiedener  Weise  voUaiehen :  Entweder 

rechnet  man  ans  der  Einen  die  eine  Unbekannte  ans,  wie  wenn  die  andere 

bekannt  wäre,   und  aalbatltalrt  ihren  Werth  in  die  sweite  Gleichung;   so 

eigen  I.  B.  aus 

3z  +  15yss673  6x-}-4ycs286 

necesaiTe 
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x  = g ic=  191  —  6  y 

6(191  — Öy)4-4y  =  286  910  — 26y  =  0 

y=s-^s86  zs=sl91  — 6.86£=16 

#der  man  reclinet  aus  beiden  Gleichungen  dieselbe  unbekannte  mu,  und 

••■ipaiirt  durch  Gleiehsetsung  die  erhaltenen  Werthe;  so  folgen  ■•  B.  «na 

14  x  +  6y  3=836         d9x=Uy— 1609 
successive 

_8g6  — Ux  _1609  +  89x 

^J^^^]^,^     '     i4(8M-Ux)=:6(1609  +  8»x) 
8619  =  891. X         x=:9  826-U.9_^^ 

0 

Mier  man  sucht  die  kleinste  Zahl,  in  welcher  die  CoeCftcienten  der  einen 
Unbekannten  in  beiden  Gleichungen  enthalten  sind,  multiplicirt  jede  Glelchang 
mit  dem  ihr  fehlenden  Factor,  und  eliminijrt  durch  Subtraction  oder  Addition 
der  neuen  Gleichungen,  je  nachdem  die  ausgeglichenen  Glieder  gleiehes  oder 
entgegengesetetes  Zeichen  haben;  so  folgen  s.  B.  aus 

89x  — 28ys=d2  42x  +  16y=:486 

da  89  und  42  in  14. 89  =  546 s=  13. 42,  28  und  15  aber  in  lö.28s=490  ent- 
halten sind,  suceessive 

546.x  — 892.  y  =  448  585.x  — 420.  y  =  480 

546. x4- 195.  y  =  6818  1176.  x-f  420.  y  =  18608 

also  ans  den  ersten  durch  Subtraction 

587.  y=  5870  oder  y  =  10 

und  «OS  den  letatem  durch  Addition 

1761.x  =  14088  oder  x  =  8. 

Mer  man  multiplicirt  nach  der,  den  Namen  von  Et.  Besaut  (vergL  deaaen 
„Theorie  g4n4rale  des  4quations  alg^briques.  Paris  1779^,  und  verschiedene 
betreffende  Abhandlungen  in  den  Par.  Mem.)  tragenden  Methode  die  eine 
Gleichung  mit  einem  vorlftuflg  unbestimmten  Factor,  addirt  sie  lu  der  andern, 
und  bestimmt  nun  den  Factor  so,  dass  die  eine  oder  andere  Unbekannte  we^ 
fUlt;  eo  folgt  s.  B.  aua 

x4-2ysl0  4x  +  8y  =  20 

wenn  p  ein  vorlluflg  unbestimmter  Factor  ist, 

(l+4p)x  +  (2  +  3p)y  =  10  +  20p 
also ,  je  nachdem  p  =  —  V4  <>d^  P c=  —  Vi  g^ctst  wird, 

•--y^5     d.h.  '  y^4     oder     — r^^ — ^     ^- ^*      3l  =  2. 
4  00 

In  einselnett  Flllen  kann  man  auch  noch  besondere  Kunstgriffe  anwenden: 

Hat  man  s.  B. 

^      a  ax  — b      1 


V7=T 


y        b  y            a 
ao  erhilt  man,  wenn  man  die  erste  Gleichung  quadrirt  und  nmatttmiy  dann 
mit  der  iweiten  multiplicirt,  etc.,  suceessive 

y        b*                    b        b«  4          «u      VI 

-i-.s3— s-           »  — — ^— T  a^x-^a^bssb'x 
X        a*                    X        a» 

a^b                          b*  ab* 


y  = 


a*  — b«  '""  a« a*  — b* 


—  Die  Qkiolnuigeii  und  Proporttosen.  —  49 

Hat  man  8,  4,...  Qleiciumgen  das  ersten  Grades  mit  8,  4,...  Unbekannten, 
so  kann  man  sie  in  gans  analoger  Weise  wie  2  Gleichungen  mit  2  Unbekannten 
behandeln;  so  a.  B.  erhilt  man  ans  den  8  Oleidinngen  1,  indem  man  in  £^r^ 
weUening  von  Beaont*s  Methode  die  S.  mit  p,  die  8.  mit  q  mnltiplicirt,  nnd 
dann  alle  drei  addirt 

(•i+«tP  +  «sq)x  +  (bi+b,p+b,q)y  +  (c,+c,p+e,q)i  =  di+d,p-}-d,q 

Seist  man  nnn  snr  Bestimmnng  von  p  nnd  q  die  iwei  Oleiehnngen 

J>i  +  NP  +  b|q=0  Oj  +  C,p  +  c,qs=0 

fest,  nnd  addirt  sie,  nachdem  man  letatere  mit  r  mnltiplicirt  hat,  so  erhUt  man 

^  +  Ci'  +  (N+Cir)p  +  (b,  +  Ctr)q  =  0 

Hiems  folgt  aber  ftr 

. b,  bi  +  qr       b,  c,  —  b«c. 

r  = ft-       sofort       p  SS  —  - '  ;  ^    =  t^-^ — r^--= 

r=-  — il  OTZ      ^i  +  Cjr  _  ^jCi  — ^Ct 

c,  ^""      b,  +  c,r        b,Cg  — b,c, 

also  ans  der  firflhem  Gleichung 

j^--  fli  +  diP  +  d,q 

•i+«iP+«iq 

_  dt(b,c,  — b,eO  +  d,(b,Ct  — btC,)  +  d,(b|C^-.b,cO 
•i  (N  c»  —  »>•  Ci)  +  »t  (»>i  Ct  —  W  c,)  +  s,  (bi  c,  -  b,  c^ ) 
d|  bg  Cg  —  d|  hg  Cg  —  d^  b|  c^  -(-  d^  bg  Ct  -f"  dg  b|  c^  —  d^  hg  c, 
""a|b,c,—  a|b,c,  —  a|bjC,  +  a|b,CiH-s,biCg  —  s,bgC, 
^[d,b,c] 
[a,  b,  c] 
wie  in  8,  —  nnd  gani  entsprechend  können  die  Werthe  von  y  nnd  s  erludten 
werden.  ^  Aneh  wenn  die  gegebenen  Gleichungen  hohem  Grades  sind,  so 
Hast  sieh  die  Elimination  in  manchen  FUlen  noch  gans  in  Umlicher  Weise 
volLdehea,  besonders  wenn  wenigstens  eine  der  Gleichungen  in  Besiehnng  auf 
eine  der  Unbekannten  noch  vom  ersten  Grade  ist;  so  folgen  s.  B.  ana 

ayx— ey=y+8  VT=ri=y  +  2 

sneeessive 

4(x~6y)  =  y«+ey  +  9  x-l  =  y«  +  4y  +  * 

x-=i— l — ^   '  x=ry«4-^y+^ 

y«  +  80y  +  9=:4(y«  +  4y  +  6)  8y«-14y  +  U  =  0 

und  also  nach  18:8,4 

14±yi4'-4.8.U_14±8_r8Vg  x--/^*/* 

^~  Y7i  ""     6     ""11  *""lio 

In  andern  FUlen  kann  noch  ein  speeiell  der  Aufgabe  angepasster  Kunstgriff 
dnrehhelfen;  so  erhilt  man  a.  B.  ans 

x«H-i-«  =  »  x«  +  y«  =  b  y«+s«  =  c 

indem  man  die  sweite  Gleichung  von  der  Summe  der  ersten  nnd  dritten  ab- 
liebt, aaf  einen  Schlag 

In  manchen  FiUen  jedoch  liest  sich  die  Elimination  gar  nicht  durchführen, 
«ad  man  mnss  neuerdings  froh  sein,  in  der  Regula  Falsi  ein  Universalmittel 
sn  beailMB,  welches  snoh  da  (vergL  das  in  182  gegebene  Beispiel)  nicht  im 
BüAb  ttaat,  d.  h.  bei  anmeriscfaen  Gletohnngen  ohne  vollflogene  EUmtnnUoD 
w«if, "    - 
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die  UnbekanDten  mit  jeder  beliebigen  Annäherung  zn  bestimmen  erlaubt  — 
Zorn  Schlüsse  mögen  nooh  cur  Erllutemng  der  MischnngsFechnung  folgende 
Beispiele  folgen:  Hat  man  6  Saum  Wein  k  80  Fr.,  und  vrill  sie  mit  Hfilfe 
eines  190  Fr.  werthen  Weines  sur  Erstellung  eines  90  Fr.  werthen  verwenden, 
so  hat  man  nach  5  von  dem  2.  Weine  m,r3  6  (90— 80):  (120— 90)  =9  2  Saum 
'  SU  nehmen.  —  Hat  man  4  Loth  18-karatiges  (auf  24  Oewichtstheile  6  Kupfer 
haltendes)  Oold ,  oder  Oold  von  750  Feingehalt  (750  Gold  auf  1000  Theile) 
und  2  Loth  Gold  von  12  Karaten  oder  500  Feingehalt,  so  hUt  nach  4  die 
Mischung  (4. 18+2. 12):  6 SS  16  Karate  =  666 V.  Feingehalt  —  Will  man  2  ff 
viersehnlOthiges  (auf  16  Gewichtstheile  2  Kupfer  haltendes)  Silber  mit  acht- 
lOthigem  Silber  mischen ,  um  Silber  von  10  Loth  oder  625  Feingehalt  sn  be* 
kommen,  so  hat  man  nach  5  von  der  sweiten  Legirung  2  (10 — 14):  (8  — 10) 
rs  4  8*  SU  verwenden.  —  Soll  man  3  ff  sechspfQndigen  (5  ff  Zinn  auf  1  ff 
Blei  haltenden)  Zinnes  mit  einer  andern  Zinnsorte  mischen,  so  dass  man  7  ff 
slebenpfttndiges  Zinn  (Zinn  von  %  Gehalt)  bekömmt,  so  hat  man  nach  5  hieflir 
p,  sa(7 .  Vt  —  8 .  %) :  (7  —  3)  =  7,  oder  achtpfUndiges  Zinn  lu  nehmen.  —  Etc. 

S9«  Die  lUbeitimmtail  Gleichugen.  Um  z.  B.  eine  unbestimmte 

Gleichung  der  Form 

ax  -h  by  =  c 

wo  a,  by  c  ganze  ZaMen  ohne  gemeinschaftlichen  Factor,  a«<:b 

und  a  prim  zn  b  sein  sollen,  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen,  bildet 

man  successive,  wenn  qt  q^ . . .  Quotienten,  r| r^ . . .  Beste  sind,  die 

Hülfsgieichungen 

c  —  by  ,  r«  —  rjv 

p,»ÄIZi^    etc. 

Setzt  man  diese  Operation  fort,  bis  ein  Best  r^i » 1  wird,  so  werden 
offenbar  für  jeden  beliebigen  ganzen  Werth  von  p^  alle  frühem  p, 
sowie  X  und  j  ebenfalls  ganze  Zahlen,  und  man  erhält  somit  im 
Allgemeinen  unendlich  viele  Auflösimgen,  —  in  speciellen  Fällen, 
wo  z.  B.  nur  positive  Werthe  von  x  und  y  Bedeutung  haben  können, 
jedoch  vielleicht  auch  gar  keine. 

Ist  I.  B. 

6x  +  7y=a83 
so  erhllt  man  successive 

83>-7y       _  ,  3-2y 

xs= g =  6-y  +  p  wo        p=i — ^ 

8  — Bp       ,       «  1— P 

pssl-Sq 
ftlto 

7a5.q  — 1  xaS  — 7.q 

wo  nun  Jeder  gaasa  Werth  Ton  q  auch  fBr  x  und  y  gsase  Werthe  gibt  Fflr 
ri  s  1  wird  I.  B.  y  ssr  4  nnd  x  =r  I,  und  dless  Ist  suglelch  die  elnslge  Auflösung 


^ 
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In  positiven  gansen  Zahlen.  —  Die  su  nnbestlmmten  Oleiclinngen  fftbrenden 
Avflgaben  tragf-n  auch  oft  den  Namen  von  Dlophant«  der  sich  cuerst  mit 
Urnen  befaatt  in  haben  scheint 

M«  TraHiCendente  GleichlUlgeD.  Einzelne  transcendente  Glei- 
chungen lasBen  sich  auf  algebraische  zurückführen ;  so  z.  B.  können 
namentlich  manche  sog.  Exponentlalglelcbangen  9  d.  h.  Glei- 
chungen, bei  denen  die  Unbekannte  als  Exponent  erBcheint,  durch 
Gleichsetzen  der  Logarithmen  beider  Seiten  oder  sog.  IjOgarltb- 
miren  auf  Gleichungen  vom  ersten  Grade  reducirt  werden  (vergl. 
26,  27);  alle  namerlsclieu  transcendenten  Gleichungen  aber  sind 
wie  die  algebraischen  mit  Hülfe  der  Regula  Falsi  (132)  löslich. 

Ist  s.  B. 

6,26  oder  (2,5)*  =s  2,5« 


ii^r 


so  ergibt  sieh  ohne  weiteres  z  ^  2l  —  Ist  dagegen 

a«-(-b«»=3  2a.b* 
so  bat  man  snceessive 

(a-b«)«  =  0  as=:b»  logarsax.logb  »^^^ 


Ist  endUch 

^-^V«2»»+»  oder  i 

S* 


(fj 


2»»+»  oder  i!ll=a8*  +  » 


so  findet  man  nach  nnd  nach 

x>.log8^zlog8=:(x4-8}log8  x*^x  =  x-f  8 

x"  — 2x-|-l  =  4  X  — Issi+yr         xr=3lHh2 

wid  so  fort. 


Alliti  der  Gleickingen.  Um  die  in  einer  Aufgabe  aus- 
gesprochenen Besiehungen  zwischen  Bekannten  und  Unbekannten 
durch  Gleichungen  auszudrücken,  denkt  man  sich  Letztere  ebenfalls 
als  bekannt,  und  rechnet  mit  ihnen,  wie  wenn  man  ihre  Richtigkeit 
prüfen  wollte.  Stellen  z.  B.  t  und  T  die  Zeiten  vor,  in  welchen 
zwei  Punkte  einen  Umlauf  vollenden,  und  r  die  Zeit,  in  welcher  der 
erstere  den  andern  je  einmal  überholt,  ßo  findet  man  auf  diese  Weise 

1       i_i        1-11,               T.t         ,        ^       T.r 
T.-T-^l  +  T.TK-     a.h.     r==  fK T     oder     t 


und  so  ähnlich  in  andern  Fällen. 

Michael  fMfel  gibt  fai  einem  Anhange  sn  RndoUPs  Coss  (anf  fol.  147  der 
Ausgabe  von  1658)  folgende,  mit  der  Obigen  übereinstimmende  Regel  ram 
Awsatte  der  Gleichungen :  „Bo  dir  forkompt  etwas  sn  rechnen,  so  hab  erstlich 
acht  anff  das  facit,  Dafür  sets  1  2Q  (vergl.  16;  fAr  weitere  Unbekannte  brancht 
er  1 A,  1  B,  etc.)  Und  lass  dir  fein  langsam,  die  aofTgsb  widerumb  von  stnck 
su  stock  fllrgelieny  also  das  da  mOgest  mit  deinem  facit  (das  ist  1  2Q)  handien 
nach  allen  stachen  derselbigen  aoffgabi  so  vHrsta  kommen  auff  ein  vergleychang 
sweyer  salsn,  die  wol  ongleych  sind  an  der  veneychniss,  aber  doch  gleich 
aa  werdt  der  grosse  oder  vüe.  Alsdann  redncir  ein  vergleychang  in  die  ander, 
•o  lang  bis  d«  kompst  anif  1  2Q  vergleycht  einer  ledigen  aal.  80  ist  denn  1  2Q 

4« 
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resolvirt,  nnd  die  rechaung  gefunden.  Und  also  hostn  die  Regel^,  —  und 
sieht  dann  noch  dieselbe  in:  „Für  das  facit  deiner  anifgab  aets  1  2I{.  Handle 
damit  nach  der  anffgab,  bis  da  kommest  auf  ein  equata.  Dieselbe  ledveir,  so 
lang  bis  du  sihest  das  1  2Q  resolvirt  ist^  zusammen.  —  Betst  man  in  dem 
im  Text  gegebenen  Beispiel  tssl^  und  T=:12i>,  so  folgt  tsI^  6"  33«;  d.  h. 
wenn  sich  Minuten-  und  Stundenzeiger  bei  einer  gewöhnlichen  Uhr  um  12^ 
deckten,  so  kommen  sie  wieder  nm  1^  6">  27",  dann  nm  2i>  lO"  54* ,  etc., 
zusammen.  —  Ein  zweites  Beispiel  entnehme  ich  Pollakt  ^In  einen  Btnnnen- 
Kaaten,  welcher  180  Eimer  fasst,  münden  zwei  Röhren.  Als  die  erste  8  nnd 
die  zweite  6  Stunden  lang  geöflhet  war,  hatten  sie  zusammen  bereits  iwei 
Drittel  des  ganzen  Beh&lters  gefUUt;  und  als  die  erste  11  und  die  zweite  8 
Stunden  geöffnet  war,  fehlten  nur  mehr  6  Eimer,  bis  der  Kasten  ganz  gefüllt 
gewesen  wire.  Wie  viele  Eimer  liefert  jede  Röhre  in  einer  Stunde?*^  Be- 
zeichnen wir  die  beiden  gesuchten  Mengen  mit  x  und  y,  so  folgen 

8x+Öyr9l80.-|-s3l20  llx+ SysalSO  — 6sb174 

o 

und  hieraus  nach  21  :x=3lO  und  y=sS.  ^  Ein  drittes  Beispiel  bei  lladMff 
heisst:  n^rey  machen  ein  gsellschaft  Legt  der  erst  eyn  100  fl.  Der  ander 
200  fl.  Der  Dritt  800  fl.  Und  über  2  monden  legt  der  erst  pfeffer  eyn,  je 
8  8*  für  1  fl.  Der  ander  legt  über  4  monden  ein  eyn  stuck  sylber  ye  ein  mark 
für  7  fl.  Nach  verschiner  jarzeyt  haben  sye  gewunnen  2öO  fl.  Auss  solichem 
gwin  gepüren  dem  ersten  50  fl.  Dem  andern  110  fl.  Dem  dritten  90  fl.  Ist 
die  frag  wie  vil  des  pfeffers  und  wie  viel  dess  sylbers  sey  gewesen.^  Be- 
zeichnet X  die  Anzahl  der  Pfunde  Pfeffer,  y  die  Anzahl  der  Mark  Silber,  und 
z  den  monatlichen  Gewinn  an  1  fl.,  so  hat  man 

(100.12-f  x.4-.10)zs=Ö0  800. 12. z  SS  90 

o 

(200.12  +  y.7.8)z  =  110 

Aus  der  dritten  Gleichung  folgt  z  =3  y^^ ,  und  hlefür  geben  sodann  die  erste 
und  zweite  Gleichung  xxs240  und  ysa85V7- 

IV.  Die  Progrenioneii  und  Ketteiibrfldie. 

tc«  Die  aritbmetiicheD  FrogrestioDeii.  Die  n  Zahlen 

-^  a .  (a  +  d) .  (a  H-  2d) (a  -f  (n  —  1 )  d)  1 

von  denen  (17)  jede  drei  auf  einander  folgende  eine  stetige  arith- 
metische Proportion  eingehen,  bilden  eine  sog.  arithmetische  Pro- 
gression; a  heisst  erstes »  zsssa  +  (n  —  l).d  letstes  Glied 9  d 
DUTerenz»  Da  die  Summe  jeder  zwei,  von  beiden  Enden  gleich 
weit  entfernten  Glieder  offenbar  gleich  gross,  so  ist  die  Sninme 

aller  n  Zahlen 

^_2a  +  (n  — l)d  „_a  +  z  ^  ^ 

8  = 2 .n  =  — g-.n  % 

Selbstverstlndlich  moss  hiebei 

28         ^    ,  z  —  a  ^ 

a-f-z  d 
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eine  ganze  Zahl  sein,  und  beispielsweise  wird 

H-34-5  +  ...4-(2n  — l)  =  n«  4 

gefunden. 

Sclion  RodeUr  kennt  in  seiner  ^Künstliclien  recbnung^  von  1626  (vergl.  2) 
die  arithmetischen  Progressionen,  und  gibt  für  ihre  Snmmimng  die  2  ent- 
sprechende Regel:  „Solche  salen  kflrtlich  in  ein  sanuna  ra  bringen,  nimm 
war  der  stett,  da  iat  besihe  wie  vü  d'aalen  sein,  darnach  addir  die  erst  zur 
letstea,  da  coUect  mnltipicir  mit  dem  halben  teil  d'stett  oder  die  stett  mit  dem 
halben  teil  des  collects  nach  wolgefaUen,  das  ans  solchem  mnltipUciren 
kommen  ist,  zeigt  alle  zallen  in  einer  snmma.^  —  Nach  2  ist  s.  B.  die  Bnmme 
der  (n  —  m  -f- 1}  ^^  einander  folgenden  ganzen  Zahlen  m,  (m  -{- 1), . . .  n 

(n  4-  m)  (n  —  m  + 1)  ,         ,^,  j»  ,  n  (n  -4- 1) 

s  =  ^ — ■ — ^-^-5 ■ — -      und  speci^  für  m ra  1      s=s       «7^ 

Aus  4  folgen  z.  B.  ^e  von  IVtkeinaeh^a  t  einem  etwa  zu  Tiber's  Zeiten 
lebenden  Pythagorler,  entdeckten  Gleichheiten 

l  +  3ss2S  l  +  8  +  6s8s  l  +  3  +  6+7=:4>        eto. 

Die  arithmetischen  Progressionen  werden  auch  wohl  arlthmetisehe  Reihen 
erster  Ordnung  genannt;  fttr  solche  höherer  Ordnung  Tcrgl.  42. 

M«  Die  geometrischen  FrogressioneD.  Die  n  ZaUen 

-H-  a :  aq :  aq* :  aq' : aq"~"*  1. 

▼on  denen  (17)  jede  drei  auf  einander  folgende  eine  stetige  geo- 
metrische Proportion  eingehen,  bilden  eine  sog.  geometrische  Pro- 
gression; a  heisst  erstes  9  z  =  aq"-'^  letztes  Glied  9  q  Quotient« 
Die  Summe  aller  n  Zahlen  ist,   wie  sich  durch  Ausführung  der 

Division  erproben  lässt, 

q»  —  1      qz  —  a  ^ 

s  =  a-* T=    r  • 

q  — 1        q  — 1 

woraus  durch  Gleichsetzen  der  Logarithmen  gleicher  Zahlen  oder 

sog.  Logarithmiren 

^  ^  log  [s  (q  —  1)  +  a]  —  log  a  ^ 

logq 

folgt  y  —  und  beispielsweise,  wenn  ar>  1,  wird 

a         a*        a*  a  —  1 

gefunden. 

Auch  die  geometrischen  Progressionen  kennt  Rodolff  und  gibt  Ar  ihre 

Summatlon  die  2  entsprechende  Regel:  ^Jr  aUer  summa  kttrslich  eu  er£uren, 

nimm  Ar  dich  die  erst  und  and*  zal,  dividir  die  grosser  durch  die  kleineri 

mit  dem  quocient  multiplicir  die  aller  grösst  zal  so  vorhanden,  von  dem 

prodnct  snbtrahir  die  aller  kleinist,  behalt  das  übrig.  Bubtrahlr  darnach  1  von 

dem  vorigen  quocient,  in  das  rest  teil  ab  das  vorbehalten  übrig,  dlser  quocient 

aeigt  die  summa  aller  aalen."  —  Fttr  ässl  und  q^2  ergibt  sich  nach  % 

daaa  die  Bvnme 

8=!l  +  2  +  4  +  8  4-...  +  8>-lsa3>— 1  S 

ist,  woraus  speciell  Ar  n  =s  64,  da  die  subtraetive  1  natttrliöh  in  diesem  Falle 

veraachlftssigt  werden  darf,  log  s  ==  64 .  log  2  ss  19,2669300  oder  s  Ober  )§ 


54  —  ^^®  Progresslonan  und  KeUeabrflobe.  — 

Trillionen  folgt.  Es  liegt  darin  die  Lösung  der  bekannten  Aufgabe,  die  Aniahl 
der  Walzenkdmer  zu  bestimmen,  welche  der  indische  Fürst  dem  Erfinder  des 
Schachspieles  sn  geben  gehabt  h&tte,  um  ihm  nach  dessen  Bitte  das  erste  Feld 
mit  1,  das  X weite  mit  2,  das  dritte  mit  4,  das  vierte  mit  8  Körnern,  und  so 
fortan,  xu  bezahlen;  den  Scheffel  su  7  Millionen  Kömer  gerechnet,  wlren  es 
immer  noch  über  2y,  Billionen  Ekheffel  gewesen.  —  Nach  derselben  Regel 
(für  n^32)  w&re  folgende  bei  Rndolff  vorkommende  Aufgabe  sn  lösen:  „Ein 
ross  Wirt  hingeben  in  Etschlandt,  ist  der  kauff  gesteh  auf  die  88  hnffnegel, 
alffo  das  man  für  den  ersten  nagel  legen  sol  1  pagadeinlein  (thun  20  paga- 
deinlein  1  creutser),  für  den  andern  2,  fBr  den  dritten  4,  und  so  fort  daa  ye 
ein  nagel  swiret  so  tewr  aalt  werde  als  der  neohst  darvor.  Ist  die  frag  wie 
tewr  das  ross  hinkompt  Facit  pro  8679189  fl.  mttnta  In  Oesterreich.**  ~  Ver- 
nachlässigt man  in  einer  sog.  absteigenden«  d.  h.  als  Quotienten  einen 
Achten  Bruch  besitsenden,  bis  in's  Unendliche  fortlaufenden  Progreselon,  die 
dem  n^B  Oliede  folgenden  Glieder,  so  begeht  man  offenbar  den  Fehler 

f  =3  a  q«  +  a  q»+i  +  a  q«+2  +  ....=:  ^  • 

Kennt  man  in  einer  geometrischen  Progressi<m  die  Werthe  «  und  ß  des  m*>" 
und  n<«»  Gliedes,  d.  h.  ist 

a.q»— i=3a        und        a.q»— iss^  9 

also  qn— m:siL        oder       logqaa    "^     — —  S 

^  u  ^^  n  —  m 

so  kann  man  oifenbar  Jedes  andere  Glied  leicht  berechnen,  und  bei  bekannter 
Ansahl  aueh  die  Summe  aller  Glieder.  So  l&sst  sich  s.  B.  hiemach  die  Auf- 
gabe lösen,  die  Summe  einer  geometrischen  Reihe  tu  finden,  deren  viertes  Glied 

6,  deren  elftes  und  letztes  Glied  aber  768  betrftgt;  denn  man  hat  eomit  nadk 

7,  8  und  2  successive 

a.qSs=6  a.qi<»=s768  q'£=128  qsS 

und  ahnlich  in  andern  FUlen. 

tV.  Die  Zins-  ud  RentenredUiug.   Ist  a  ein  Kapital,  n  der 

Zins  von  Hundert  oder  der  sog.  Zlnaftass  und  somit  p  s»  r^  der 

Zins  der  Einheit  oder  der  ZInsffactor,  so  stellt  offenbar  ap  den 
Jahreszins,  a  (1  -f  p)  den  Werth  des  Kapitals  nach  Einem  und  somit 
a  (1 + p)"  den  Werth  nach  n  Jahren  vor.  Ist  ausserdem  b  eine  jähr- 
liche Zulage,  und  a.  der  Werth  des  Ganzen  nach  n  Jahren,  so  ist  (26) 

a.  =  a(l-fp)*-f  b(l-4-p)-i  +  b(l4-p)-«H-...4-b 

-(-*-7)a+p)--|- 

und  hieraus  folgt  durch  Logarithmiren 

log(b  +  p>0  — log(b4-pa)  ^ 

log(l  +  p) 


Ist  a«  =  0  und  b  negativ ,  so  erhält  man  für  die  sog. 
recbnofig  (vergl.  40),   wo  a  das   eingelegte  Kapital  und  b  die 
Rente  bezeichnet, 
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-_va+p)'-i   v_-  pg+p)-        iogb-iog(b— ap) , 

•-**    p(l+p)«  '    •»-»(l-f.p).-!'    ° log(l-hp)  ■ 

Ist  ttberdiess  b  =  a(p  +  q),  d.  h.  will  man  ein  Kapital  mit  Hülfe 
eines  stSrkem  jährlichen  Zinses  amorltolreo ,  so  wiid 

log(n-p)         "°*^     q-(i4.p).__i     * 

gefnnden.  (III). 

Fflr  bssa  gibt  1 

und  legt  somit  z.  B.  ein  Vater  fBr  seine  Tochter  bei  deren  Oeburt,  sowie 

nachher  an  jedem  ihrer  Geburtstage  100  Fr.  xn  4  %  an  Zinsesainsen,  so  ist 

Ar  sie  im  25.  Jahre  eine  Ausstener  von 

100 
-^^  (1,04W  -  1)  =  2600  (2,7726  —  1)  =  4i31  Fr. 

bereit.  —  Ans  2  folgt  Ar  b  sO 

loga»  —  loga 
''-    log(l  +  p) 
wenn  also  s.  B.   in  einer  Btadt  von  8000  Einwohnern  wUirend  einer  Reihe 
von  Jahren  jfthrlich  anf  26  Seelen  eine  Qebnrt  nnd  auf  60  Seelen  ein  Todee- 
fall  eintrat,  und  dadurch  die  Bevölkerung  auf  9761  sunahm,  so  müssen  zwi- 
schen den  beiden  Zfthlungen,  da  die  jährliche  Vermehrung  2  %  betrug, 

log  9761  —  log  8000      8,9891  —  8,9031       ^^  ^  v 

X  s=  — = — =^ a=s  ■ '  ' as  10  Jahre 

log  1,02  0,0086  =Avu«ire 

verflossen  sein.  —  80II  ein  Anleihen  von  40000  fl.  durch  Verpachtung  eines 
j&hrüch  1800  fl.  betragenden  Zolles  gedeckt  werden,  so  ist  der  Pachtvertrag 
bei  4  %  nach  8  auf 

_  log  1800  —  log  (1800  —  40000 . 0,04)        log  9    _ 

"  ""  log  1,04  ^  log  1,04  *"  ^    *^ 

absuschliessen.  —  Soll  ein  aufgenommenes  Kapital  in  20  Jshren  amortlalri 
werden,  so  ist  nach  4  der  den  ttblichen  4y,  %  entsprechende  Zinsfactor  um 

0,046       __      0,046 
^  -  l,04öw  - 1  -  2,4117  -  1  =  ^'^'^ 
an  eriiöhen,  oder  es  ist  das  aufgenommene  Kapital  zu  77  7oo  '^  verzinsen.  — 
Sollen  von  dem  ursprflngUehen  Werthe  a  eines  Inventares  jlhrlich  n  Proeente 
abgeschrieben  werden,  so  beträgt  sein  Werth  nach  n  Jahren  entweder 

a»  ^  a  (1  —  n  p)       so  dass       n  sa  (a  —  e«) :  a  p  V 

mämr  nach  1  und  2  Ar  b=sO 

a«s3a(l  — p)tt       sodass       n  s  (log  a.  —  log  a) :  log  (1  —  p)  S 

je  nachdem  man  den  jährlichen  Abzug  auf  den  ursprünglichen  oder  anf 
den  jeweiligen  Werth  basirt  In  ersterem  FaUe  ist  der  Inventarwerth  hu 
nal  :peslOO:is  Jahren  voüständlg  abgeschrieben,  ~  in  letsterm  FaUe 
eigratUch  nie,  dagegen  kann  nach  8  die  Anzahl  Jahre  berechnet  werden,  wo 
•m  nur  noch  eine  gegen  den  ursprünglichen  Werth  au  vernachlässigende  Gr5aae 
haben  wird.  —  Ist  baO,  so  gibt  1 

a.a8a(l+p>  aasa«(l  +  p)-*  • 

Ee  stellt  also  (1 4-p>  den  Werth  der  Einheit  nach  n  Jahren,  und  (1  ^.p).« 
den  jetalgen  Werth  einer  nach  n  Jahren  zahlbaren  Einheit  vor.  Ist  ba«  ud 
flUt  die  Einzahlung  am  Schlüsse  des  n^  Jahres  weg,  so  Ist  nach  1 


5g  —  Die  ProgressioDen  and  Kettenbrficlie.  — 

..==(a  +  ^)(l  +  p).-±-a==5ii±P2[(i  +  p).-i]  =  a.^      M 

00  dass  (vergl.  36 : 2) 

2^  =  (l+p)  +  (l  +  p)«  +  (l+p)»  +  ....  +  (l+P)-  U 

den  Werth  gibt,  welchen  eine  während  n  Jahren  Jährlich  einsou^ende  oder 
als  Rente  aiuzubezahlende  Einheit  BchliesBlich  reprftaentirt  Enelit  maa  end- 
lich In  3  die  OrÖBsen  a  und  b  durch  a«  und  a,  so  wird 

a.  =  ^[l-(l+p)--]  =  a.^'  M 

•0  daas  (vergl.  26 : 2) 

^'  =  (l  +  p)-t+(l+p)-«  +  (l  +  ph-»  +  ....  +  (l  +  ph-  IS 

den  gegenwärtigen  Werth  bezeichnet,  weiche  eine  Yon  nnn  an  während 
n  Jahren  jährlich  zu  bezahlende  oder  als  Rente  zu  besiehende  Einheit  reprä- 
sentirt  —  Zur  Bequemlichkeit  sind  in  Tafel  IIIi»  fllr  verschiedene  p  und  n  die 
Werthe  von  (1  +  p)«,  (!  +  ?)-■,  £  und  JJ'  gegeben.  So  s.  B.  gibt  sie  fllr 
p  =  0,04  und  n:s20 

(l  +  p)»  =  2,1911  (1  +  p)— =  0,45689  2»  =  80,9692  JJ' er  18,6908 
also  sind  bei  einem  Zinsfusse  von  4  %  s.  B.  1000  IVanken  nach  20  Jahren 
2191  Fr.  werth,  —  1000  nach  20  Jahren  zahlbare  dagegen  jetst  nur  466,  — 
fOr  jährlich  eingezahlte  1000  Franken  hat  man  nach  20  Jahren  80969  Fr.  gut 
zu  schreiben,  und  fttr  eine,  während  noch  20  Jahren  fällige  Rente  von  1000  Fr. 
könnte  man  jetst  13590  Fr.  bezahlen.  —  8o  ziemlich  als  die  erste  wissen- 
schaftliche Arbeit  Über  Zinsrechnung  wird  die  Abhandlung  von  Et0lkaltB 
„Meditatio  juridico-mathematica  de  interusorio  simplici  (Act  Brnd.  1688)^  aa- 
gesehen.  Aus  neuerer  Zeit  sind  ausser  verschiedenen  früher  genannten  Lehr- 
bfichem  und  einigen  bei  40  citlrten  Werken  „Frans  Ferdinand  Sehwttias 
(Fttrstenberg  1780  —  Heidelberg  1856 ;  Professor  der  Mathematik  zu  Heidel- 
berg), Zinssinsrechnung.  Darmstadt  1812  in  8 ,  —  M.  Crclscnaeh«  Anleltoig 
zur  hohem  Zinsrechnung.  Mains  1825  in  8.,  —  Julius  Ambrosius  HUfl«« 
(Leipzig  1812;  Director  der  polytechnischen  Schule  su  Dresden),  Die  elnfiBehe 
und  susammengesetste  Zinsrechnung.  Leipsig  1886  in  4.,  —  Albert  WIMU 
Politische  Rechnungswissenschaft  Bd.  1.  Manchen  1862  In  8.,  —  etc.**  a« 
vergleichen. 

M.  Die  Ketteobrflcha.  Wird  ein  ächter  Brach  B:  A  auf  die  Form 

l:(qi  +  l:(q«  +  l:(q8  +  ..-))) 
gebrachti  so  heisst  er  in  einen  Kettenbrach  verwandelt;  die  ein- 
zelnen Brüche  Vqif  Vq29  •  •  -  heiasen  Ergtowinflirllcfce »  der 
Werth  B> :  A.  aber ,  auf  den  sich  der  Kettenbruch  bei  Vemach- 
lässigung  der  dem  n*^  folgenden  Ergänzungsbrüche  reducirt,  n** 
IVSlieningsbrocIi« 

Naoh  Baltier  machte  Lord  Br^nneker  nun  ersten  Male  um  1666  von 
einem  Kettenhruche  (fraotfo  continue  fracta)  einen  erheblichen  Gebrauoh  (Yei^ 
Wallis  Opera  I  460).  Fttr  die  weitere  Ausbildung  sind  theils  die  schon  in 
8 — 6  erwähnten  Opuscula  posthuma  von  Rügens,  Beitrige  von  Lambert  und 
Zusitse  von  Lagrange  an  Enler's  Algebra,  —  theils  ,|Leonh.  Balcr«  De 
Aracttonlbus  eontiauis  (Comm.  Petr.  9,  11;  Aet  Petr.  1779;  Nov.  Cooi». 
Petr.  0),  —  teaaa»  DisqnlslUoBee  generales  circa  seriem  iailnitam  (Comm. 
rec-  OoUin^.  1811—1818),  —  August  Ferdinand  MiUaa  (8chulpforU  1790  -^ 


L 
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Lelpsig  laftS^  Professor  der  Aatronomle  und  Director  der  Sternwarte  su 
Leipsig),  Beitrige  sur  Lehre  von  d^i  Kettenbrttohen  (Crelle's  Journal  7  von 
1880),  —  WUhelm  Sehcitecr  (Gotha  f826;  Profeaaor  der  MathemAtik  au 
Ijeipsig),  Einige  Bemerkungen  fiber  recurrlrende  Reihen,  welche  auf  Ketken- 
brftehe  ftthren  (Leipaiger-Berlchte  1864),  —  etc.^  au  vergleichen.  —  J.  H.  T. 

MUlcr  schlug  vor 

1     •     1     •     1     •     1     • 
—  +  —  +  —  +  —  + 

^  .^  qi      qt      qj      q4 

au  achreiben. 


Die  nkenmgsbrflelie.  Da 

At        1  At       qi  A^       qt  +  l:q2      Aiq^+A^ 

B^  B2  q^  +  B|  B,  Ba-i .  qn  +  Bb-b  1 

Aj       Ajqj+Ai An       An-i-qB+An-a 

BO  kann  jeder  Näherungsbrach  aus  den  zwei  vorhergehenden  leicht 
abgeleitet  werden.  Setzt  man  diese  Rechnung  fort,  bis  der  letzte 
Ergftnzungsbruch  berücksichtigt  ist,  so  erhält  man  den  wahren 
Werth  B:A  des  Eettenbruches.  —  Mit  Hülfe  obiger  Werthe  von 
B.  und  A.  erhält  man  die  Recursion 

B..A.-,  — B.-,.A.  =  — (B.-i.A._2  — B._2.A„-,)  9 

folglich,  da  Bj  Aj — Bf  Aj  s=  —  1  ist, 

B. .  A._i  — B.-.1 .  A.  =  (—1)—*  » 

woraus  z.  B.  folgt,  dass  Zähler  und  Nenner  jedes  Näherungsbruches 
relative  Primzahlen  sind.  —  Da  nun  ohnehin  der  Werth  eines  Ketten- 
bruches nothwendig  zwischen  zwei  auf  einander  folgende  Näherungs- 
brüche ftUt,  und  nach  3 

R^_  B^^  (-1)--^  ^ 

ist,  SO  findet  sich  der  Fehler  eines  Näherungsbruches  in  leicht 
bestimmbare  Grenzen  eingeschlossen.  Sollte  a:/9  genauer  als  der 
n**  Näherungsbruch  sein,  so  müsste 

a  +1 


A..1        ß       A. .  Ab^i 
werden,   was  nur  für  /9:=>Ab  möglich;   es  gibt  also  keinen  aus 
kleinem  Zahlen  bestehenden  Bruch,  der  so  genau  ab  ein  Nähe- 
mngsbruch  ist 

Ea  folgen  unmittelbar 

B,  _ 3 Jq,  +l:_q.)  +  Bo  _  (B,  q,  +  B^)  q,  +  B, 
A,  Äi(q,  +  l:q,)  +  Ao  (A|  q, -H  A^)  q,  +  A4 

B4  _  B,(q^  +  l:q^)^-B,  _  (B,  q,  +  B, )  q4  +  B, 
A4  A,(qi  +  l:q4)+A|  (A,q,+A,)q4+A, 

ete.)  woraua  die  im  Texte  gegebenen  Auadrttcke  1  hervorgehen.   Mit  ihrer 

Hülfe  erhUt  man  aodann 


' 
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Bn  Aa^l  —  Ba_i  Ab  =  (Ba-l  qn  +  Da-^)  An-l  —  (Aa— 1  Qa  +  Aa~2)  Ba— 1 

^  —  (Ba— 1  Aa— 3  —  Ba— 2  Aa-l) 

oder  %  —  Offenbar  kann  5  oder  die  Ungleichheit 

ß .  Ba~i  —  g .  Ab— 1  ±  1 

ß .  Aa— 1  *  Ab  •  Ab— 1 

nur  bestehen,  wenn  ent^reder  /!?.Ba— i  —  o.Aa— i<l,  oder  wenn  /9>Aa. 
Nun  ist  von  ganzen  Zahlen  nur  0<1,  und  es  kann  nicht  /!?.Ba— i — «Aa— 1=0 
sein,  da  diess  die  Gleichheit  a:/!?  =  BB— i  :Aa-i  bedingen  wflrde;  alao  mnss 
/?>Aa  sein,  wenn  5  richtig  sein  soll.  —  WQnscht  man  s.  B.  Annfthemng«- 
werthe  zu  der  sog.  Lndolph'aehen  Zahl  n^  8,14159  (vergl.  122)  an  er* 
halten,  so  verwandelt  man  nach  folgendem  Schema  den  Decimalbrach  0,14159 
in  einen  Kettenbruch 

^+± 
15  +  1 


7 

14159 

100000 

638 

887 

1 

854 

19 

33 

1 

29 

4 

4 

1 

15 
25 


und  sucht  dann  nach  der  in  1 

die  Nftherungsbrfiche 

0  1 

17  7 

15  15  106 

16  1  113 
415  25  2931 
431   1  3044 

3432   7  24239 

14150   4  100000 


1+1 
25+J_ 

^+1 

4 

enthaltenen  Regel  nach  dem  neuen  Behma 

»  =  3yr  =  22:7  • 

=  3»Vio«=333:106 
=  3*Vii,=355:113         • 
=:3«>Vt9ti=0308:2931 
=:etc. 


wo  z.  B.  also  3432  =  431.7  +  415,  2931  =  113.25  +  106,  etc.  Von  den 
N&herungswerthen  sind  die  mit  *  bezeiohneten,  welche  je  einem  sog.  Sprunge, 
d.  h.  einem  relativ  starken  Ansteigen  der  Werthe  von  Z&hler  und  Nenner 
vorhergehen,  wie  4  zeigt,  die  Besten.  —  Dass  schon  die  Alten  eine  ir^n^h**— 
von  den  Nftherungsbrfichen  oder  dann  wenigstens  einen  vonflgliehea  Takt 
hatten,  geht  trotz  28  aus  der  Thatsache  hervor,  dass  die  meisten  der  von 
ihnen  gebrauchten  Anniherungswerthe  (vergl.  z.  B.  359  und  360)  wirkliche 
NAherungsbrfiche  sind. 

SO»  Die  pariodliclien  Kettenbrflche.  Bilden  bei  einem  Ketten- 
brache  x  die  Nenner  der  Ergänzongsbrüche  Periodeni  so  heisst  auch 
er  periodisch«  Soll  sein  Werth  bestimmt  werden ,  so  setzt  aun 
für  alle  der  ersten  Periode  folgenden  Perioden  z  ein,  und  berechnet 
dann  x  aus  der  entstehenden  Gleichung  zweiten  Orades. 

So  folgt  z.  B.  aus 

x=:  1:(3 +  1:  (2+1:  (2 +  .    .)))  =  !  :(3  +  x) 

sofort  ^ 

xt-^3x  — 1  =  0        oder        x s  —  1  4:  }/2  =  0,414 

wo  dns  untere  Zeichen,  als  in  diesem  Falle  bedeutungslos,   weggeworfen 

wurde. 


—  €}oiiibia*Uoiialehie  «ad  WahrMdieiiiUohkeitsteehnaiig.  —  59 


?.  Die  Gombiii&tioiulekre  luid  WalmralidiUelikeitareeliiiiiig. 

Sl«  IK6  TttrUtioiieO.  Sollen  n  GrösBen  auf  alle  möglichen  Arten 
je  zu  b  snsanunengesteUt  oder  zur  Classe  li  varirt  werden,  so 
hat  man  für  die  erste  Stelle  n  Grössen  zur  Auswahl,  für  die  zweite 
(n  —  1) , . . .  für  die  letzte  noch  (n  —  h  -|- 1).   Es  gibt  also 

V(n,  h)  =  n(n  — l)(n  — 2)....(n  — h  +  1)  1 

solcher  Variationen.  Darf  jedes  Element  beliebig  oft  erscheinen  oder 
soll  mit  Wlederholanff  varirt  werden,  so  bleiben  auch  für  das 
2.,  3.,  etc.  Element  immer  noch  n  Elemente  zur  Auswahl  übrig, 

nnd  es  ist  daher* 

V(n,h,w)  =  n*^  9 

die  Anzahl  der  Variationen  mit  Wiederholung. 

So  I.  B.  erhilt  man  aus  4  Elementen  cur  Claaae  3  die  24  Yariatienen 

abc  abd  aod  bcd 

acb  adb  ade  bdc 

bac  bad  cad  cbd 

bca  bda  oda  cdb 

cab  dab  dac  dbc 

cba  dba  dca  dcb 

und  wenn  die  Elemente  wiederholt  werden  dürfen,  so  treten  daiu  noch  die 

fBfnem  40  Formen  oder  Complezionen 

aaa  aab  iio  iid 

aba      aca      ada 
baa      caa      daa 

abb     ICC     idd     bbb 

bab      cac      dad 
hba      coa      dda 

bbc     bbd     bcc     bdd 

beb      bdb      che      dbd 
ebb      dbb      ccb      ddb 

ccc     ccd     cdd     ddd 

c  d  0      d  c  d 

d  c  c  d  d  c 

Nach  Baltier  finden  sich  schon  im  16.  Jahrhundert  einige  Ankl&nge  an  die 
Combinatorik ;  aber  jedenfalls  gehört  die  von  Paul  Guldln  (St  Gallen  1577  — 
Grata  1643;  erst  Goldschmied,  dann  Jeenit,  znletst  Professor  der  Mathematik 
in  Wien  nnd  Grats)  pnblicirte  Abhandlung  ^roblema  arithmetieum  de  rerum 
eombinationibns.  VIennn  1622^,  worin  er  unter  Anderm  berechnet,  dass  die 
aas  den  23  Buchstaben  lusammensetsbaren  Wörter  über  25  Trillionen  Bftnde 
k  1000  Seiten  k  100  Zeflen  k  60  BuchsUben  flIUen  würden,  au  der  Utesten 
betreffenden  Idteialnr.  Blaise  Pascal  wurde  durch  Fragen  der  «og.  Wahi^ 
sehdnliehkeitoreohnung  (vergi.  36--10)  auf  die  Combinationslehre  geÄhrt,  und 
behandelte  sie  sodann  in  seinem  muthmasslich  schon  1663  voUendeten,  aber 
erst  nach  seinem  Tode  erschienenen  ,Trait4  du  triangle  arithm4tique.   PnrU 


QQ  —  ComblDAtioiulelire  und  WiüirBcheinllchkeitorecluning.  — 

1665^  im  Zusammenhange  mit  den  sog.  fignrirten  Zahlen  (vergL  42).  Unier 
Complezionen :  Combinationen  (vergl.  33),  und  unter  Variationen :  PermntatioBeii 
(vergl.  32)  verstehend,  disputirte  E«elbllltB  1660  zu  Leipsig  „De  complezio- 
nibus"  und  schrieb  hierauf  seine  „Ars  combinatoria.  Lipsin  1668  in  4.  (2  A. 
Francof.  1690)^,  die  Jedoch  nicht  gerade  viel  Neues  enthalten  solL  Dagegen 
gab  Jakob  BemonlU  in  der  nach  seinem  Tode  durch  seinen  Neffen  Nieolans 
publicirten  „An  coigectandL  BasUen  1713  in  4.  (Frans,  durch  Vastel,  Gaen 
1801  in  4.}^  eine  bereits  so  ziemlich  den  heutigen  Bestand  der  Combinations- 
lehre  enthaltende  Abhandlung,  in  der  auch  der  Name:  Permutationen  auftritt. 
Immerhin  sind  für  die  Combinationslehre  und  ihre  Anwendungen  auf  die  Ana- 
lysis  auch  die  spätem  Abhandlungen  und  Schriften  „L.  Enlcrt  Obserratlonea 
analyticflB  vtaim  de  combinationibus  (Comm.  Petr.  XHI  1751),  —  K.  Fr. 
■Indentar^t  Novi  systemaüs  permutaüonumi  combinationum  et  variationum 
primiB  lineas.  Lipsias  1781  in  4.,  —  K.  Fr.  Blndeiibargf  Sammlung  eombi- 
natorisch-analytischer  Abhandlungen.  Leipzig  1796—1800,  2  Bde.  in  8.,  -* 
Job.  Christoph  Welngärtner  (Erfurt  1771  ^  Erfurt  1838;  Pfarrer  und 
Oberlehrer  der  Mathematik  zu  Erfurt),  Lehrbuch  der  combinatorischen  Ana- 
lysis.  Leipzig  1800—1801,  2  Bde.  in  8.,  —  A.  v.  EtttngalMivsen»  Combina- 
torische  Analysls.  Wien  1826  in  8.,  —  etc."  mit  Nutzen  zu  vergleichen. 

S9»  Die  Pennt&ttOBail.   Kömmt  die  Anzahl  der  Grössen   mit 

dem  Classenzeiger  h  überein,  so  heissen  die  Variationen  Penra* 

tatloneny  und  es  gibt  daher  aus  h  Elementen,  wenn  das  FacaMSt 

genannte  Product 

1.2.3....h=.h!        gesetzt  wird,        P (h)  =  h !  1 

Permutationen,  —  im  Kreise  geordnet  jedoch  nur  (h  —  1)!  —  Sind 

unter  den  h  Elementen  p  gleiche,  so  ^scheint  jede  Permutation  p! 

mal,  und  es  muss  daher  P  (h)  mit  letzterer  Facultät  diyidirt  werden, 

wenn  man  nur  die  Anzahl  der  verschiedenen  Formen  erhalten  will. 

Bestehen  die  m  Elemente  ans  zwei  Sorten  p  und  m— p,  so  ist  die  AwM 
der  Permutationen  unter  Anwendung  des  in  88  eingefllhrten  Bymbolea 

1.2...p(p4-l)...(m  — p)(m  — p4-l)...m__/m\      /    m    \     ^ 
1.2 pxX.2. (m  — p)  ""Vp/^Vm  — p/ 

Beispiele  von  Permutationen  dreier  verschiedener  oder  nur  zum  Thefl 
schiedener  Elemente  sind  in  dem  Variations-Beispiele  von  81  mehrfach 
geben.  —  Das  Anagramm,  in  welchem  Galilei  (vergl.  428}  seine  Entdeckung 
der  Dreigestalt  Baturns  versteckte,  bestand  aus  den  87  Buchstaben  a^.b.e^. 
g .  i* .  1* .  m* .  n* .  0  .  p .  r* .  8* .  t* .  u* .  v',  aus  denen  sich 

87  1 
(ai)'.(8l)«.(4l)«.(5l)  =  ^"  Q-lntimonen 
Permutatioaen  bilden  Hessen.  Würde  ein  Schreiber  ein  Jahr  lang  to  i«  sagen 
Tag  und  Nacht  solche  Permutationen  aufschreiben,  so  könnte  er  nach  misaiger 
Schätzung  kaum  eine  Million  fertig  bringen,  und  wttrde  damit  etwa  5  Blea 
Papier  bedecken;  1000  Millionen  Schreiber  würden  in  1000  Jahren  eine  TrilUon 
vollenden I  wenn  ihnen  nicht  vorher,  auch  bei  Verwendung  aUer  Lampea  der 
Welt,  das  Papier  ausginge.  —  Da  68 1  s  67^90648 ,  so  können  dia  62  Karlen 
eines  Spieles  auf  mehr  als  80  Undeoillionen  Arten  geordnet  werden,  und  noch, 
wenn  nicht  einmal  auf  die  Verschiedenheit  der  18  Karten  Jeder  Farbe,  aueh 
nicht  auf  die  Anordnung  der  Farben,  sondern  nur  auf  den  Farbenwechsel 
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gegeben  wird,  anf  (521):  [(131)«. 4.1]  =  2330  QaadrllUonen  Arten.  Da  ein  Jahr 
6^72096  Minuten  hat,  so  wttrden  1000  Millionen  Menschen,  von  denen  Jeder 
Tag  und  Kacht  ein  anders  geordnetes  Spiel  geben  würde,  erst  in  12,62823 
^  circa  47^  Billionen  Jahren  mit  den  2230  Quadrillionen  fertig  werden.  — 
Et  »igen  uns  diese  Beispiele,  wie  viel  leichter  es  gebt,-  grosse  Zahlen  zu 
schreiben,  als  sieh,  ihre  GhrOsse  klar  vorsustellen. 


IMa  CombinatioOdll.  Behält  man  von  allen  Variationen, 
welche  die  gleichen  h  Elemente  enthalten,  je  nur  Eine,  so  erhält 
man  die  ComUnatlonen  von  n  Elementen  zur  Classe  h,  und  es 
gibt  somit,  wenn  der  Bruch 

n(n  — l)(n  — 2),..(n  — h  +  l)_/n\ 

1.2.3 h  "^Vh; 

gesetzt  wird, 

C(n,h)  =  (j)  1 

solcher  Combinationen.  Sollen  n  Elemente  zur  Classe  h  mit  Wieder- 
holung combinirt  werden,  so  vermehrt  man  gewissermaasen  di^ 
n  Elemente  um  (h  —  1)  neue  Elemente,  und  es  ist  daher 

Variationen ,  Permutationen  und  Combinationen  zusammen  heissen 
wieder  Combinationen. 

Ffir  Combinationen  ohne  und  mit  Wiederholung  vergl.  die  81  gegebenen 
Beispiele,  wo  die  fett  gedruckten  Complexionen  die  Combinationen  der  4 
Elemente  sur  Classe  3  darstellen,  —  die  flbrlgen  Je  ihre  Permutationen,  also 
alle  ihre  Variationen  sind.  —  Die  Richtigkeit  der  Formel  2  wird  am  Leichte- 
sten auf  folgende  Art  erwiesen :  W&re  sie  bis  zur  Classe  h  richtig,  so  mfisste 
es,  da  man  offenbar  alle  Combinationen  sur  Classe  (h-|-l}  erh&lt,  wenn  man 
KU  a  die  Combinationen  aller  Elemente  zur  Classe  h,  zu  b  diejenigen  aller 
Elemente  mit  Ausnahme  von  a,  zu  e  diejenigen  aller  Elemente  mit  Ausnahme 
von  a  und  b,  etc.,  setzt 

(n  +  h-lJ^(n  +  h-2)  + +  CtXi) 

solcher  Combinationen  zur  Classe  h-f-l  geben,  d.  h.  es  wlre  nach  42  :i,  wenn 
n  durch  n  -f-  h  —  ^  ersetzt  wird, 

C(n,h  +  l,w)=.(S  +  J) 

oder  es  wUrde  also  2  auch  für  die  nichst  höhere  Classe  bestehen;  nun  ist  2 
offenbar  fttr  die  erste  Classe  richtig,  —  also  auch  für  die  zweite,—  also 
auch  ^  die  dritte,  —  etc.,  also  allgemein. 

•4»  Die  bventonen  Ud  DetorminailteiL  Verändert  man  m  einer 
Reihe  von  Elementen,  a  b  c  d  • . .  die  ursprüngliche  Ordnung  durch 
Permutaticm,  so  findet  sich  je  eine  bestimmte  Anzahl  von  Paaren 
gestörter  Elemente  oder  sog.  Invenlonen,  und  je  nachdem  diese 
Anzahl  eine  gerade  (wie  z.  B.  bei  acdb  mit  den  2  Inversionen 
cb  vnd  db)  oder  ungerade  (wie  z.  B.  bei  bcda  mit  den  3  In- 
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yersionen  ba,  ca,  da)  ist,  theilt  man  die  betreffende 

form  einer  ersten  oder  zweiten  Classe  zu.    Hat  man  n  Reihen 

von  je  n  Elementen 

a|  bi  C|  d|  •  •  •        oder        %r^t  ^3  ^  * 
a2  b2  02  ds  . . .  ^1  An  »23  ^4  • 

«3  ^  C3  da  . . .  »31  »3t  ^  ^  • 

»4  bi  C4  dl . . .  a4t  »43  »«3  »44  • 

•    •••  •••• 

bildet  aus  diesen  Elementen  Producte  n**"  Grades,  indem  man  je 
aus  jeder  Zeile  und  jeder  Columne  ein  Element  verwendet,  imd 
legt  jedem  Producte  das  Zeichen  +  oder  —  bei,  je  nachdem  die 
in  ilmi  wechselnden  Zeiger  eine  Permutation  erster  oder  zweiter 
Classe  darstellen,  so  nennt  man  die  bald  durch  EinschEeasen  der 
Elemente  in  eine  Klammer  [a,  b,  e,  d,...],  bald  durch  ein  Symbol 
^  d:  »11  »22  »33  »44  • '  •  »Bgedeutete  Summe  aller  dieser  Ptoducte  die 
Determinante  (n^*  Grades)  des  Elementensystemes. 

Für  eine  Anwendong  der  Determinanten  auf  21  verweisend,  mnss  ich  midi 
hier  auf  die  hiatorisohe  Notia  beschtlnken,  daaa  swar  schon  I^elbBltB  die 
Idee  hatte,  der  Algebra  durch  Bildung  combinatorischer,  den  DetemüaaiiteB 
entspreohender  Aggregate  au  Hfilfe  au  kommen,  —  dasa  ea  aber  erat  Gabr. 
Cramer  in  seiner  elaasischen  „Introdnction  k  l'analyse  des  lignea  coufaea 
algftbriquea.  Gendve  1760in4.'*  gelang»  dieaeldee  firacbtbringend  au  Yeifolgea. 
Seither  ist  sie  durch  die  bedeutendaten  Anidytiker  weiter  bearbeitet  worden, 
und  beaitst  bereits  ihre  eigene  Literatur;  so  sind  ausser  den  schon  früher 
erwähnten  Schriften  von  Beaout,  Lagrange,  Gauss,  eto.  namentUch  folgende 
Abhandlungen  und  Werke  anauführen:  „Charles -Auguste  Vandcra^nde 
(Paria  1785  —  Paris  1796;  Aeademiker  in  Paris;  vergl.  Lac^^de,  Notiee  aur 
la  vie  et  les  ouvragea  de  Vandermonde  in  M^.  de  Tlnst  Scienc  math.  1), 
Mteoire  sur  l'^limination  des  inconnues  dans  les  ^quations  (Mte.  de  Par. 
1772),  —  C^nehyt  Mtooire  sur  le  nombre  des  valeurs  qu'uae  fonettoa 
peut  acquMr,  lorsqu'on  y  pennute  de  touies  les  mani^rea  posslblea  les 
qnantitte  qu'elle  renferme  (Joum.  de  l'teole  polyt  Cahier  17),  —  (X  G.  J. 
Jaeobl«  De  formatione  et  proprietatibus  determinantium  (Grelle  22),  —  Arthur 
Cayley  (Richmond  1821;  Rechtsgelehrter  in  London),  On  the  Theory  of 
Determinanta  (Cambridge  Transact  Vm  1844),  —  Fr.  Brie«elü«  Teorlea 
dei  determinantL  Pavia  1854  in  4.  (Deutsch,  Berlin  1866),  —  Rieh.  BaliBer» 
Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten.  Leipsig  1867  in  8.  (2.  A.  1864), 
—  etc.** 

SS.  Die  Waknekeinliehkeii  Sind  einem  Ereignisse  unter  n  gleich- 
möglichen  FäUen  m  FäUe  günstig,  so  nennt  man  m :  n  die  HiMk^ 
matiMhe  Wahrscheinlichkeit  dieses  Ereignisses.  So  s.  B.  sind  (31) 
mit  zwei  gewöhnlichen  Würfeln  62=^36  Würfe  möglich;  will  man 
damit  5.6  werfen,  so  hat  man  zwei  Chancen  (5.6  nnd  6.5);  also 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  5.6  zu  werfen,  gleich  2/33 r=i/|giB 0,066, 
oder  man  hat  den  Wurf  5.6  auf  1000  Würfe  56  mal  zu  erwarten. 
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—  Je  nachdem  für  ein  Ereigniss 

n  n  n  n 

m  «=  u        HKC-^-        m  = -=-        txi^:s>'—        m  3e=  n 

kann  man  sein  Eintreffen  als  unmöglich,  unwahrscheinlich,  ungewiss, 
wahrscheinlich  oder  gewiss  bezeichnen. 

Nachdem  FermAt,  Pascal  (vergl.  31),  etc.  einige  Aufgaben  der  Wahr- 
adieinllelikeitsrechnung  gelöst  hatten  ^  gab  Hiigcna  in  seiner  Schrift  ,,De 
ratiocinüs  in  lüde  aleie  (als  Anhang  zu  Bchooten's  Exercitaüonum  mathe- 
maticanun  libri  quinque,  Lugd.  Batav.  1667  in  4.,  erschienen)  eine  erste, 
etwas  systematische  Behandlung  und  Begründung  solcher  Berechnungen,  und 
dann  folgte  bald  Jak.  Bemonlll's  ^Atb  coijectandi  (vergl.  31)^,  durch  welche 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  einem  eigenen  "Wissenschaftssweige  er- 
hoben wurde,  der  sich  dann  allerdings  seither  noch  ausserordentlich  aus- 
gebildet, und  eine  siemlich  umfangreiche  Literatur  erhalten  hat,  —  vergleiche 
^ierre  Btoond  de.  Montmort  (Paris  1678  ~  Paris  1719;  Canonicus  an 
K6tre-Dame  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris;  vergl.  sein  Eloge  durch 
Fontenelle  in  M6m.  de  Par.  1719),  Essai  d'analyse  sur  les  jeux  de  hasard. 
Paris  1708  In  4.  (2  M,  1713),  —  MolTret  De  mensura  sortis  (Phil.  Trans. 
1711)  und:  Doctrine  of  Chances.  London  1718  in  4.  (3  ed.  1750),  •—  Th. 
Slmpaant  Treatise  on  the  nature  and  laws  of  Chance.  London  1740  in  4.,  — 
Marie-Jean-Antoine-Kicolas  Caritat  de  Gendoreet  (Ribemont  1743  —  Bourg- 
la-Reine  1794;  Mitglied  und  später  Becret&r  der  Pariser- Academie ;  vergl. 
seine  Oeuvres,  Paris  1847—1849,  12  Vol.  in  8.,  und  Arago  Oeuvres  II),  Essai 
sur  Piq^plieation  de  l'analyse  k  la  probabilitö  des  d^isions  rendues  k  la  plu- 
ralitA  des  voix.  Paris  1784  in  4.,  ~  Laplaeet  Theorie  analytique  des  proba- 
bilit4s.  Paris  1812  in  4.  (3  6d.  1820),  und:  Essai  philosophique  sur  les  pro- 
babiUt^s.  Paris  1814  in  8.  (6  6d.  1840;  deutsch  von  Tönnies,  Heidelberg  1819), 

—  Lacrsiz»  Traitö  ^foentaire  des  probabilitös.  Paris  1816  in  8.  (4  6d. 
1883),  —  J.  J.  LItlrow»  Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Wien  1833  in  8., 

—  Oottbilf  Heinrich  Ludwig  Hagen  (Königsberg  1797;  Oberbaurath  und 
Academiker  in  Berlin),  Orundxflge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Berlin 
1887  in  8.  (2.  A.  1867),  —  Polaaoilt  Recherchee  sur  la  probabilit^  des 
Jugements  en  matiöre  criminelle  et  en  matiöre  civile.  Paris  1837  in  4.  (Deutsch 
von  Bchnuse,  Braunschwelg  1841  in  8.),  —  Jakob  Friedrich  Fiica  (Barby 
1773  —  Jena  1848;  Professor  der  Mathematik  und  Philosophie  su  Heidelberg 
und  Jena),  Versuch  einer  Kritik  der  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. Braunschweig  1842  in  8.,  —  Jean-Baptiste-Joseph  LIagre  (Toumay 
1815;  erst  Qehfilfe  an  der  Sternwarte,  später  Professor  an  der  Militftrschule 
in  Brüssel),  Calcul  des  probabilit^s  et  thöorie  des  erreurs.  Bruxelles  1852 
in  8.,  —  Qvetelet»  Theorie  des  probabilitös.  Bruxelles  1863  in  12.,  —  R. 
Dedeklnd»  Ueber  die  Elemente  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (Zllrch. 
l^ertey.  1860),  —  J.  Todhontert  A  History  ef  the  mathematical  Theory 
of  Probabllity  from  the  Time  of  Pascal  to  that  of  Laplace.  Cambridge  1865 
In  8.,  —  etc." 


Dlig6  fini]ldr6gelB.  Bezeichnen  p  nnd  q  die  zwei  von 
einander  unabhängigen  Ereignissen  günstigen,  m  und  n  aber  die 
mfiglichen  Fälle,  so  zählen  pn+q  m  die  dem  Eintreffen  mindestens 
eines  toq  ihnen,   pq  die  dem  Eintreffen  beider  günstigen  Fälle, 


g4  —  ComblAAttoiiBkhre  und  Wahnchelnlichkeltsrechnung.  — 

Während  es  mn  mögliche  Fälle  gibt,  —  also  bezeichnen 

m  .n  m  n  mn        m       n 

die  respectiven  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  des  einen 
Ereignisses  oder  beider  Ereignisse. 

Es  geht  aus  2  hervor,  dass,  wenn  l:m  die  Wahrscheinlichkeit  des  ein- 
maligen Eintreffens  eines  Ereignisses  bexeichnet,  die  n  malige  Wiederholung 
nnr  noch  die  Wahrscheinlichkeit  l:m*  fftr  sich  hat,  —  dass  also,  weil  die 
hohem  Potensen  Jedes  ächten  Bmches  immer,  und  relativ  rasch,  kleiner 
werden.  Jede  vielfache  Wiederholung  unwahrscheinlich  wird.  Entsprechend 
würde  s.  B.,  wie  schon  Laplaec  betont  hat,  einer  durch  iwanxigmaliges 
Wiedererxihlen  fiberlieferten  Thatsache,  wenn  auch  die  Olaubwfirdigkeit  jeder 
einaelnen  Mittheilung  0,9  betragen  würde,  nur  noch  die  Glaubwürdigkeit  0,9**, 
d.  h.  droa  Vs  snkommen.  —  Befinden  sich  s.  B.  in  einer  Urne  a  weisse, 
b  schwane  und  c  rotbe  Kugeln,  und  ist  a^-b  +  e^n,  so  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, auf  den  ersten  Zug  eine  weisse  Kugel  su  erhalten  a:n.  Je 
nachdem  man  sodann  die  Kugel  wieder  hineinwirft  oder  nicht,  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, auch  beim  sweiten  Zuge  eine  weisse  Kugel  au  nehmen,  entweder 
nooh  a :  n  oder  (a  —  1} :  (n  —  1),  —  also  die  Wahrscheinlichkeit,  swel  welaae 
Kugeln  nach  einander  au  sieben  (a:n)*  oder  a(a  —  l):n(n  —  1),  •—  eie., 
endlieh  die  Wahrscheinliehkeit,  in  a  Zfigen  auch  a  weisse  Kugeln  au  erhalten 

(lY  oder  ^{^-D.^.l ^i:(^\  s 

\n/  n(n  — l)...(n-a+l~      V»/ 

und  swar  ist  naoh  S,  da  a  <  n,  die  sweite  Wahrscheinlichkeit  kleiner  als  die 
erste.  Halten  wir  nur  den  aweiten  Fall  fest,  so  ist  entsprechend  die  Wahr- 
seheinliehkeit,  nachher  erst  alle  sehwarsen  und  suletst  alle  rothen  Kugeln 
SU  sieben, 

a    a-^l  1        ^^     b  .        b— 1  1     ^^  c    c— 1       1_ 

r  ;r=l*"n  — a  +  l^n-a"n  — a  — l"c+l       c  •c  —  l"  1        4 

=  a!ble!:(a  +  b  +  c)i 

Dieselbe  Formel  kann  man  aber  auch  auf  folgende  Weise  erhalten:  Die  n  Kugehi 
lassen  sich  naoh  S2  offenbar  auf  (a -f- b  4*  c)  t :  *  1  b !  et  Arten  pennutireii, 
und  von  diesen  möglichen  Ffillen  ist  nur  Eine  Anordnung  ffir  den  Zug  der 
Beihe  nach  gfinstig,  also  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafttr 

(ft  +  b  +  c)!  _^  alblc! 
•  a!blcl  ""(a  +  b  +  c)! 
wie  oben  in  4.  Hat  man  a.  B.  2  rothe,  8  schwane  und  2  weisse  Kugehi,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  sie  nach  dieser  Folge  su  alehen,  Vtis*  "~  ^  ^^"^ 
eben  besprochenen  sweiten  Falle  ist  das  folgende  Ereignisa  von  dem  vorher- 
gehenden nicht  gana  nnabhingig;  aber  es  konnte  dieser  Abhlngigkelt  darch 
eine  nach  Eintritt  des  entea  Ereignisses  vorgenommene  Verinderung  der 
Wahneheinlichkeit  Rechnung  getragen  werden. 

M*  Die  relitiYe  WalncheiBliehkeit.  Unter  der  relaÜTen  Wahr- 
scheinlichkeit) dass  ein  Ereigniss  eher  als  ein  anderes  eintraflPe,  Ter 
steht  man  den  Quotienten,  den  man  erhält,  wenn  man  seine  absolute 
Wahrscheinlichkeit  dnrch  die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  der 
beiden   an  vergleichenden  Ereignisse  theilt    So  s.  B.  geben  tod 
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den  36  Würfen  6  (1.6,  2.5,  3.4,  4.3,  5.2,  6.1)  7  Augen,  und 
nur  3  (1.3,  2.2,  3.1)  4  Augen,  also  ist  die  relative  Wahrschein- 
lichkeit eher  7  als  4  zu  werfen  Vs6=(V36  + Vas)  =  6-(6  +  3)  =  2/3- 

Wenn  swei  Ereignisse  eoiiträr  sind,  d.  b.  wenn  Eines  von  Urnen  eintreffen 
■laas«  so  erginxen  sich  ihre  Wahrscheinlichkeiten  nothwendig  zur  Einheit,  — 
es  tritt  also  einerseits  für  diese  beiden  FUle  snsammen  CewlMhcit  ein, 
nnd  anderseits  kömmt  die  relative  Wahrscheinlichkeit  jedes  derselben  mit 
seiner  absoluten  Wahrscbeinlichkeit  Uberein.  80  s.  B.  sind  es  swei  contrftre 
Ereignisse,  mit  swei  gewöhnlichen  Würfeln  einen  paaren  Wnrf  (Pasch)  oder 
einen  nnpaaren  Wnrf  su  machen.  Das  erstere  Ereigniss  hat  (36)  die  Wahr- 
scheinUehkeit  •/«=*/«>  das  letitcre  »7„  =  %>  •<>  ^m»  Ve  +  Vgisl;  die 
relative  Wahrsdieinlichkeit,  eher  einen  unpaarea  Wnrf  als  einen  Pasch  su 
ailialten,  ist  somit  V« :  (%  +  Ve)  s=  % 

BS.  Ue  ErfUttungiwahrgclitinlichkeit.   Wird  die  Anzahl  der 

günstigen  und  die  der  möglichen  Fälle  durch  die  Anzahl  der 
günstigen  tmd  die  der  sämmtlichen  Versuche  ersetzt,  so  erhält  man 
die  sog.  Erfahrungswahrscheinlichkeit  (Wahrscheinlichkeit  nach  der 
wahrscheinlichsten  Hypothese).  So  z.  B.  warf  ich  mit  zwei  gewöhn- 
lichen Würfeln  unter  100000  Versuchen  5928  mal  5.6,  also  ist 
die  betreffende  Erfahrungswahrscheinlichkeit  0,05928,  was  sehr  nahe 
mit  der  mathematischen  (35)  stimmt 

Meine  schon  im  Texte  erwUmten  sahlfeiohen  ^Versuche  rar  Yergleichung 
der  Erfahmogswahrscheinlichkeit  mit  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit 
(Bern.  Müth.  1S49  bis  1S5S)^  ergaben,  wie  ich  glanbe,  einige  nicbt  uninteressante 
Resultate.  Die  ausgedehnteste  meiner  Versncbsreihen  bestand  darin,  dass  ich 
1860  mH  swei  gans  gewöhnlichen  (absichtlich  nicht  mit  swei  sn  diesem  Zwecke 
besonders  sorgfUtig  oonstruirten ,  und  anch  nicht  mit  swei  gans  schlechten 
oder  gar  gefUschten)  Wfirfeln  1000  mal  so  lange  würfelte,  bis  je  jeder  mög- 
liche Wnrf  wenigstens  . Ein  Mal  snm  Vorschein  gekommen  war,  nnd  mir 
Jeden  Wnrf  notirte,  —  schliesslich  die  hiefÜr  nothwendig  gewordenen  97899 
Würfe  noch  bis  anf  100000  erg&nste.  Ich  erhielt  so  die  umstehend  mit^ 
gethellte  Tafel,  in  Besiehung  anf  welche  ich  vorUluflg  (einige  weitere  Betrach- 
taugen  werden  in  308  folgen)  aufmerksam  mache,  dass  die  in  ihr  enthaltenen 
Reihen  anf  den  ersten  BUek  aeigen,  wie  nahe  schon  die  ans  relativ  Wisnigen 
Versuchen  abgeleitete  Erfahmngswahrscheinlichkeit  mit  der  malhemaüachen 
Wahrscheinlichkeit  übereinstimmt,  so  dass  s.  B.  aus  ihnen  für  einen  unplüuren 
Wurf  schon  aus  100  Versnofaen  die  Wahrscheinlichkeit 

0,88        statt  nach  85:        -^=50,88888        d.  h.  ein  um  6,8  % 

e 
SU  grosser  Werth  folgt,  ^  dass  die  tJebereinstimmung  allerdings  mit  der 
Anzahl  der  Verrache  ranimmt,  indem  1000  Versuche 

0,888  oder  einen  nur  noch  um  0,32  % 

sn  grossen  Werth  ergeben,  —  dass  dann  aber  sp&ter  in  Folge  der  nunmehr 
in^s  Gewicht  fallenden  tJnyoUkommenheit  der  Versuche  (hier  sunichst  der 
WüxiU)  ein  Btagniren  eintritt,  und  so  s.  B.  10000  Versuche 

<V8861  oder  einen  immer  noeh  um  0,21  % 

Wtif,  -  - 
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Es  erschien  unter  den  Würfen  1  bis 

Unter  1000 

Versuchen 

Wurf 

100 

1000 

lOOÖO 

100000 

als 

im 

lilat«r«Ia«ad«r 

«nur 

litatar 

OMisen 

9  mal 

8  BWl 

4««1 

Warf 

Wvf 

1.1 

2  mal 

28 

241 

2466 

89 

1 

0 

26 

189 

1.2 

6 

71 

689 

6666 

264 

12 

1 

56 

14 

1.8 

4 

46 

487 

4681 

192 

11 

1 

46 

81 

1.4 

6 

68 

616 

6245 

214 

12 

1 

66 

14 

1.6 

6 

63 

666 

5737 

273 

11 

0 

68 

16 

1.6 

6 

64 

612 

5004 

283 

21 

1 

68 

16 

S.S 

0 

84 

830 

8268 

78 

2 

0 

80 

84 

1.8 

0 

64 

668 

5597 

268 

11 

1 

61 

14 

2.4 

0 

67 

618 

6197 

884 

19 

2 

60 

7 

1.6 

6 

70 

639 

6529 

401 

28 

0 

69 

11 

1.6 

0 

68 

699 

6869 

299 

18 

0 

66 

16 

S.S 

1 

20 

281 

2179 

28 

0 

0 

21 

181 

8.4 

Q 

61 

681 

5140 

269 

17 

2 

66 

10 

8.6 

8 

46 

649 

5877 

248 

16 

1 

61 

11 

8.6 

2 

46 

608 

5001 

209 

10 

0 

46 

18 

4.4 

6 

88 

292 

2930 

68 

1 

0 

81 

97 

4.6 

6 

61 

612 

6186 

867 

18 

0 

68 

14 

4.6 

7 

68 

688 

6486 

268 

6 

0 

64 

19 

B.B 

1 

82 

286 

2982 

77 

1 

0 

22 

101 

6.6 

8 

60 

670 

5928 

297 

19 

1 

66 

10 

6.6 

1 

22 

269 

2668 

63 

1 

0 

26 

118 

pur 

12 

164 

1649 

16467 

828 

6 

0 

166 

710 

«npur 

88 

886 

8861 

88688 

4161 

128 

11 

845 

180 

ja  100000  Versuche 

0,88688  oder  einen  sogar  um  0,24  % 

aa  grossen  Werth  linden  lassen,  —  daas  femer  bei  einer  bestimmtwi  Annhl 
▼on  Varsttchen  die  sich  daraus  ergebende  Erfahrungswahrscheinlichkatt  vm 
so  weniger  von  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  abweicht,  je  grösser 
leUtere  ist,  indem  s.  B.  aus  je  10000  Versuchen  die  Wahrsoheinlichkeit|  «iiMo 
unpaaren  Wurf  su  werfen 

0,8861        statt       Ve  =:  0,88888        also  nur  um       0,21  % 
diejenige  einen  paaren  Wuif  su  werfen 

0,1649      statt       Ve  =:  0,16667      also  schon  um       1,06  % 
di^nige  denselben  unpaaren  Wurf  sweimal  nach  einander  su  werfen 

0,0027  sUtt  (Vis)* =0,00809  also  sogar  um  12,64  % 
etc,  unrichtig  gefunden  wurde,  —  das«  also,  um  eine  bestimmte  Genauigkeit 
SU  erhalten ,  in  entsprechendem  Maasse  wie  die  Wahrscheinlichkeit  abnimmt, 
die  Aniahl  der  Versuche  sunehmen  muss,  —  etc.  —  Wie  schon  oben  an- 
gegeben, waren  durchschnittlich  97,899  Wflrfe  nOthig,  um  jeden  mö^chen 
Wurf  mindestens  einmal  su  erhalten.  Es  mag  diesem  Resultat  beigeflgt 
werden,  dass,  wfthrend  theoretisch  genommen  jene  Zahl  swischen  11  und  oo 
schwanken  k6nnte,  sie  fsctisch  bei  allen  1000  Versuchen  nie  unter  84  und 
Die  fiber  841 ,  ja  nur  114  mal  unter  60  und  nur  147  mal  Aber  140  ging.   Es 
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geht  hiermuB  hervor,  wie  Belten  extreme  FiUe  eintreten,  Jedoch  darf  man  aie 
nicht  als  quasi  unmöglich  betrachten:  80  c.  B.  Ist  beim  Aneilieilen  eines 
Spieles  von  53  Karten  nnter  4  Spieler  nach  32  unter  2280  Quadrillionen  mög- 
licher FUle  nur  Ein  Fall  vorhanden,  in  dem  jeder  Spieler  nur  Eine  Farbe 
erh&lt,  und  doch  soll  sich  dieser  Fall  (vergl.  Grunerts  Archiv  47,  pag.  467) 
vor  Kunem  in  Husum  wirklich  ereignet  haben,  —  dttrfte  nun  alier  sUerdings 
hinnen  Tausenden  von  Jahren  nicht  wieder  vorkommen. 


Wetten  und  Haxerdspiele.  Bei  einer  Wette  oder  einem 
Spiele  sollen  sich  offenbar  die  Einsätze  (P^  Q)  ebenso  wie  die  Wahr- 
scheinlichkeiten zu  gewinnen  (py  q)  verhalten,  d.  h.  es  soll 

P :  Q  SS  p :  q  oder  p  .  Q  =  q .  P 
son.  Das  Product,  ans  der  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen  nnd  dem 
zu  hoffenden  Gewinn  nennt  man  Erwartanff  (Lncnun,  esp6rance 
mathömatique)  9  nnd  es  ist  somit  eine  Wette  oder  ein  Spiel  nur 
ehrllcb^  wenn  beide  Parteien  gleiche  Erwartung  haben  können. 
Bei  den  ans  90  Nummern  bestehenden  Zahlenlotterien  z.  B.  werden 

mm  je  5  Nummern  gezogen^  und  damit  abo  s.  B.  1  »  )  =  10  Amben, 

2  I  =  4005  Amben  gibt,  —  also  ist  die 

Wahischeiolichkeit ,  dass  eine  gewisse  Ambe  herauskomme,  ^l^f^ni 
;e,  dass  sie  nicht  herauskomme,  '^^/iMS)  — '  also  soUten 
iänsatz  und  möglicher  (Gewinn  vde  10:39%  verhalten,  oder 
Qsss 399,6. P  sein.  Bei  dem  französischen  imd  dem  Berliner  Lotto 
wurde  aber  fOr  eine  gewonnene  Ambe  nur  das  270fache  der  Ein- 
lage bezahlt,  somit  nur  das  269fache  als  (Gewinnst,  —  also  wazen 
die  Spielenden  bedeutend  ttbervortheilt 

In  Bflslehvng  auf  die  EhrUehkeit  der  öffentUehen  Spiele  stgte  solioii 
Oeorge-Louis  Leelerc  de  Bnffmi  (Montbsrd  1707  —  Paris  1788;  Director 
des  KatorslIeneabinetB  imd  Mitglied  der  Acsdemie  sn  Paris;  vergl.  sein  Eloge 
in  Mte.  de  Par.  1788):  jJLa  tumqnier  n'eat  qu^nn  firipon  avoaö  et  le  ponte 
fuie  dope,  dont  on  est  coiiTeini  de  ne  pas  se  moquer.**  ^-  In  einem  sonst  sehr 
Bfiasigen  Schriftehen  f,liannel  de  la  loterie  nationale  de  France  on  livre  des 
songes.  NouT.  ed.  Paris  An  VI  in  1%^  sind  die  beim  fransOaischen  Lotto  von 
1768  bis  1798  gesogenen  Nnmmem  voUatindig  verseichnet  Auf  828  Ziehungen 
▼on  Je  5  Kümmern  erschien 


JIr. 

^ 

ft. 

Ml 

Si. 

Ml 

ft. 

■Ml 

Sr. 

Ml 

Sr. 

Ml 

1 

80 

9 

88 

17 

43 

36 

38 

88 

83 

41 

30 

% 

86 

10 

86 

18 

88 

36 

86 

84 

39 

43 

43 

8 

88 

11 

84 

19 

80 

37 

43 

86 

40 

48 

36 

4 

81 

19 

39 

30 

36 

38 

81 

36 

48 

44 

87 

5 

80 

18 

90 

31 

43 

39 

37 

37 

48 

46 

37 

6 

89 

14 

81 

33 

49 

80 

40 

88 

88 

46 

36 

7 

89 

16 

85 

38 

38 

81 

88 

89 

86 

47 

88 

8 

88 

16 

83 

34 

37 

83 

44 

40 

88 

48 

80 

6* 
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Vr. 

mal 

Kr. 

nal 

Nr. 

mal 

Hr. 

BMl 

Hr. 

IIUJ 

Hr. 

■al 

49 

81 

58 

28 

63 

45 

70 

32 

77 

28 

84 

89 

50 

38 

57 

35 

64 

41 

71 

41 

78 

87 

85 

80 

51 

37 

58 

26 

65 

24 

72 

28 

79 

28 

86 

39 

52 

37 

59 

37 

66 

35 

73 

42 

80 

86 

87 

32 

53 

37 

60 

30 

67 

36 

74 

35 

81 

28 

88 

50 

54 

35 

61 

35 

68 

32 

75 

44 

82 

48 

89 

30 

55 

32 

62 

42 

69 

23 

76 

42 

83 

38 

90 

40 

Wlhrend  also  gem&ss  der  %o  =  y^g  betragenden  Wahrscheinlichkeit  ana 
Einer  Ziehung  hervorzugehen,  durchachnittlich  jede  Nummer  in  sftmmüiehen 
Ziehungen  628 :  18  =  3479  mal  erscheinen  sollte,  wurde  im  Min.  Kr.  13  nur  20, 
Im  Max.  Nr.  88  aber  50  mal  gezogen,  und  dabei  ist  merkwürdig ,  daas  daa 
Mittel  dieser  extremen  Werthe  36,  oder  also  so  zu  sagen  die  obige  MiltelcaU 
ergibt,  und  daas  sich  gegen  diese  letztere  ftberhaupt  Alles  hindrftngt,  indem 
20—26  27—31  82—37  38—42  43—50    mal 

7  22  80  23  8        Nummern 

gezogen  wurden. 

40*  Dia  MoitaUtli  Bezeichnet  (m)  die  Anzahl  der  Penonen 
aus  einer  abgeschlossenen  Bevölkerung,  welche  das  Alter  von  m 
Jahren  überschreiten,  und  ist  (m  +  l),  (m  +  2),  etc.  die  Anzahl  der 
Individuen  derselben  Personengruppe,  welche  das  höhere  Altar 
m-f-ly  m-t~2,  etc.  erreichen,  so  finden  sich  die  Wahrscheinlich- 
keiten für  die  angenommenen  Alter  je  das  nächste  Jahr  za  durch- 
leben 

_(m  +  l)        „       _(m  +  2)        ^       _(m  +  8)  ^ 


P-  = 


p»+i 


(m+3)  ^ 

— ^j^  =  p«.p.+i.pta+2v  » 


(m)  '^-^^(m  +  l) 

Femer  finden  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  für  den  m  «jährigen 
Buccessive  die  nächsten  1,  2,  3,...  Jahre  zu  durchleben 

(ni+l)_^        (m+2)_ 

Multiplieirt  man  diese  letztem  Wahrscheinlichkeitswerthe  sämmtlich 
mit  ein  und  derselben  grossen  Zahl,  z.  B.  mit  10000,  so  erhält  man 
die  Werthe,  die  in  den  gebräuchlichen  Mortalitätstafeln  (III)  für  die 
verschiedenen  Alter  als  Anzahl  der  Lebenden  angegeben  sind, 
und  als  Grundlage  der  Renten-  und  Versicherungsrechnungen  dienen. 
Diese  Werthe  sind  natürlich  nicht  mit  den  wirklieh  in  den  ver- 
schiedenen Altersklassen  Lebenden  einer  bestimmten  Bevölkerung 
zu  verwechseln.  —  Trägt  man  die  Alter  m  als  Abscissen  und  die 
Anzahlen  (m)  der  Lebenden  nach  der  Mortalitätstafel  als  Ordinaten 
auf,  so  erhält  man  die  sog.  MortalltStoeorvey  welche  beim  höch- 
sten Alter  m'  durch  die  Abscissenaxe  geht.  Theilt  man  den  Inhalt 
der  von  dieser  Curve,  der  Ordinate  (m)  xmd  dem  Stücke  m' — m  der 
Abscissenaxe  bestimmten  Fläche  durch  (m),  so  erhält  man  die  sog. 
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rnttOere  Iiebensdaaer^  während  die  Anzahl  der  Jahre ,  welche 
die  in  dem  Alter  m  noch  Lebenden  auf  die  Hälfte  reducirt,  die 
watmckelnllehe  Iiebensdaner  dieses  Alters  genannt  wird. 

Die  obigen  AueeinaaderBetmogen  sind  den  neneten  Ansichten^  und  nament- 
lieh  deigenigen  entsprechend,  welehe  mein  lieber  Freund  Ghutav  SBenner 
(Chemniti  1828;  Professor  der  Meohaxiik  am  sehweiseriscben  Polytechniknm) 
demnlehst  in  einer  eigenen  Schrift  zu  entwickeln  gedenkt  Frflher  legte  man 
sich  diftse  Yerhiltnisse  in  nngenanerer  Anffassnng  gewöhnlich  in  folgender 
Weise  snrecht:  Beseichnet  Nq  die  Ansahl  der  jlhrlichen  Geburten  (Oebnrts- 
register),  La  die  Ansahl  der  Individuen  von  n  Jahren  (Yolkss&hlung),  Oa  die 
Ansahl  der  «wischen  n  und  (n  -f-  i)  Jahren  Gestorbenen  (Todtenregister)  nnd 
Na  die  Ansahl  der  von  den  Nq  Geborenen  nach  n  Jahren  noch  Lebenden,  so 
stellt  angenlhert  Ga :  Lb  die  Mortalit&t  zwlsclien  n  und  (n-f  1)  Jahren  dar, 
nnd  man  hat 

No  — Ni  =  Ga         Nj-^NtSsNj^...         Na  — Na+i=Na  . -^        S 

woTttoa  sieh  snccessive  N|,  N^,...  berechnen ,  und  ebenfalls  in  einer  Art 
MortaUtiUstafel  rasammensteUen  lassen.  Beseichnet  B  die  Bevölkerung  eines 
Landes  sn  einer  gewissen  Zeit^  G  die  Ansahl  der  jihrllohen  Geburten,  T  die- 
jenige der  TodesflUe,  —  sind  femer  B'G'T',  B''G''T'%  etc.,  dieselben 
Grossen  ftr  folgende  Jahre,  *  und  setst  man  die  Ansahl  der  Geburten  und 
TodesfUle  der  Bevölkerung  proporüonal,  so  hat  man 

B'  =B  +G  — T  =B  (i+g  — t)  =  B.r 
B"=:B'  +  G'— T'  =  B'(i+g  — t)=%'.r=B.r« 

ete.,  oder  es  steigt  in  diesem  Falle  die  Bevölkerung  nach  geometrischer 

Progiession.   Uagre  fliuid,  dass  man  fUr  Belgien  rs=  1,0062  setsen  dürfe, 

wihrend  r  =  1  offenbar  einer  station&ren  Bevölkerung  entsprechen  wttrde.  — 

W&re  die  Bevölkerung  eines  Landes  su  einer  gewissen  Zeit  a,  und  wttrde  sie 

entsprechend  obiger  Annahme  nach  f ,  2,...  n  Jahren  a.r,  a.r*,...  A=:a.x" 

beträgm,  so  h&tte  man 

logA — loga  ,  .  logA  —  loga  ^ 

ns2-»-_ 2—       oder       logrcs-^ S-  4 

log  r  •  n 

nnd  hiernach  erg&be  sich  s.  B.  ftr  a^ 2  und  A ^  1000  Millionen,  wenn  man 
rssl/)062  setsen  vrttrde,  n  =  8240,  —  und,  wenn  man  nssBOOO  setsen 
vrttrde,  rs=  1,0088,  —  an  welche  Zahlen  sich  allerlei  naheliegende  Betrach- 
tongen  anknftpfen  lassen,  auf  welche  ich  schon  Ende  der  60"  Jshre  bei  ein- 
tretender Disenssion  ttber  die  Möglichkeit  der  Abstammung  aller  Mensehen 
von  Einem  Eltornpaare  hinwies.  *-  Yergl.  im  weitem  ftr  Mortalit&tsbestim- 
mungen,  Rentenermittlungen  und  Verwandtes  „Job.  Petw  SAaamlleh  (Berlin 
1707  —  Berlin  1767;  Oberconsistorialrath  und  Academiker  in  Berlin),  Die 
göttliche  Ordming  in  den  Veränderungen  des  menschlichen  Geschlechts,  ans 
der  Geburt,  dem  Tode  und  der  Fortpflansung  desselben.  Berlin  1740  in  8. 
(4.  A.  durch  Chr.  Jsk.  Baumann,  Berlin  1775—1787,  8  Bde.),  —  Th.  fllmpi^B» 
The  Doctrine  of  Annuities  and  Reversions.  London  1742  in  8.  (New.  ed.  1775), 
—  Francis  BallF  (Newbury  1774  —  London  1844;  Geldmakler  in  London 
nnd  Präsident  der  Roy.  Astronom.  Soe.),  The  Doctrine  of  loterest  and  Annuities 
aaalytlcally  investigated  and  explained.  London  1808  in  4.  (Deutsch  von 
Behause,  Weimar  1880  in  8.),  ~  Job.  Heinrich  Meyert  Btatsrath  und  Director 
dar  Wittwencasse  sn  Kopenhagen:  Anleitung  sur  Berechnung  der  Leibrenten 
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imd  Anwarttfchalten.  Kopenhagen  f82d,  3  Bde.  in  8.,  —  J.  J.  v.  iilMl^iPi 
Anleitung  m  Berechnung  der  Lebenarenten.  Wien  1829  in  8.,  —  Q.  HaUavd» 
De  PorgiuiiBaüon  des  soci^t^  de  pr^voyance  ou  de  secours  mutuels.  Paris 
1852  in  8.,  —  Th.  Wlttotcln»  Mathematische  Statistik  und  deren  Anwendung 
auf  Nationalökonomie  und  Versichernngswissenschalt.  Hannover  1867  in  4^ 
—  Ballleu  de  Harlsy,  Des  Assurances  sur  la  vie  (Revue  de«  d«ax  mondes, 
Fevrier  1867),  —  O.  F.  Knapp»  Vorstand  des  statistischen  BoTeaa»«  in 
Leipsig :  Ueber  die  Ermittlung  der  Sterbliclikeii  aus  den  Aufseldurangan  der 
Bevölkerungsstatistik.  Leipsig  1868  in  8.,  —  etc.^ 

VI.  Der  biiOBisdie  Leknatx. 

41«  Begriff  dei  binonif chen  Lebnatiei.  Molüplicirt  man   n 

Binome  (a  +  b),  (a  +  c),  a  +  d), . . .  mit  einanderi  und  setzt  sodann 
b  SS  c  ae  d  8B . . .  y  80  erhält  man  (33) 

(a  +  b)-«a--f(;)a-».b  +  (5)a-«.b2  +  ...-hb- 
oder  den  sog.  bincnnischen  Lehrsatz  für  ganze  Exponenten. 

Beseichnet  man  eine  Summe  von  Producten,  welcbe  den  Combinatlonfln 
▼on  n  Elementen  b,  c,  d,.. .  sur  Classe  h  entsprechen,  mit  O  (b|  e,  d,. .  .)i 
so  erhilt  man  offenbar  durch  einfache  Multiplicatlon  der  n  im  Texte  er* 
wihnten  Binome 

a^  +  C»(b,c,d,...)a*-»  +  C«(b,c,d,...)Ä^«  + 
+  C«(b,  c,  d,. . .)  a»-»  +  .. . +  0(b,  c,  d, . . .) 
«nd  Ueraus  fttr  b=:cs:d=s. . .  nach  88  unmittelbar  den  im  Texte  ea^ialtenflBy 
nach  unter  der  Form 

(a  +  b)»_  a»  a«-»        b'  a^-t       i,t  y^ 

nl      ""  nl'T'Cn^l)!'  1!  "♦'(n  — 2)1' TT"^'"  "♦'TT 
darstellbaren  Bats,  der  sugleieh  begründet,  warum  das  Symbol  (g)  xumeist 

unter  dem  Namen  Bin^mlaleeenelevt  bekannt  ist  Die  Folge  der  Blnomlsl- 
eoelSoienten  wird  fttr 

nesO  1 

1  1      1 

5  12      1 

8  18      8      1 

4  14      6      4      1 

6  1      5     10    10     6      1 
•  •  • 

und  diese  von  Paseal  als  Triangulus  arithmeticus  beseichnete  Zahlenfolge, 
deren  BQdnngigesets  in  42:1,2  enthalten  ist,  ~  und  damit  die  erste  Spur 
des  binomischen  Lehrsatses,  der  dann  allerdings  erst  durch  Blcwtoii  in  all- 
gemeiner Form  aufgestellt  wurde,  findet  sich  schon  in  der  1544  durch  ftttfttj 
(TergL  2)  herausgegebenen  „Arithmetica  integra««.  —  Bildet  man  nnrnnootTn 
das  Produet  (a4.b  +  c  +  ...)«,  so  e^ennt  man  leicht,  dass  seine  QUedor 
die  Variationen  der  Elemente  a,  b,  c, . . .  sur  Classe  n  mit  Wiederiiolung  dar- 
stellen, und  dass  Jedes  Glied 

a^.b'.o^...  wo  a+ß'\'f\-...^n 


—  Der  binondBelie  LelirMte.  —  fi 

iaty  so  oft  enehelat,  ala  sich  die  Complexion 

A»A(«*ft.b.D...b«e<o.>.e««.  nl 

permuiiren  ISsst,  d.  b. 


a  ß  f        ...  ol/flyl... 

nuj.  y^yi  kenii  aleo 

(,+i,+e+...)-=i:,,^"^,...*".b<>.cr.. 

aetaen,  und  In  dieser  Gleicbheit  bestebt  der  sog.  polynomische  Lehrsate« 

49.  Ilgaiuchafteii  des  Symbole«  n  Aber  h.  Das  (33)  eingeführte 

Symbol  y^j  hat  verschiedene  merkwürdige  Eigenschaften.    Sind  n 
imd  h  ganze  Zahlen,  so  ist 

imd  wenn  auch  nur  h  einen  ganzen  Werth  hat 

Gr!)+er')-(:)-ef)-G-i)        » 
(■ir-)-(?){i;)+(?)(.i.)+-+(t)(;)    • 

Es  können  s.  B.  diese  Beziehungen  zur  Summation  der  sog.  flgorlr- 
teo  Zahlen  verwendet  werden. 

Die  Beilebiuigen  1  imd  2  verifloiren  sieb  lelcbt;  um  dagegen  8  su  erbalten, 
Tcrslobert  man  sieb  erst  der  Glelcbbett 

5^=^^x^  (S)  (.-?-.)= (==^^P±-' +^)  (I!)  G-T-0 

aobreibt  sodann  diese  fttr  k  =s  0,  1,  2, ...  (b  *  1)  anf ,  und  erbilt  nnn  als 
Summe  die  Reenrsionsformel 

=^±T^^[(S)(b'2i)+(?)(h^O+(5)(h=.)+-+(..iii)('?)]« 

-(;)(S)+(?)(h?,)+(s)(h'ü«)+-+(S)('?)    * 

durch  deren  snoceBSlve  Anwendung  (ftr  b=z2,  8,  4,...  man  endUob  sum 
Ziele  gelangt  —  Da  naob  1^  wenn  b  eine  ganae  Zahl  ist, 

(!!)+ej')=i+er)=eto=(u?) 

und  nach  2 

(iit;)+en=(iit?).  (st!)+er)=(!iit).  ^ 

so  erbilt  man  dnrcb  Addition 

(S)+es*)+er)4- •+(g)=(sto  » 

und  daher  mit  Hülfe  von  54 : 1 

+     »      +    A* 

+     •      +(?)A»  +(|)A»* 

+   »    +(!)A* +(I)A»*+(S)A«* 


.  •  • 

=("t*)*+("J')A*+(°J')A»»+- 
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Wird  ^^  A  constant,  so  heiflst  die  Reihe  der  Zahlen  a  arllhaietttclM 
der  ■!***  Ordnnnipt  und  so  sind  z.  B.  die  aus  einander  dvreh  Addition  ab- 
geleiteten Reihen 

1  1  1  1  1  1  1 derO^ 

1  2  3  4  6  6  7 1 

1  8  6         10        16        21        28   ...    .  2 

1  4         10        20        86        56        84  ..    .  8 

1  5  15        85        70       126      210     .  4 

etc. 

Ordnung.  Sie  heissen  flg^nrlrte  Zahlen  t  —  speciell  die  der  iweitan  Ord- 
nung, deren  n  erste  nach  6  die  Summe 

•.=(?)+2(;)+(S)=("n  » 

haben,  Tri^nalsalilenff  da  eine  ihnen  gleiche  Aniahl  von  Punkten  Je  in 

ein  gleichseitiges  Dreieck  eingeordnet  werden  kann,  —  die  der  dritten  Ord- 
nung, deren  n  erste  nach  6  die  Summe 

•.=(?)+8(;)+8(»)+(»)=(»+«)  » 

haben )  Tetreedrelmhleiit  da  eine  ihnen  gleiche  Ansahl  von  Kugeln  sich 

je  SU  einem  regelmissigen  Tetraeder  aufh&ufen  ISsst,  —  eto. 

4S.  TtnllgameiiieraBg  des  UnomUehen  Lohnatsei.  Durch  Multi- 

plioation  erhält  man  (42:3),  wenn  m  nnd  n  ganz  beliebige  Zahlen 
sind,  und  h  unter  dem  Summenzeichen  JB  alle  Oanzen  von  0  bis  oo 
durchlftufty 

^(^)a-^.VX-r(S)a-^.V  =  ;p("^+")a-+-'.b^         1 

d.  h.  das  Product  zweier,  folglich  auch  mehrerer  soldier  Reihen, 
ist  wieder  eine  Reihe  derselben  Form,  nnd  zwar  ist  der  Zeiger 
(m+n+...)  des  Prodnctes  gleich  der  Summe  der  Zeiger  (m,  n,...) 
der  Factoren.  Hiemach  ist  z.  B. 

r(S)a-».Vx;F(-i;°)a--*.V  =  r(2)a-V  =  l        S 

[jP(f)*^"*V]'  =  ^(?)a-».V  =  (a  +  b)-  S 

folglich  hat  man 

oder  es  dehnt  sich  der  binomische  Lehrsatz  auch  auf  negative  und 
gebrochene  Exponenten  aus,  nur  dass  in  diesen  beiden  Fällen  die 
Reihe  nicht  abbricht 

Dnreh  Multiplleation  von 

.-+(?)•— •*  +  (?).— «b»  +  («)a—«b»+... 

a-+(»)a-'b  +  (S)a-«b«  +  (»)a-«b»+... 
erhUt  man  unmittelbar 

••*'  +  [(?)  +  (?)]  •"+-'b+[(?)  +  (-)(f  )  +  (■)]  •-+-«b«+ 

+  [(?)+(?)(?)+(T)(5)+(?)l  •"*—«»•+• 


—  Der  blnömisohe  Lehnate.  — 
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«Dd  Uenu»  mit  HWe  Yon  42 : 8  niwere  1.  —  Der  hier  dorobgeltibrie  all- 
geneine  Beweis  dee  binomischeii  Lehnaties  ist  dem  durch  Lhnllier  in 
■einer  Algebra  (vergh  5)  Gegebenen  nachgebildet 

44«  Bniga  inwendlUgan.  Mit  Hülfe  des  binomiBclien  Lehrsatzes 
erhalt  man  z.  B. 


(l±a)--l  +  (?)a4-(5)a*±(S)*'+-- 
(l±.)-  =  lT(;)*  +  Ct')*"TCtV'+- 

b n  — 1 

^     -  (n--l)(2n-l)/    h    Y 


1 


i-^h 


2.3 


wo  4  Attleitong  gibt,  wie  man  ans  einer  Zahl  dnrch  ZerfUlen  in  zwei 
TheUe,  von  denen  der  erste  eine  ihr  möglichst  nahe  n^  Potenz,  der 
zweite  eine  kleine  Correction  ist,  leicht  die  n^  Wurzel  ziehen  kann. 

8o  a.  B»  ist  nach  4 

7  "^    J 


ffSSSfcs  f  19*  --  Sc3 19  [l  — 


8 .6869'      \ 8 .  6859 
SS  19  [1^0000  9730  —  0,0000  0001] 

s=  18,9981680 


wlhrend  Vega-Hfilete  {vergL  14)  18,9981581  gibt  ^  Wird  einer  Gleichung 

Oc=ax»  +  bx"-^  +  cx"-*  +  ...  +  px  +  q 

durch  swei  Annahmen  «i  nnd  «|  für  x  so  nahe  Genflge  geleistet,  dass  ihre 
Babetitation  swar  idcht  Null,  aber  doch  gans  kleine  Wertfae  d|  nnd  ^  ergibt, 
so  darf  man  offenbar  annehmen,  dass  die  Fehler  f|=:c4— x  nnd  ^ssot  —  x 
der  gemachten  Annahmen  klein  genüg  seien,  um  ihre  sweiten  nnd  hShem 
Potenaen  ohne  grossen  Schaden  ▼emaehlässigen  sn  dUrfen.  Man  hat  alsdann 
mit  Hülfe  von  41  nnd  48 

di  S5  a.  %■  + ^  •%*'"*  + ö  •  «i*""*  + ••• +P  •  «i  +  ^ 
=  a.(x  +  <i)'  +  b(x  +  f,)— »  +  -..  +  p(x  +  <i)  +  q 
=  a(x»  +  n.x— »fi)-hb(x— >  +  (n-l)x— •fi)+...  +  q 
s3ax*  +  bx'-"*  +  cx"-"  +  ...  +  px  +  q  + 
+  [anx— »  +  b(n-.l)x— •  +  ...  +  p]fi 
=  [anx»-*-(-b(n— l)x»-*H-...+p]^ 

ai=s[anx"-*+b(n— l)x*-*  +  ...+p]fi 


oder       xssoi 


%^«t 


Entspricht  dem  nach  dieser  Formel,  der  sog.  Refiibi  Falal»  berechneten 
Werthe  Ton  z  bei  Bnbstitntion  in  die  vorgelegte  Gleichnng  noch  ein  merk- 
licher Werfh  4 ,  so  betracbtet  man  ihn  als  eine  neue  Annahme  «^ ,  sncht  au 


::!^ 
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41eMr  und  der  bessern  der  frühem  Annahmen  nach  5  noehmals  efaieii 
Werth,  etc.   Vergl.  fBr  eine  andere,   auch  transeendenie  Gleiehimgen 
fassende,  Ableitung  60,  —  fttr  eine  ebenso  allgemeine,  und  noch  efnfiMsliflve  Ab- 
leitung, sowie  fOr  Anwendungen  aber  182. 

VIL  Die  Lehre  von  den  ReibeiL 

4S.  Dia  80g.  Fnootioneil.  Um  die  Abhängigkeit  einer  Ghrösse  x 
von  andern  Grössen  y,  z,...  im  Allgemeinen  auszudrücken,  nennt 
man  sie  eine  Function  derselben ,  und  schreibt,  je  nachdem  die 
betreffende  Beziehung  nach  x  aufgelöst  ist  oder  nicht, 

x  =  f(y,  z,...)  oder  F(x,y,z,. ..)  "0 
wo  jedoch,  um  gleichzeitig  verschiedene  Functionen  bezeichnen  su 
können,  f  und  F  auch  Zeiger  oder  Stellvertreter  erhalten  dflrfni.  — 
Entsprechend  den  Gleichungen  (a.  16)  werden  die  Functionen  in 
algebraische  und  franacendente  getheilt,  —  wobei  erstere  noch 
in  rationale  und  Irrationale  zerfallen,  je  nachdem  die  Variabefai 
nur  mit  ganzen,  oder  auch  mit  Bruch-Exponenten  behaftet  sind. 

Für  die  mit  diesem  Abschnitte  beginnende  höhere  Arithmetik  und  ihre 
successive  Entwicklung  können  ausser  den  vielen  schon  in  8,  4,  A  ete.  g^ 
nannten  Werken  z.  B.  noch  Folgende  verglichen  werden:  nOuHlanme  Francis 
de  IVoapItal  (Paris  1661  —  Paris  1704;  Schüler  von  Joh.  Bemonlli  und 
EhrenmitgUed  der  Academie;  vergl.  sein  Eloge  durch  FonteneUe  in  Mte.  da 
Par.  1704),  Analyse  des  inflniment  petits.  Paris  1696  in  4  (2  M.  1716,  4  dd. 
1768;  Commentaire  von  Crousas  1731,  von  Varignon  1725),  »  HewtOB« 
Arithmetica  universalis.  Ed.  Wilh.  Whiston.  Cambridge  1707  in  8.  (S.  ed.  1792; 
engl,  von  Rnlphson,  London  1728  in  8.;  lat  mit  Commentar  von  Joh.  OantnHoB, 
Amstel.  1761,  2  VoL  in  4.;  frans,  von  N.  Beaudeux,  Paris  1802,  2  VoL  in  1,% 
—  IV^wImif  Method  of  Fluxions  and  infinite  Series.  Ed.  J.  Colson.  London 
1786  in  4.  (frans,  durch  Buffon,  Paris  1740  in  4),  —  Colin  Maelawla 
(Kifanoddan  1698  —  York  .1746;  Professor  der  Mathematik  in  Aberdeea  «ad 
Edinburg^h),  Treatise  of  Fluxions.  Edinburgh  1743,  2  Vol.  In  4.  (tnam.  durch 
Pesenas,  Paris  1749,  2  VoL  in  4.),  —  Maria  Oaetana  hguewi  (Blalland  1718 
— >  Ifailand  1799;  1750  sum  Professor  der  Mathematik  in  Bologna  aniaimti 
sog  sie  sich  schon  1751  nach  dem  Tode  ihres  Vaters  in  ein  Kloster  rarttok; 
vergL  ihr  von  Frisi  herausgegebenes  ^Elogio,  Milane  1799*^),  btltuloAe  ana» 
litiche  ad  uso  deUa  gioventu  italiana.  Bologna  1748|  2  Vol.  in  4.  (engt  dnreh 
Colson,  London  1801,  2  Vol.  In  4.;  der  sweite  Band  frans,  durch  Bossnt  als: 
Tralt4  de  oalenl  dlif^ntiel  et  iniögral,  Paris  1775  in  8.),  -*  Bvler»  latio- 
ductio  in  Analysin  infinitorum.  Lausann«  1748,  2  Vol.  in  4.  (deatseh  Toa 
Bflehelsen,  BerUn  1788^1791,  8  Bde.  in  8.;  frans,  durch  Labey,  Pttia  1796 
bis  1797,  2  Vol.  fai  4.),  ~  Bnler»  Institutlones  calcuU  differentialls.  Petropoli 
1755  in  4.  (2.  ed.  Tioinl  1787,  2  Vol.  in  4.;  deutsch  von  MtchdseB  und  GrOson, 
Berlin  1790—1798,  4  Bde.  in  8.),  ->  Enler»  Instituttones  oaloall  faitagralii. 
PetropoU  1768^1770,  8  Vol.  in  4.  (8.  ed.  PetropoU  1824—1846,  4  VoL  ia  4.; 
dentaah  von  Balomon,  Wien  1828—1880,  4  Bde.  in  8.),  —  Lholilort  Bxpoai* 
tfob  dlementalre  des  prindpea  des  calcnls  supdrievrs.  Berlin  1786  In  4,  — 
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LcyendrCf  Mtooire  enr  les  transcendantes  elliptiquee.  Paris  1794  in  4.,  — 
Umlliert  Principiomm  calculi  differentialiB  et  integrallB  ezpositio  elem^taris. 
Tubiogn  1796  in  4.,  —  Jacques- Antoine-Joseph  Conaln  (Paris  1789  —  Paris 
1800;  Professor  der  Mathematik  und  Academiker  in  Paris),  Legons  de  calonl 
dilMrenttel  et  int^aL  Paris  1777,  3  Vol.  in  8.  (Traitö  1796,  2  Vol.  in  4),  — 
LacrolZt  Tralt«  du  ealcul  diff^renüel  et  du  calcul  int^aL  Paris  1797—1800, 
8  VoL  in  4.  (2  6d.  1810—1819),  und:  Traitö  414mentaire  du  ealcul  diffdrentiel 
et  du  ealcul  int^al.  Paris  1797  in  8.  (7  ^d.  par  Hermite  et  Berret  1867; 
deutsch  Ton  Fr.  Banmann,  Berlin  1830—1831,  3  Bde.  in  8.)j  —  Lftgranget 
Theorie  des  fonetlona  analytlques.  Paris  1797  in  4.  (8  4d.  par  Serret  1847), 
imd:  Lebens  sur  le  ealcul  des  fonctions.  Nouv.  6dit  Paris  1806  in  8.  (die 
erste  Auflage  erschien  1801  in  den  S4ances  de  l'^cole  normale  und  1804  im 
Joum.  de  r4cole  polyt),  —  Joh.  GottUeb  Friedrich  von  Bohnenberger 
(Bimmosheim  im  Schwarswald  1766  —  Tübingen  1881 ;  Professor  der  Matiie- 
aiatlk  und  Astronomie  eu  Tttbingen),  Anfangsgründe  der  hohem  Analysis. 
Tftbingen  1811  in  8.,  —  Legendre»  Exercices  de  calcul  Int^graL  Paris 
1811—1817,  8  VoL  in  4.,  —  Meier  Biraeh,  Integraltafeln.  Berlin  1810  in  8., 
-^  Legendref  TraitA  des  fonotions  elliptiques  et  def  integrales  Eulöriennes. 
Paris  1828 — 1828,  8  VoL  in  4.,  —  Canehjt  Exercices  de  mathömaüques. 
Paris  1826—1880,  61  Livrs.  in  4.  (Als  Fortsetsungen :  Nouveaux  ezercices 
de  Math4matiques,  Prague  1886 — 1886,  8  Cah.  in  4.;  Exercices  d'analyse  et 
de  physiqne  mathtaatiques,  Paris  1840—1847,  4  VoL  in  4.),  —  J«coM» 
Fnndamenta  nova  theori»  Amctionum  ellipticarum.  Reg^omontl  1829  in  4.,  — 
Joseph  Lttduig  Raab«  (Brody  in  Oallisien  1601  —  Zfirich  1869;  Professor 
der  Mathematik  in  Zürich;  vergl.  Bd.  2  meiner  Biographien),  Die  DUferensial- 
und  Integralrechnung.  Zürich  1889—1847,  3  VoL  in  8.,  — -  Caaehj»  Le^ns 
de  calcul  dÜTörentiel  et  de  calcul  int^graL  R4dlg4es  par  Moigno.  Paris  1840 
bis  1844,  2  VoL  in  8^  —  Cnaude-Louis-Marie-Henry  IfsTler  (D^on  1786  — 
Paria  1886;  Ingteienr  des  pontB-ei-chaussto,  Professor  der  Analysis  und 
Mechanik,  sowie  Aeademiker  In  Paris),  Le^ns  d'analyse,  aveo  des  notes  de 
liouTille.  Paris  1840,  2  VoL  in  8.  (2  6d.  1866;  deutsch  von  Wittstein,  Hannover 
1848 — 1849  und  1864),  —  A.  A.  Conmot»  Theorie  des  fonctions  et  da  calonl 
infinit4simaL  Paris  1841,  2  VoL  in  8.  (2  M.  1867;  deutsch  von  8ohnuse| 
Darmstadt  1845  in  8.),  —  0.  Sehlöailleh,  Höhere  Analysis.  Braunschirelg 
1843  in  8.  (2.  Ausg.  in  2  Bdn.  1862—1866),  —  C.  H.  Schnase»  Sammlung 
«Mgewihlter  Formeln,  Beispiele  und  Au 'gaben  ans  der  DilTerensialreohnung 
und  deren  Anirendung  auf  Geometrie.  Braunschweig  1844  in  8.,  —  Ferdinand 
Ootthold  Max  Elsenstola  (Berlin  1823  —  Berlin  1862;  Mitglied  der  Berliner- 
Academie;  vergl.  Monataberichte  1863),  Mathematische  Abhandlungen  aus  dem 
Gebiete  der  hohem  Arithmetik  und  der  elliptischen  Functionen.  Berlin  1847 
In  4^  —  Bavret»  Cours  d'alg^bre  supörieure.  Paris  1849  in  8.  (8  4d.  In  2  VoL 
1866;  deutsch  von  Wertheim,  Leipsig  1868),  —  Sohnket  Sammlung  von 
Auljpiben  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Halle  1860  in  8.,  — 
Aloya  Mayr  (Stadtamhof  bei  Regensburg  1807;  Professor  der  Mathematik 
und  Astronomie  su  Wünburg),  Theorie  des  Differenaial-Calculs.  Regensburg 
1864  In  8.,  —  llerliardt»  Die  Entdeckung  der  h6hem  Analysis.  Halle  1866 
ia  8.,  —  Jeaa-Marie-Gonstant  Dahaaicl  (St  Male  1797;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Mitgflled  der  Academie  in  Paris),  Calonl  InflnitdsImaL  Paris  1866, 
2  VoL  in  a  (deutsch  von  Wagner,  Braunschweig  1866—1866),  —  H.  WclaMB- 
bam»  Die  Prinoipiea  der  h6hem  Analysis  In  ihrer  historischen  Sntwioklong. 
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Halle  1866  in  8.,  —  Slam»  Cours  d'analyse,  pubL  par  E.  Proohet  Pari« 
1857—1869,  2  Vol.  in  8.,  —  O.  Salmont  liessons  introdnctory  to  the  modern 
higher  Algebra.  Dublin  1859  in  8.  (2.  ed.  1866 ;  frans,  durch  Bann  mit  Notoi 
von  Hermite,  ParU  1868),  —  Joh.  Heinrich  Dortge  (Danaig  1821;  Professor 
der  Mathemaük  in  Zürich  und  Prag),  Theorie  der  eUiptiachen  Fuictio]ie&. 
Leipaig  1861  in  8.  (2.  A.  1868),  —  Joaeph-LouiB-Pran^ia  BeHnuii  (Paris 
1822;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paria),  Tnit6 
-  de  caloul  difKrentiel  et  de  calcul  int^al.  Vol.  1.  Paria  1864  in  4,  —  Partge» 
Elements  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  verinderlichea  Grösse. 
Leipzig  1864  in  8.,  —  Karl  Heinrich  Sehellbaeh  (Eisleben  1806;  Professor 
der  Mathematik  und  Physik  in  Berlin),  Die  Lehre  von  den  elliptiachsn  Inte- 
gralen und  den  Theta^Functionen.  Berlin  1864  in  8.,  —  Fr.  AvtenlielBcr» 
Elementarbuoh  der  Düferenaial-  und  Integralrechnung.  Weimar  1866  in  &,  — 
F.  Freuet  t  Recueil  d'exercicea  aur  le  calcul  inflnit^aimal.  Paria  1866  in  &, 
—  B.  Rlemann»  Ueber  die  Darstellung  einer  Function  durch  «Ine  trigo- 
nometrische Reihe.  06ttingen  1867  in  4.,  —  Serret.  Conxs  de  calenl  diff6- 
renüel  et  integral.  Paria  1868,  2  Vol.  in  8.,  —  0.  SehloBillelif  Uebnngabiich 
Bum  Studium  der  hohem  Analysis.  Bd.  1.  Leipzig  1868  in  8.,  —  Sogen 
Lemmel  (1887;  Professor  der  Mathematik  und  Phyaik  in  BehwySy  Brich 
und  Hohenheim),  Studien  Aber  die  BeasePachen  Functionen.  Leipaig  1868  in 
8.,  —  eto.^  Vw^  auch  66. 

46»  Dia  Izpone&tialrailie.  —  Setzt  man 

a-l        (a-l)2        (a-1)» 
An=-j 2-"^~3 ■ 

so  hat  mv>  für  jeden  Werth  tou  z  und  n  (43) 

a«=:[(l  +  (a-l))-F  =  [l  +  n(A+nf(a,n))F 
oder  (43),  da  diese  Gleichheit,  weil  n  links  nicht  erseheint,  nor 
bestehen  kann,  wenn  sich  anch  rechts  die  Glieder  mit  n  heben, 

Ax    .    A»x«    .     A»x» 


*"°°^+    1    +   1.2  "^  1.2.3  "^ 


•  • 


d.  h.  die  sog.  Exponentialreihe. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  erh&lt  man  unmittelbar 

[i+(«-i)]'  =  i+(?)(«-i)+(S)(»-i)*+(«)(*-i)*+-- 

=  X  +  |(a-l)  +  ^(a-:)«+--^»|;±?i^(.-l).+... 

=  l+n[A  +  nf(«,n)] 
vnd  ferner 

[l  +  n[A  +  iif(«,ii)]]'^-l  +  ^,ii[A  +  nf(»,n)]  + 

+  *  f a~n«^  ■  D«  [A  4- »  f  («.  n)]«  + 
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,  X      -  .    Ax    ,    A«x«    ,    A»x«   ,         .      „, 

eine  Gleichheit,  welche  nur  fttr  F  (s,  n,  x)  =  0  bestehen  kann,  d.  h.  wenn 
die  Reihe  2  statt  hat,  welche  IVcwton  snerst  aufgestellt  haben  soll,  w&hrend 
man  Lagnuige  die  eben  gegebene  einfache  Entwicklung  an  verdanken  hat 

4y»  Die  logirttkniuaha  Reiha.  Ist 

a*  =  y         oder         x  =  log  y  1. 

80  erliidt  man  durch  (46  entsprechende)  Entwicklung  der  identischen 

Oleichheit 

[l  +  (a-l)]-  =  [14-(y-l)]- 
wenn  für  A  noch  46 : 1  besteht, 

d.  h.  die  sog.  logarithmische  Reihe. 

Naeh  dem  binomischen  Lehrsatie  erh&lt  man 

[l  +  (.-l)]"=l  +  i^(.-l)  +  -^ii^i=iI(»-l)»+ 

=  l  +  nAx  +  n«9(a,n,x) 
und  ferner 

[i+(y-i)]"  =  i+n[24^-^=^*+^^=^*— ..]+nV(»,y) 

alao  dnrch  Oleiehsetsnng 

Ax  +  n  ,  (•,  n,  x)  =  I=i- fy=ll*  + ^^=^*— . .  +  »^  («>,  y) 

wormna  fSr  ns:0  sofort  S  hervorgeht  —  Man  verdankt  diese  ein&che  Ab- 
leitung der  logarithmisohen  Reihe  ebenfalls  Lagrangei  dagegen  ist  die 
Reihe  selbst  viel  firtther,  nnd  swar  snerst  in  der  46 : 6  gegebenen  Form  siem- 
lieh  gleichseitig  theils  von  Nicolans  Msreator  in  der  3  angegebenen  Schrift 
bekannt  gemacht  worden,  theils  von  James  Swmgmry  (Aberdeen  1688  — 
Edinbnrgh  1676;  Professor  der  Mathematik  in  Bt  Andrews  nnd  Edinburgh) 
in  seinen  „Exercitationes  geometricie.  London  1668  in  4.**  Letsterer  ist  nicht 
*ü  verwechseln  mit  seinem  Neffen  David  Gregory  (Aberdeen  1661  —  Maiden- 
head  1710;  Professor  der  Mathematik  in  Edinbnrgh  nnd  der  Astronomie  in 
Oxford),  dem  Orossvater  oder  wohl  eher  Urgrossvater  von  Dnncan  Farqnharson 
Gregory  (Edinbnrgh  1813  —  Cambridge  1844;  Examinator  der  Mathematik 
in  Cambridge;  vergl.  dessen  „Mathematical  writings  with  biography  by  R. 
LesUe,  Cambridge  1665  in  6.^},  einem  der  Gründer  des  Cambridge  Mathe- 
matical  Joioma]. 

4S.  Dia  niUrllchan  Logarithman.  Für  z  »  VA  gibt  die  Expo- 

ne&tialreihe  46 : 2 

aVA«i+^  +  _i-.  +  _^  +  ...  =  2,71828  18285  =  e 

Ffir  A=sl  wird  somit  a»e,  und  heisBt  dann  Basis  der  natfir* 
liehen  oder  Neper^schen  Logarithmen.  Bezeichnet  man  daher  letatero 
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schlechtweg  mit  log.,  so  hat  man  (46,  47) 

A  =  loga  logy  =  -^.logy  » 

a*  =  l  +  x.loga+^(loga)2-f-j-^(loga)»H A 

oder,  wemi  in  4  successive  x  s=  1  xmd  a  =  x  gesetzt  wirdi 

x  =  l  +  logx+j^2('^8^^*+rr2.3^'^«''^*"'""'  * 

Für  7  =  1  +  z  erh&lt  man  nach  2 

log  (1  i  2)  =  i  z 5-  z2  +  -^  z* j-  Ä*  +  •  •  •  * 

und  hieraus 

logy±|  =  2[z  +  ^z»  +  i-z»-f  ••]  « 

Die  letztere  Reihe  gibt  für   z^y^j  ^49   Vs)-**  ^®   natOrliclien 
Logarithmen  von  2,  3,  4,  etc. 

Weitere  Decimalen  von  e,  der  gemeine  Logarithmns  dieser  Zahl  und  sehie 
Vielfachen  finden  sich  in  IV.  Letztere  dienen  (vergl.  49),  da  nach  8 

•  1  1  *  * 

loge  =  — .loge=-j-       also        logy  =  loge.logy  • 

Bun  Umsetsen  der  natflrliehen  in  gemeine  Logarithmen.  —  Beialehnet  man 
die  Werthe,  welche  die  Exponentialfonctlon 

y  =  a.e*^»+b.e-»»  • 

fttr  xssX|,  Xt  +  ^»  X|  +  3i  aonfanmty  mit  y|,  y,,  y,,  so  hat  man 

yt  +  y,_ae'^.e'''  +  be->'t.e-»»'  +  ae>^  +  be"'^ 

y«     ""  ae'^.ep«  +  be-''*.e-»* 

=  e»*  +  e-'« 
80  daas  dieses  VerhUtniss  von  den  Constanten  a  und  b  ««rnKhaiij^g  wii4. 

49«  Mo  gamoiliail  LogllithmeiL  Hat  man  von  einer  Reihe  yon 
Zahlen  die  natürlichen  Logarithmen  berechnet,  so  hat  man  sie  (48:3) 
snr  Rednction  anf  eine  andere  Basis  a  nur  mit  dem  sog.  M odnlas 
1 :  log  a  zu  multipliciren,  so  z.  B.  um  sog.  gemeine  oder  Brigg^ache 
JjOgariihmen  zu  erhalten,  mit 

1 :  log  10  »  0,43429  44819 

Setzt  man  z«=:  J:(27  +  ^,  so  erhält  man  (48:7) 

ii(y4-«-iogy+ij7i[27?pj^ 

d.  h.  eine  ganz  bequeme  logarithmische  InterpolationsformeL 
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Weitere  Deeimalen  des  Modnlus,  sein  reciproker  Werth,  nnd  ihre  Viel- 
fachen finden  sich  in  IV,  unterhalb  der  sehnstelligen  natürlichen  und  gemeinen 
Logarithmen  aller  Primzahlen  von  1  bis  1000,  mit  deren  Hfllfe  jeder  Logarith- 
mus nach  der  soeben  gegebenen  Interpolationsfonnel  leicht  gefunden  werden 
kann.   So  z.  B.  ist  48634==: 486,24. 100  =  100 (2. 8» +  0,24),  also 

10  10  10  3  0.24 

Iog48624  =  2  +  log2  +  51og8  +  .j^^.^^ 

=:      2,00000  00000 

+  0,30102  99957 


+  2,38560  62785  .  .  .  5.0,47712  12547 

48 
log  10 


+  0,00021  44136  .  .  .   ,  ^,^  ; 97224 


=      4,68685  06828 

was  mit  der  Angabe  des  Thesaurus  bis  auf  eine  Einheit  in  der  10^  Decimale 
fibereinstimmt. 

SO»  Dia  goniometrisdieii  Reihan.  Setzt  man  mit  Eoler 

^T' =  Sin  X  — -Q =  Cos  X  1 

2i  2 

oder  e-**  =  Co8X  +  i.Sinx  % 

00  folgen 

Sin«x  +  CoB»x=l         oder         Cosx  =  Vi  — Sin»x        8 
(Coax+iSinx)*  ssCosnx  +  i.Sinnx  4 

Sin(x  +  y)«=  Sinx.Oosy+Cosx^Siny  -  « 

CoB  (x  +  y)  =  Cos  X .  Cos  y  +  Sin  x .  Sin  y 
etc.,  tmd  nacb  48 

Sinx  =  y  — j-^  +  j  2  3^^  — j  2  g^  g  g^+--- 

x^  x^  x^ 

*^*"  ^         O"^   1.2.3.4  ~  1.2.3.4.5.6  "^'" 

* 

Entwickelt  man  in  4,  dem  sog.  IMEolTre'sehen  Lehrsätze  (vergL 
99),  die  Seite  links  nach  43,  so  findet  man,  dass  die  Gleichheiten 

Sinnx  —  (i)CW*-»x.Sinx  — (5)CoB— «x.Sin'xH 

Co8nx  =  Co8*x  — (5)C!o8— «x.Sin«x-| 

bestehen  müssen,  dass  so  z.  B. 

Sin  2x SS 2 Sin X Cos X  Sin  3x«3Sin  x  — 4Sin*x      ^ 

•    Cos2x  =  2Cos2x— 1  Ck>s3x»4Cos3x— SCosx 

Setst  man  fnner  Sin  x :  Cos  x  s  Tg  x,  so  folgt 

«'"-1  .A..         ..-_l4-iTgx 


Tg X  — .,  .^   .  ,,         oder 


iCe«««-!-!)         "         1  — i.Tgx 

nnd  mit  HOlfe  von  3,6  and  43:4 
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Tg  X  =  Sin  X  (1  —  Sin«  x) "~  *''• 

=  Sinx-fySin»x  +  -|sin»x+ÄSin'x  +  .--      lO 

=  x  +  i-x»  +  A,5  +  ^^74.... 
Und  80  weiter. 

Die  Gleichheiten  8  bis  10  verificiren  sich  mit  Htklfe  von  1  bis  3,  und 
flberhanpt  auf  die  im  Texte  nogegebene  Weise  sehr  leicht;  so  s.  B»  ist 

Binx.CoBy  +  Co8X.Siny  = ^^ . — X ^ 31 . _ 

= äy =  Bin(x  +  y) 

etc.  —  Ans  5  folgt  auch  mit  Hfllfe  der  Tangentendeflnition 

nnd  entsprechend  10  erhUt  man 

8inx=Tgx(l+Tg«x)     *  =Tgx-lTg»x+ ATg»x-ATg»x+...  M 

Betst  man 

Co8x  +  i81nx=:n  Cosx  — i^x  =  T  IS 

und  Bomit 

U  =  2.Cosx  =  Q  +  v  VesSi.Binxdi  — ▼  Isn.ir       M 

80  erbUt  man,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  nach  dem  Binomlschea 
Lehrsatse  nnd  nnter  Berfleksicbtignng  theils  von  4,  theils  der  ans  6  folgenden 
Gleichheiten  Sin  (—  x)  =  —  Sin  x  und  Cos  (—  x)  =  Cos  x, 

ü-==n-  +  mu--W  +  "^^T^^*"""^'  +  -   •  +  ▼■ 
=5 n   -f-mu       «T-  n,       ^...-^u 

=  Cosmx  +  m Cos  (m— 2) x  +  "*|°'~^^ Cos (m^4) x  +  . . .  +  Cosmx 

H-i[8lnmx+m8in(m— 2)x  +  ^-^^^^Bin(m— 4)x  +  ...-*8lBmx] 

V-s3«--mn— W  +  5i^L=iiu— *v» +  {-1)-»- 

1  •  40 

ssCosmx— mCos(m-2)x4-^'^^^^^Cos(m-4)x — ..+(— irCotmx 

1.3 

+  l[8inmx— m8in(m-2)x+^^^^^Sin(m-4)x — (— irBInmx] 

Beachtet  man,  dass  In  beiden  Entwieklnngen  rechts  die  symmetriaehen  Glieder 
gleleh  gross  sind,  aber  bald  gleiches,  bald  entgegengesetites  Zeichen  haben, 
so  eigeben  sieh,  je  nachdem  man  fOr  m  den  geraden  Werth  2n  oder  des 
nngeraden  Werth  2n+ 1  elnftihrt,  die  vier  wichtigen  Reihen 
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81 


4"*  1.3.3...n 

.a°(an-l)...(n+2) 

^        1.2...(ii  — 1)       ""*** 


•^^ 


4" 


Co8(2n+!)x+(2n+l)Co8(2n-l)x+^.?i^t^Cofl(2n-8 
,  (2n  +  l)2n...(n+2)    _ 

+ — rrrrs — -^^»^ 


8ln«"x=-i-  2n(2n~l)(2n-2)...(n  +  l)  . 
4"     '  1.2. 8. ..n 


(-4)' 


SlB^'+^xir^ 

(-4)- 


Cos2nx  — 2nCos2(n— l)x+?i!^^~-^CoB2{n— 2)x- 

+(-..-.'-?-,-V/''°"»- 


IV 


8Ui(2n+l)x— (2n+l)8ln(2n— l)x4 


(2n+mn 
1.2 


Sin(2n~2)x— 


^^^,)o(2n  +  l)2n...(n  +  2)g^^ 


Ift 


1  .2...n 

rar  Umaettung  der  Potensen  von  Sinns  nnd  Cosinus  in  Sinne  und  Cosinus 
der  Vielfachen«  —  Die  beiden  Reihen  6  soll  schon  liewton  aufgestellt,  nnd 
sodann  Melvre  in  seinen  „Miscellanca  analyiica  de  seriebuB  et  quadraturis. 
Londini  1780  in  4.^  die  Formeln 

p_ (Cosx  +  itox)^  +  (Cosx-i8inx)y 

UOS  X  V  =  -* :r 


2 


Bin 


(Cos  X  +  i  Sin  x)'  —  (Cos  x  —  1  Sin  x)' 
xy  = ^^ 


gegeben  haben,  welche  allerdings  dl6  seinen  Namen  tragende  4  in  sich  fassen; 
alMr  eigentlich  soll  4  selbst  erst  bei  Enlert  dem  wir  auch  1  nnd  2  ver- 
danken, vorkommen.  Ba  mag  dabei  nodi  bemerkt  werden,  dass  man  4  auch 

die  Fonn 

(Cos  X  ±  1  Bin  X)'  =  (Cos  y  ±  i  Bin  y) "  tO 

geben  kann. 

Sl«  Dia  mgalakrten  Heiken.  Setzt  man  (50 : 2,9) 

i^'«  =  C082y+i.Sm2y  =  ^     oder     z^g^l^j^i.  Tgy 
80  erhält  man  durch  Logarithmiren  (48 : 7) 

1     ,        l  +  Z  1   r       •     1      1    t     1      Ä    I  1 

-Tgy-i.Tg3y  +  -g-Tg»y-yTg^y  +  ... 
oder  mit  HOlfe  von  50 :  10 

y— 8iny+-g-8in»y  +  ;^Sin»y+ij2^"*^y+  ••  * 

Und  80  weiter. 


w«ir, 


6 
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Statt  2  kann  man  auch  schreiben 

-,.        ,    1     Sin»y    ,    1.8     Bto»y   ,1.8.5     ßin»y   , 

y=«"y+T"8   +Tr4--5   +2:rT--7   +••• 

und  wenn  daher  %n  eine  Zahl  bejseichnet,  deren  Sinns  gleich  der  Einheit 

Ist,  so  folgt 

ff      i.    *     i    ,    1.8     1    ,    1.8.6     1    , 

T^*'^T'T"*""2T7'T"^  2.4.6  T"^"'  * 

eina  Reihe ,  welehe  jedoch  fOr  wirkliche  Berechnung  Tim  %  lu  langsam  con- 
▼ergirt  Setst  man  dagegen  Sinzss  y»  ^^  ^^  ^^^  ^'^ 

Sin8xs38.4-  — 4-4-  =  i  ^o  xs^- 

vnd  man  hat  daher  die  weit  rascher  convergirende  Reihe 

*       1    ,    i     1     1    t    1.8     1      1     ,    1.8.5     1       i      .  m 

T^Y+T^TT+TTT"  y  ■82""*'  2.4.e   T*  128  +'"         * 

deren  erste  6  Glieder 

9r  =  8,14169 

ergeben.  ^  Ans  Sin^^csi  folgen  nach  50:8,  6,  8 

Sin-ysi       SinxsO  Sin|-9f=:-l        Sin  2]f=:0 

Gosy=0       Cosff=:— 1        Co8-|-ffe=0  Gos2ffssl 

nnd  80  fortan. 

I 

•a.  Wdtare  lotvieklingeii.  Ist 

Tgx  =  a.Tgy         and         7^  =  1>  • 

M  folgt  (48,  50) 

x  =  yH-l».Sm2y  +  ^Sm4y  +  ^Sm6y4-...  S 

Setzt  man  dagegen 

Tgy  =  — i:.^£_«aSmx(l+aCo8x-fa2Cos?x  +  ...)  S 


a«  „.   «      .    a» 


1  — a.Coaz 
80  ergibt  uch  (61 : 1  nnd  50: 8) 

y  =  a.Smx4--g-Sm2x  +  -^Sin3x  +  ...  4 

Setst  man  (50:2) 

y  =  Co8x  +  iSinx  =  e»'         oder         logy  =  xi 
M  folgt  (50:1,  9) 

logy=i.ArcSin2^=^  =  i.ArcCo8^2^-=»2iArcTgi-ö^^  • 

Ueberdiess  hat  man 

logFlH-2aCo8x4-a2  =  aCo8x  — ^Co82x  +  -|-Co8  3x— ...  < 

Ferner,  wenn  n  eine  Zahl  bezeichnet,   fOr  welche  Sin  -^  gleich 
1  ist, 
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und  zur  BeBtiminimg  von  n  ans  der  erstem  dieser  Factorenfolgen 

n  ^  2.2.4.4.6.6.8.8.... 

2  ^  1.3.8.5.5.7.7.9.... 
Endlich 

1         1   ,  2(2—1) 


g 


1   ,  2(2-1)b  ,  ^2(23-1)  2(2»-l)g    . 

x+TTF"^'"'  +1.2:3:4"^»'' +1.2.3.4.5.6"»'^+- 


Sin  z 

öii"  ^  +-T2-^^'^-  1.2.3.4  ^**+1.2.34.5.6^''"+- 

T.  »^   2'(2»-l)  2*(2*-l)  2«(2^-l) 

^■^  *  1.2  '     ^  1.2.3.4  "2*  ^1.2.3.45.6^  t« 

1         1  2«     ^  2*       p    ,     __2«       „    ,  ,    ■ 

t^"1        172~"''^  ~  1.2.3.4  ****  ""1.2.3.4.5.6'*'*  ■^•* 

wo  in  der  ersten  und  vierten  Reihe  x  •«=:»,  in  der  zweiten  und 
dritten  Beihe  x  «=:  -g-,  und  wo  die  sog.  Bemoolll'selien  2iaklMi 

Bi-ß-       ^-30        ^"=42        ^«"SÖ       "*      66 

2       ^^1  Ul 

und  die  sog.  Ealer^sctaen  Zahlen 

Ei  =  l       E2»5       £,  =  61       1^1  =  1385       i;s  =  50521 

2  oö     ( l)»-i 

E.»  1.2. 3. ..2m  (i/^^)2-+i  f  (2r— 1)»»+^  ** 

sind. 

Ans  1  folgt  Bnnlehst  nach  50 : 9 

I  — »ITgy      i+a  +  (l— •)e^'*  l^be«^» 

hieraoB  dnrch  Logftriihmiren  mit  HOlfe  von  48 : 6 

2xl  =  2yi-.(be-«»'+^e-*''  +  -^e-«''  +  ...) 

nnd  hieraus  2  nach  60: 1.  --  Ans  50 : 1,  0  folgen 

1  ,    t 

8lnxs3 ^  CoBX;= ^  T«-s-csrT — r-rr 

""    2yi  •"     2y  1  +  y 

6* 
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und  hierane  die  6.  —  Naoh  48 : 6  findet  man 

log  Vi +2  aCo8x  +  A*s=:ylog[l  +  (2aCo8X +  *•}]=: 

=  y[(«*Co8x  +  *«)-y(2aCoflx  +  a»)«  +  i-(«aCoBx  +  a»)»-...] 

5=aCo8x— 4-(*CoB«x  — i)  +  4-WCo8«x  — 8C08X)  — ... 

'  woraua  6  mit  Hfilfe  von  60:8  henrorgeht  —  Fttr  die  Ableitung  von  7^12 
halte  ich  mich  an  den  von  Raabe  im  ersten  Hefte  seiner  „Malhematlachen 
Mittheilnngen.  Zflrich  i867— 18&8,  2  Heile  in  SJ^  eingeschlagenen  Weg:  Ana 
50:6  folgt 

^^  =  ^tt— r^+t.2.8\.6^'   'J 

ein  Ansdmck,  welcher  nach  61  NoU  werden  mnss,  theila  wenn  x  den  Werth  O, 
theils  wenn  x  einen  der  Werthe  4:»^  "il^ify  ±_3ny.  annimmt.  Ea  mflaaen 
alao  +«,  dz ^^9  ±3nj">  Wuneln  des  Ansdmekes  in  der  Klammer  Bein. 

Setzt  man  in  demselben  x^ —  nnd  mnltipUcirt  mit  y**,  so  erhUt  man 

-.■-2  «-.4 

y' +       ^ 

*  •     o     o      »^ 


1.2. 8    '    1.2.8.4.6 
mit  den  Wnneln 

i  1  _t_  1  i  l_ 

ff  2»  8)v         '  n  %n  3« 

also  kann  man 

»•-fi^.+r^i:;r:5-=('-7)('+T)('-n)('+n) 

aetien,  oder  mit  y**  dividirend,  und  —  wieder  durch  x  ersetsend, 

^"^  1.2.8  +  1.2.8.4.6  ••=V""W0""  4^5^)" 
d.  h.  es  besteht  die  erste  der  Reihen  7.   Die  aweite  wird  gana  entapreehend 

gefunden,  Indem  man  61  entnimmt,  dass  Cos  x  fOr  ±-^-,  ^-a—»***  ▼^^ 

sehwinden  mnss.  —  Aus  7  folgt  fttr  xsz-^ 

_,  «     i     8     8     6  2n  — 1      2n+i 

2     2     2     4     4  2n  2n 

und  somit  8.  —  Aus  7  folgt  femer 

1  1 


Binx  if  —  X  g  +  x   2if  —  X   2fi  +  x        rg  — x  r« +  x 

n  n  2n  2n  rn  m 

oder  mit  BenutsuDg  der  in  66  näher  besprochenen  Methode  des  Zorlegena  in 
aog.  PartialbrQcbe 
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^     —  *»   I       "< t      ft       I        t        I        ft        I 

8inx  ""x^w  — x^Ä  +  x^2«  — x^2»  +  x^*" 


X  r«  —  X       ^  r»  +  x 

wo  die  u  md  ß  sofort  n&her  cn  bestimmende,  von  x  nnabh&ngige  oder  eon- 

stante  OrGssen  sind,  und  das  Snmmenseichen  von  r  ^  1  bis  r  =:  oo  eu  nehmen 

ist  9  —  oder  ^,  „,  . 

'  .  Binx    ,    „         Sinx     ,    „^      Sinx 

X       '^^rjf  — x'^'^'r«4-x 

Betsen  wir  hier  flir  x  eine  ohne  Ende  abnehmende  Grösse  w,  so  redndrt 

■ich  das  erste  GUed  rechts  auf  aw:wc=a,  w&hrend  alle  übrigen  Glieder 

mit  w  verschwinden;  es  ist  also  a=:  1.  Setsen  wir  dagegen  x:=r3s  — w  oder 

x  =  ^rsK4~W}  so  redncirt  sich,  da  nach  60:6  und  61 

8in(r«  — w)  =  — CosrÄ.8inw  =  (— O'^^^w 
8in(w  — rss)^      Go8rsr.8inw  =  (—  !)'.w 

ist^  13  im  ersten  Fall  auf  «^=(— 1}'~^  nnd  im  sweiten  Falle  auf /9^=(— f}', 

nnd  man  hat  daher  statt  13 

*     -.*a.    *  *  ^       »       *       »       ,  (-1)""'  ,  (-0V. 


8lnx      x^sp— X      «4-x      2«— X  •  2w+^  r«— x   ^r«+x 

-x+;?rrp      (2«)t-x«  +  -+^"'^^       •(r«)«-x»  +  -' 

oder,  w«».»«ix  durch  f-xe«eut, 
*    -    *    a.    *  t  1      .      ■     (-1)'-'    .      (-<)'      . 

— r Tz.         ^äZ.         ~~äZ.  r'-To-      <  Tonn  T" 


y— »     «+»     -« — »    -«-+»  —5—«+» 


«— X 


2  2'a2'  j{~i-         2 

«* 4.    4.f_n'-i  __JiLzl>2L_4. 


'-1       »'-* 


Ffir  alle  Werthe  von  x,  welche  nomerisch  kleiner  als  rjr,  oder,  da  r.  die 
votere  Grense  1  erreichen  kann,  kleiner  als  n  sind,  hat  man  aber  die 
Gleichheit 

lud  entsprechend  fllr  alle  Werthe  von  x,    virelche  numerisch  kleiner  als 

2r 1  n 

— 2~  ^^  ^^'  *^^  kleiner  als  -?-  sind,  die  Gleichheit 

(-.1)'-!       _4.(^l)'-'f        .      2x      yt  2x      V*         , 

^2r-l   >«     ^"^^car— i)t„iP-rl(2r-l)J  '*'k2r-l)J  ^'"\ 

also  kann  man  14  nnd  15  durch 

.  ^      ^^'  T.(-i)'^^    ,   g*3L«  »(-l)'--'    ,    2«x<  p  (-<)'"*    i 
Cosx  ""  «  -^     2r-l    "^    «»    -^(2r-l)»"^    «»     ^(2r-l)»^'' 
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enetseo.  Da  endlieh  letstere  Gleichheit  fOr  x=:0 

i^-2:\^       oder       -=1--  +  ^^-+... 
d.  h.  die  schon  von  Leiteits  fOr  n  anfgeetellie  Reihe  gibt,  und 

j,  (-i)'-' ? !_+_! !_+ 

Ist,  80  erhUt  man  die  zwei  Reihen 

_t      _  1    .   2(a-l)x        i    ,   g(2«-l)x«        1 

Coax  ■"     ^    %•    -^(2r— i)»^    «*    -^  (2r-i)»  ^'   "  ** 

welche,  anter  Einfllhmng  der  BemonHi'schen  und  Enler*8Ghen  Zahlen  nach 
11  und  12,  sofort  in  die  beiden  Reihen  0  übergehen.  Um  letstere  Zahlen 
bequem  berechnen  su  kennen,  lassen  sich  leicht  Recursionen  an&tellen:  Man 
hat  hiefUr  nur  Jede  der  beiden  Reihen  0  mit  der  betreffenden  der  Reihen 
50:6  zu  multipliciren ,  wodurch  sich  zwei  neue  Gleichheiten  ergeben,  welche 
links  1,  und  rechts  ausser  1  je  eine  nach  den  geraden  Potenzen  von  x  fort- 
schreitende Reihe  enthalten,  also  ftr  jeden  Werth  von  x  nur  dann  bestehen 
können,  wenn  die  einzelnen  Factoren  dieser  Potenzen  für  sieh  Null  sind, 
d.  h.  wenn 

2(2»--l)  2(2»~1)        ,   2(2--0  i   _n  ' 

und 

Bi-i  =  0  Et-(a)Et  +  (J)==0 

E.-(S)E.  +  (J)®i-(«)  =  0  etc. 

sind.  —  Durch  Logarithmiren  der  Gleichheiten  7  erhUt  man 

log8Inx  =  logx  +  i:[log(l  +  -iL)  +  log(l^-^)] 

Wird  in  diesen  Gleichheiten  x  durch  x  +  w  ersetzt,  und  je  von  der  so  er- 
haltenen neuen  die  alte  abgezogen,  so  erhält  man 

Da  aber  Jttr  einen  kleinen  Werth  von  w 

8to(x4-w)_  w  C!o8(x  +  w)_.      __^ 
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so  folgten  unter  Anwendung  von  48:6  ans  diesen  Reihen 


w 


Tgx      2  Tg' 


+JS 


w 


rir  +  x        T'(rÄ  +  3t)*^"" 
"ra»  — X       2  '(rjr— x)» 


—  wTgx— YW«Tg'x— ..=^ 


2w  i  f         2w         >a       I 

(2r^i)jf— 2x^  2  H2r— i)«— 23J  •*■  J 


oder,  wenn  man  beidseitig  durch  w  dividirt,  und  dann  w  verschwinden  Usst| 

J! 1 .  vT    y  t    i_i     p     >x 

Tgx^'x'^'*  Irjf  +  x      rjf— xJ—x       -*  (rÄ)«  — x« 

Tgx  =  i:[^jj^_jj^_^^—       _^  ^^^Jsi:    2r'— t   .,        7 

D«  endlich  entsprechend  oben 

(ri«)«-x«='5^'-*"*"fr^"*""F50'"*''""' 
»X 2«x  .        2«x« 

2r--t     ^       7  — (2r-l)«»«*-*"^(2r-l)«»«"*'   -J 


1 


1 


^  (2r— 1)«"  ""  1«»  "*"  8«"  +  6«-  "^  7«»  ■*" " 

1         .1.1.1 


=  2: 


r 


a« 


( 


22»  ■*"  42«  +  e^«  ^'^ 


a»-i  ^   t 


i3» 


8b 


2-  r« 

so  gehen  die  leisten  Reihen  in 

x""x""  jg«  ^  r«        11*   ^TF 


ttbeTi  und  diese  stimmen  unter  Berttchsichtignng  yon  11  mit  10  rasammen. 

M»  Conf  argem  Ud  Di? ergrax.  Wenn  die  Summe  der  n  ersten 
Olieder  emer  ins  Unendliche  fortlaufenden  Reihe  sich  immer  mehr 
einem  Grenzwerthe  nähert,  je  grösser  n  wird,  so  heisst  die  Reihe 
coDTercent^  sonst  divergent  1  so  ist  z.  B.  die  Reihe  26:4  fbr 
az>l  convergent,  sonst  divergent,  da  nach  26:2 

1.1^1.         .1       7a»       a  1  1 

a       a*       a'  a» 


1-1 


»— 1      a-  (ft— 1) 


wt,  and  !:•■(•  —  1)  gicli  beim  Wachsen  von  n  der  Ormse  O 
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oder  oo  nähert,  je  nacMem  ar>l  ist  oder  nicht,  —  tmd  jede 
Reihe,  deren  Glieder  von  einem  bestimmten  Gliede  hinweg,  kleiner 
oder  grösser  ab  ihre  Glieder  im  ersten  oder  zweiten  Falle  sind,  ist 
ebenfalls  convergent  oder  divergent  —  Bezeichnen  t  Zahlen,  die 
mit  zunehmendem  Index  sich  Null  nähern,  so  ist 

to  —  ti  +  *a  —  ^  +  ^4  — 15  +  -*-  *==^  *o  —  ti  + . . .  H-  ta«  y 

r>  to  —  ti  + . . .  —  tj«— 1 

Es  weicht  also  die  Summe  der  2n  ersten  Glieder  von  der  Summe 
aller  Glieder  nicht  um  das  erste  der  vernachlässigten  Glieder  ab, 
und  die  Beihe  ist  daher  convergent;  so  z.  B.  ist  die  Reihe  48:6 
für  log  (1+z)  convergent,  sobald  z-<::l.  —  Ist  in  einer  Reihe 
tii-f-ti-|-t2  +  ...  vom  n***  Gliede  hmweg  das  Verhältniss  jedes 
Gliedes  zum  vorhergehenden  kleiner  als  r-ccl,  so  ist  die  Reihe 
convergent,  da  in  diesem  Falle  ta+i*<::r.t.,  t.+a<^r-tB4.i«:cr*.t., 
•  • • ,  also 

<«  +  ti4-ii  +  ...<:to  +  ti  +  ...  +  t.-i  +  -Y^  » 

So  z.  B.  ist  die  Reihe  48 : 6  für  log  (1  —  z)  convergent ,  sobald 
z<=:l;    ebenso  48:1,  da  n  immer  so  gewählt  werden  kann,  dass 

das  Verhältniss  —  <::  1.  —  Die  Grösse  n  kann  immer  gross  genug 

angenommen  werden,  damit  x*^ :  (1.2...n)  kleiner  als  eine  beliebige 
Grösse  wird,  da  für  x-c^rp-ccn 

1.2...n""l.2...(p— 1)*  p  •p-|-l"n^^l.2...(p— l)^?/ 
So  z.  B.  convergiren  die  Reihen  50 : 6  von  einem  gewissen  Gliede 
hinweg. 

In  einselnen  Fällen  kann  man  allerdings  fast  auf  den  enten  Blick  erkennen, 
ob  eine  nnendliche  Reihe  converglrt  oder  divergirt,  ^-  in  andern  FUlen  könnte 
man  sich  dagegen  ohne  genauere  Prüfung  leicht  t&uschen.  So  s.  B.  könate 
man  leicht  glauben,  dass 

•  +  •  +  «  +  »+... 


VT  '  ]^  "  VT  "  yr 

eine  convergente  Reihe  sei;  nun  ist  aber  offenbar 

«  +  «  +  «+...+  •>«  +  «  +  «+...+ 


und  setsen  wir  hier,  um  die  unendliche  Reihe  lu  erhalten,  n=:oo,  ao  wird, 
da  yoo'soo,  und  grösser  als  oo  gewiss  cum  mindesten  auch  oo  iat, 


i    +    »    +    •    +    •    +...^«, 


Es  tat  «Uo  nicht  ohne  Nutzen,  Regeln,  wie  die  iMiapielsweiM  in  Texte 


—  Die  Lehre  von  den  ReÜiea.  —  89 

Gegebeoen,  aufinutellen,  nach  denen  inan  eine  Reihe  auf  Conyergeni  prüfen 
kann,  nnd  es  hat  sich  nach  dieser  Richtung  besonders  Gaiieby  entschiedene 
Verdienste  erworben.  •—  Die  in  8  liegende  Regel  folgt  ans  der  in  sich  selbst 
klaren  Ungleichheit 

in  Verbindung  mit  der  Gleichheit 

-^=l+r  +  r«  +  r*  +  ... 

die  aber  selbst  wieder  nur  unter  der  bereits  gestellten  Bedingung  r  <  1 
richtig  ist  —  8etst  man  die  in  4  vorkommende  GrOsse 

t.2...(p-t)  "Ip/       ^    ^  t.2...(p  — l).p— »+»  ""* 
so  erhUt  man  durch  Logarithmlren  in  Besiehung  auf  n  eine  Gleichung  vom 
ersten  Grade,  aus  welcher  man  somit  n  fBr  gegebene  Werthe  von  x,  p  und  o 
bereehnen  kann. 

S4«  Die  loteipolitioil.  Hat  man  eme  Beihe  von  Zahlen  a.. . .  • 
a^i  a  af...a.,  und  bildet  aua  ihnen,  indem  man  jede  Zahl  von  der 
Folgenden  absieht,  sog.  erste  Differenzen  Aa»  aus  diesen  durch 
entsprechende  Operation  sog.  zweite  Differenzen  A'a,  etc.,  die 
m  der  dorch  die  Figur  angegebenen  Weise  mit  Indices  versehen 
werden  mögen,  so  ergibt  sich  leicht,  daas  jede  Zahl  der  Tafel 
erhalten  wird,  indem  man  zu  der  über  ihr  stehenden  die  rechts 
oben  von  ihr  stehende  addirt,  —  daas  überhaupt,  wenn  irgend  eine 
Zahl  der  Tafel  aua  andern  nach  einem  bestimmten  Gesetze  erhalten 
werd«!  kann,  auch  jede  andere  nach  demselben  Ghsetze  aus  ent- 
sprechenden erhältlich  ist,  —  und  dau  namentlich 


a  +  ... 


a.-a+(j)Aa+(?)A«a  +  (S)A» 

=  a  +  nlAa  +  ?:=i[A»a+^^(A»a  +  -.0]l 

ist.  Die  praktische  Anwendung  dieser' sog.  Newton'seben  Intern 
polationsftomiel  setzt  dann  allerdings  noch  voraus,  dass  das  durch 
sie  ausgedrückte  Gesetz  auch  für  Zwischenglieder  gelte,  und  dass 
die  hohem  Differenzen  Null  zur  Ghrenze  haben.  Statt  den  Differen- 
zen I  kann  man  femer  die  zunächst  über  oder  unter  11  stehenden 
Zahlen  zur  Interpolation  benutzen,  wenn  man  1  durch 

•.=a+(j)Aa+(5)A»a.i+(°+l)A»a.x+(^tO^*«-»^" 

-a+n[Aa+5r:i[A«a-i+^(A»a-i+^A*a-aH-..01] 

ersetzt  Die  hier  erscheinenden  geraden  Differenzen  liegen  mit  a 
auf  derselben  Horizontalen  IQ,  die  ungeraden  unterhidb.  Führt 
man,  um  auch  Letztere  auf  DI  zu  bringen,  noch  die  Mittel  aus 


90 
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ihnen  nnd  den  ungeraden  oberhalb  ein,  nnd  bezeichnet  sodann  alle 
diese  Differenzen  mit  Sj  so  hat  man  endlich 

a.  =  a+  n   [*  a  — -^53^+        J5a  — — -aTa  +  ...l 


n 


+  -V[^a 


6 
1 


30 
1 


140 


2 


12**»+ 90 


Ä^a-+' 


+  ^[*'»-4*'»  +  l2Ö 


J'a  — 


1 


+ 


+ 


n' 


24 
120 


1 


[54._^j6a4. 

[5»a-^i7a  + ] 


■^m^^'^- 1+ 


welche  Reihe  in  dem  Falle  grosse  Vorzüge  hat,  wo  a«  gleichzeitig 
für  verschiedene  Werthe  von  n  berechnet  werden  mnss. 

Da  nach  den  ausgesprochenen  Grundsätzen  aus 

a|:=a-{-AA nothwendig 

Aai=       A*+A'» folgt,  also 

a,=a-|-2Aa+A*a *dso  auch 

Aa,=:         Aa+gA*a+A'<^   •  folgUch 

a,=a+8Aa+8A*Ä+A'Ä   •  etc. 

also  muthmassHch 
a„=a+(»)Aa+(S)A«Ä+...  und  dann  j^ 

Aa,=  Aft+(")A'Ä+ ••  folgndi  auch 


a. 

AI. 

a\ 

a\ 

A^ 

.2 

.) 

-V 

-1 

-i 

-1 
1 

-3 

-3 

7r" 

1 
a 

1 

1 

-0. 

":';- 

^^.T 

•.+,=:.+(»+')A*+(''J»)A*»+- 
so  ist  1  durch  Inducüon  erwiesen.  Die  Ableitung  von  2  aus  1  wird  durch 

S  =  »+(?)  A«+(S)(Zi'a_,  +  A»«_,)  +  (S)(A»*_i  +  A«»_,)  +  ... 
▼ermittelt,  —  die  von  3  aus  2  durch 

Aä  = ^ i  =  aa  +  yd«a,   A»*-i  =  *'*+2-^»»    ^^' 

und 

s  =  «+(»)(*«+ld«.)+(»)a««+(»+»)(a»»+l««»)+... 

Da  ■.  B.  nach  IV 

A*»     A*«    A*»   A*« 


102  08«»I7I8  +  «J!JJ'--41T451  „^ 

103  «8372247    ,^,,,1  400383  +  !?!?--»»  l 

104  170388303    ^^JJ^  401548  l^      t«8  +  -:-I 
106  211802001    ;;j»^  303036  I?^   «*   * 

106  268068668   JJ^JJJJ  386638  '*** 

107  208887777    "''"»** 
■o  luki  man  naoh  1  fBr  n^0,43 
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log  101,43  =  log  101  +  0,43  [42787980 —^  [-  417461  -  ^  (8068  — . . .)]] 

=:  2,0061664253 
Ferner  gibt  i.  B.  das  Berliner-Jahrbuch  iUr  die  ReckaseenBion  des  fifondee 

1848  Vn  12,0"'   16*»  14- 26*,38  . 

12      16    89    30,82-^*^    27  74  +  ^"'^*^       1'J19 

12     17    30    48,16      ?;    JJ'l?      20,12      ^'^ 
14,0     17    66    68,38      ^      " '** 

alao  hat  man,  wenn  in  3 

a=17''4"68*,06,  da=+26'"88',92,  d*a=:-f  22',36,  d«a=-r,8l,  d*a=— 0',8ö 
geeetst  werden,  für  n=s  Vit  ^ 
a,  =s  17*  4"  68',06  +  128',268d .  t  —  0*,07792 .  t«  —  O',0001 74 1» — 0'*,000002 .  t* 

womach  a.  B.  die  iR  des  Mondes  1848  Vn  13  für  alle  Stunden  von  Mittag 
bia  lüttemaeht  leicht  berechnet  werden  kann,  indem  man  einfach  t  successive 
die  Werthe  1 ,  2, ...  11  gibt 

¥in.  IKe  Difbraitial-  ud  htegnl-Reeluinig. 


Begriff  der  DifferentialrechniiDg.  Nimmt  in  y  »:==  f  (x)  die 

unabhängige  Variable  x  einen  bestimmten  Zuwacha  A  x  an ,  so 
erhält  auch  die  abhängige  Variable  j  einen  bestimmten  Znwaehs 
^  j.  Das  Verhältniss  A  7  :  A  x  dieser  Zunahmen  hängt  einerseits 
mit  der  Natur  der  Function  f  und  der  Grösse  von  x  zusammen, 
ist  aber  anderseits  auch  von  der  Grösse  von  Ax  abhängig,  sobald 
die  Function  in  Beziehung  auf  x  nicht  vom  ersten  Grade  ist.  Um 
diesen  Einfluss  von  Ax  zu  entfernen,  läast  man  dasselbe  unendlich 
abnehmen,  wodurch  sich  Aj:  Ax  einem  bestimmten  Werthe,  der 
sog.  Limes  (Aj^Ax),  nähert,  den  man  mit  ijiäx  bezeichnet,  und 
DUrerentlalqvollent  9  oder  Fluxlon^  oder  erste  AMettmng 
nennt   Da  somit  nothwendig 

A  X        dx 
wo  w  eine  mit  A  x  verschwindende  Grösse  bezeichnet,  so  folgt 

Ay  =  l-T^H- w)  Ax        und  somit        dy=;=-g-^.dx 

d.  h.  das  sog.  Differential  einer  abhängigen  Variabein  ist  gleich 
dem  Differentialquotienten  multiplicirt  mit  dem  Differential  der  un- 
abhängigen Variabein.  Die  allgemeine  Vorschrift  zur  Auffindung 
dieser  Differentialquotienten  aber  liegt  in  den  Gleichheiten 

A  X  A  X  dx  Ax 

wie  wir  unter  den  folgenden  Nummern  sehen  werden. 
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Die  guue  Entwicklung  der  Mathematik  und  apeciell  d€i  Garvanlelire, 
dr&ngte  nach  der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  Eur  Entdeckung  der  DifTerential- 
rechnusg  hin,  und  es  ist  daher  begreiflicher,  dass  Iietstere  nahe  ^eichieltlg 
dnidli  Mehrere  der  damals  lebenden  grossen  Mathematiker  gemacht  wurde, 
als  dass  sich  diese  durch  unerquickliche  Priorit&tsstreitigkeiten  das  Leben 
verbittern  mochten.  Ohne  genauer  auf  den  mit  grosser  Heftigkeit  gefflhrtea 
langen  Kampf  einsugehen ,  durften  am  Besten  (entsprechend  8}  Leibniti  und 
Newton  gemeinschaftlich  als  Entdecker  genannt,  dagegen  Lelbnlts  als  der- 
jenige beseichnet  werden,  der  einen  bequemen  Algorithmus  ftlr  die  neu« 
Rechnung  fand,  —  liewton  als  derjenige,  der  suerst  grossartige  Anwendungen 
derselben  machte,  —  während  Jakob  und  Johann  Benionlll  der  Ruhm 
bleiben  würde,  sich  des  neuen  Hülfsmlttels  sofort  bemächtigt,  und  dasselbe 
rasch  in  ausgeseichneter  Weise  ausgebildet  au  haben.  Fttr  den  genaantea 
Streit  selbst  sind  ausser  einigen  schon  in  8  erwähnten  Schriften  i.  B.  nocb 
SU  vergleichen :  „John  Colllns  (Wood-Eaton  bei  Oxford  1826  —  Malmabury 
1883;  erst  Buchhändlerlehrling,  dann  Givilingenieur  und  Secretär  der  Roy. 
Society)  et  aliorum.  Commercium  epistolicum  de  analysi  promota.  Lond.  1712 
in  8.  (Nene  Ausg.  durch  Biot  et  Lefort,  Paris  1858  in  4.),  —  Oabr.  CSvMBcr» 
Virofum  cel.  O.  LeibnitU  et  Joh.  BemouUi  Oommercium  philosophieuai  ei 
mathematicum.  Lausanne  174Ö,  2  Vol.  in  4.  (Nene  vervollständigte  Ausg.  von 
Gerhardt  in  Leibnitz's  Werken  vergL  3),  —  Gerhardt  #  Historische  Ent- 
wicklung des  Princip's  der  Differentialrechnung  bis  auf  Leibnits.  Saliwedel 
1840  in  4.;  femer:  Historia  et  origo  calculi  differentialls  a  Lelbnitio  eon« 
scripta.  Hannover  1848  in  4.;  und:  Die  Entdeckung  der  Differentialrechnung 
durch  LeibnUi.  Halle  1848  in  4.,  —  Bdleftoiit  Ck>rrespondence  of  8ir  Ja. 
Newton  and  Prof.  Cotes,  induding  letters  of  other  eminent  Men.  London 
1860  in  8.,  —  H.  Slonaiuif  Leibnitiens  Anspruch  auf  die  Erfindung  der 
Differentialrechnung.  Leipiig  1857  in  4.,  —  ete.^  —  Ftir  Lehrbücher  der 
Differentialrechnung,  etc.  vergL  45. 

M*  DifftriDtiation  dar  algabnfsclien  Fuctionen.  Ist 

ts=a  —  b.x  +  y.zH & 

80  hat  man  entsprechend  55  snccessive 


tH-At=a  — b(x  +  Ax)  +  (y-f  Ay)(z  +  AÄ)4• 
At=— bAx+(y.Az^-z.Ay^-Ay-Az)+ 


v+  Av 

V.  An — n.Av 
V  (▼  -f  A  v) 


dt«= — b.dx4-(y  .dz-f-z.dy)H — ^ — ' —  % 

woraus  die  DifferentialregeLi  für  ein  constantes  Glied,  einen  oon* 
Btanten  Factor,  ein  Prodnct  and  einen  Quotienten  hervorgehen.  — 
Ist  y  — X-,  80  folgt  (43) 

Ay        (x  +  Ax)"  —  X"        j         j  /  «X  -  1   j         • 

-r-^  =  -^^ — ■ — T^ oder      d(x")«m.x""'*.dx      9 

Ax  Ax  "^ 

d.  h.  die  Differentialregel  für  Potenzen. 
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Anstatt 

d(y.2)=ry.dB-fE.dy        und 
kuu  man  offenbar  auch 


y «dy  — yda 


a(,..)=,.(^+^)      -d      ..i=2(^_i±) 


schreiben,  und  entsprechend  kann  aUgemein 


.        &  •  j  •  B  •  •  •  JL  ■  jf  •  s  •  •  • 

d .  — sz 


X       '      y     '     a    ^ 


ds 

8 


dt 
t 


du 

u 


gesetst  werden. 

n.  Differentiation  dw  tnnseenienten  FnnetioBeB.  Ganz  ent- 
sprechend findet  man  (48,  50,  56} 


d .    a*    =  a'  .  log  a .  d  X 
d .  Sin  X  =s      Cos  x .  d  x 

d .  Coa  X  =  —  Sin  x .  d  x 

dx 


d .  log  X 


dx 


X .  log  a 


d .  Are  Sin  y  =  ^ 

d.ArcC08y  =  -:piZ^ 


d.Tgx« 
Und  8o  weiter. 


C08*X 


d.ArcTgy  = 


dv 


l+y5 


Aus  y  =  a*  folgt  sunftchst  mit  Hfllfe  von  46 : 1 


loga.A^  ,    Ooga-Aat)*    t       1 


£iX  Ax  Ax 

_    a*    rloga. 
•"  A»  L         1 

=:aMoga[l+-Yff  AX  +  ...] 

oder  anf  die  Orensen  flbergehend 

dy 

— ^=!a'.loga     oder     d.a*=:a*.loga.dz     also      d.e*^e*dx 


Analog  folgt  aus  yi^logx  mit  Hfilfe  von  40 

Ay  ^  iog(x+A3t)— logx  _ 

A3L  A3L 


g  r    1     ,  1     Ax«        -1 

—  loga  L2x+Ax'^3  (2x+z:ix)«  "T-'-J 


oder  anf  die  Orensen  flbeigehend 


dy 1        1       .        ,   ,•  1 

-j^szi . —    oder    d.logxs-; . — 

dz        log  a     X  ^  loga      X 


dx       ,        j  ,             dx 
also    d .  log  X  =1 


und  ferner  naeh  60 : 1 


.«I      -— «« 


d.Onxrrd.l-^^ =  l-± 


.1  .  e-.i 


.  d  X  :=  Cos  X .  d  X 


94  —  ^^^  Differential-  und  Integralrechnung.  — 

etc.  Ist  aber  AroBinysrz    oder    Sinx  =  y,  so  folgt 

d  y  =2  Cos  X .  d  X        also        d  x  = ^  =3  ^   —  =  ■        ^      : 

Cos  X        yi  — Sm«x        yi  — y« 
nnd  so  fort 

M*  DiffereDfiatios  der  FanctioneD  mit  mehreren  Tariabelo.  Ist 

z  =  f  (y)  und  y  ==  9  (x) ,  so  hat  man  offenbar 

dz  _  dz     dy  ^ 

dx        dy  '  dx 

Ist  dagegen  z  =  f  (x,  y),  so  ist 

,  dzjdz,  ^ 

dz  =  -3 — .dx-f-^ — .dy  9 

dx  dy       -^ 

oder  das  totale  Differential  einer  Function  von  mehreren  Variabein 
ist  gleich  der  Summe  der  partiellen  Differentialen  nach  den  ein- 
zelnen Variabein.   Wenn  endlich  u  =  ^  (y ,  z) ,  wo  y  =  F  (x)  und 

z  =  f  (x),  so  ist 

du  du  dy    du  dz  ^ 

dx    dy  '  dx    dz  '  dx 

und  entsprechend  für  mehrere  Variable. 

Die  partiellen  Differentialqnotienten  werden  oft  in  Klammem  eingeschlossen, 
so  dass  man  statt  2 

•'■=(lr)'"+(TF)*' 

schreibt  Da  sodann  entsprechend 

nnd  das  zweite  Differential  von  z  nach  x  nnd  y  offenbar  denselben  Werth 
behalten  muss,  ob  man  suerat  nach  x  und  dann  nach  y,  oder  snerst  nach  j 
und  dann  nach  x  differentirt,  so  folgt  somit 

...=(J^)d..+.(^>...,+(5^)a,. 

und  entsprechend  erhält  man 

'■•=(^)'"+»U'3-,)"'^'+«(ilVb)-""'+Q"' 

etc.,  so  dass  also  hier  wieder  die  Binomialcoefßcienten  auftreten. 

S9«  Differentiatioii  der  QleicliiiDgen.  Ist 

f(x,y)  =  0  1 

80  mußs  auch  f(x  +  Ax,  y4-Ay)««0  und  daher 

f(x  +  Ax,y+Ay)  — f(x,y)^Q      ^^^      d.f(x,y)^Q 

A  X  dx 

Bein.  Man  hat  daher  (58) 

d.f  .  d.f  dy   ^    ,_   dy      df   df     ^ 

— f--^ — .-— £-s=0   oder   -T-i-  =  —  -^ — .--3 —    % 

dx    dy  dx  dx     dx  dy 

und  entsprechend  bei  mehreren  Variabein. 


s 
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Dlffereniirt  man  2  nochmals,  so  erh&lt  man 

d«f        d«f  /dy\«       df     d«y  d«f        dy__^ 

dx«''"dy«\dx;  ■^dydx«"'"*dx.dydx^ 

oder  mit  Benutzung  von  2 

dx«  ""       Ldx«  "^  dy*  Vdx/  "^     dx.dy  '  dxj  *  dy 

rd»f  /df\«      ^      d»f         df     J*!  ,  ^^   /ü\*l    /^^V 

""      Ldx«  Idy;       ^  dx.dy  '  dx  '  dy  ^  dy«    Idxj  J'Uy/ 

etc.  —  Ist  1  unter  der  Form 

at=9(0  y=vW  4 

gegeben  I  so  erhält  man 

^=9'(t)    oder   -5Y  =  1^^    '^"^     dT  =  ^'(*)lir=-Jw       • 
Femer  mit  Hfllfe  von  66 : 4 

dty  _y^(t)     ry*(t)         y^^(t)l      dt  _ 
dx«- 9'(t)  'L  vr'(t)         9'WJ*  dx  — 

= -^7^  [^'^  (0  9'  W  -  9"  (0  ^'  (t)l  « 

ete.  —  Ist  speciell 

X«  — 8cxy-f-y»  =  0 

so  folgt  darch  DUTerentiation 

8x*dx  — 8cydx  — acxdy-f-8y'dys0 
also 

ox       ex — y'  dx*       (ox  — y*)* 

und  so  weiter. 

eO.  D«  Ta^or'SChe  Labnatx.  Ist  7  «  f  (x)  so  beschaffen,  dass 
den  Sabstttationen  x,  z  +  ^'t  z  +  2^z,...  reelle  Werthe  7, 
7i  =  7  +  A7)  yt'=7  +  A7i)-..  entsprechen ,  tuid  bezeichnet  man 
^e  hohem  Differenzen  mit  A'7)  A'7)  • .  •  so  hat  man  entsprechend 
54:1 

y.-yH-(j)A7  +  (l)A«74-(5)A»7  +  (S)A*7  +  ... 

(1_1).(1_1.) 

+  („.Az)3. j-2-3 •^  +  -.- 

Nimmt  man  an ,  die  Zunahme  n .  A  x ,  welche  x  erh&lt,  während  j 
^  Jm  übergeht  I  habe  einen  congtanten  Werth  h,  d.  h.  die  Zahl  n 
nehme,  während  A  x  ohne  Aufhören  kiemer  werde,  in  gleichem  Ver* 

hiltniBse  z%  so  erhält  man,  da  die  Brüche  (l j,  ll 1,... 

>ich  der  gemeinschafdiohen  Grenze  1  nähern,  wenn  man 
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setet,  die  sog.  TaTlor'scbe  Reibe 

oder  nach  LagraQge's  Schreibart 

f(x  +  h)  =  f(x)-|-Yf'(x)  +  ^f'(x)  +  ...  9 

wo  die  sog.  zweite  Ableitung  P  (x)  ebenso  aus  f'  (x)  heryorgeht, 
wie  diese  aus  f  (x),  etc.   Entsprechend  findet  man 

f(x  +  h,y  +  k)-f(x,y)  +  A.|i  +  ^.|i  + 

hg     d2f  ,  hk      d»f  k»     d»f  ,         ^ 

"^1.2dx«+    1   •dx.dy"^1.2'dy2'^-'-* 
und  so  weiter. 

Der  Taylor'sohe  Lelinats  wnrde  entsprechend  seinem  Namen  nierst  von 
Brook  Taylor  (Edmonton  1686  —  London  1731^  Secretftr  der  Roy.  Boeiely) 
in  seinem  Werke  „Methodns  inerementorum  directa  et  inversa.  London  1715 
in  4."  ausgesprochen;  sp&ter  beschäftigte  sich  namentlich  Lagnui^  (vergL 
seine  beiden  in  46  aufgeführten  Werke)  einl&sslich  damit,  und  lehrte  s.  B. 
den  sog.  Rest  der  Reihe  oder  sum  mindesten  Grensen  su  bestimmen,  swieelieB 
welchen  der  aus  dem  Wegwerfen  der  sp&tem  Glieder  entstehende  FeUer 
enthalten  ist,  —  eine  Untersuchung,  die  nachmals  besonders  durch  AndM- 
Marie  Anp^re  (Lyon  1776  —  Marseille  1836;  Professor  der  Mathematik 
und  Physik  in  Paris,  sowie  Academiker;  vergl.  Arago  Oeuvres  U)  vervoll- 
kommnet und  erweitert  wurde  (vergl.  Joum.  de  l'^ole  pol.,  cah.  13).  —  Zmr 
Ableitung  von  3  hat  man  sun&chst  nach  1 

/^      I   1,      ^       tr        ^  1    J^      df     .      h«        d«f     . 
f(x+h,y)  =  f(x,y)  +  3..^  +  .^..^  +  ... 

und  sodann 

'(x  +  h,y  +  k)  =  f(x,y)  +  -— +^-^.— ^  +  ... 


h  /df        k      d«f       .     k«         d»f  \ 

'^'lldx'^l   dx.dy'*"l.2  dx.dy«  '^"7 
.     h«    /d«f        k        d'f       ,       \. 

"T"  1.2  Vdx«"'*"T*  dx«dy  -r---;-t---- 


woraus  3  unmittelbar  folgt  —  Ist 

Cosy:=s4~^  '^^  a  =  Ck>sx 

•0  folgt  nach  2 

y  =  ArcCos(i  +  b)=f(i  +  b)  =  f(a)  +  Ar(,)^.^r.(,)4. 

wo 

f(c)sAroCoss=x  r(E)=    *^  ^  ^ 


dl  yx— a«  8^* 

^„,^      d«x  Cosx 

80  dass  also  schliessUchi  wenn  y  und  x  in  der  gewöhnlichen  Wlnkdeittlieii 
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anagedrfickt  (d.  h.  nach  100  die  übrigen  Glieder  mit  Sin  1"  dividirt)  werden, 

^■"*       Sinx.Sinl"        28in«x.8iBl"       '"  * 

Wird  y  =  f(x)  fDr  zzsa  gleich  Null,  fQr  a|  =  o4~b  <^^'  '^  'n  ^"^  ^' 
a^  :=  a  -|~  ^  '°  't )  *^  M^  ^'^  ^^^  "^ 

*,=:f(.)  +  ^f'(«)  +  ...  a,=  f(„)  +  ^f' („)  +  ... 

also,  da  f(a)srO,  für  kleine  Werthe  von  h  und  k  angen&hert 

A=rhf'(«)  d,=rkf'(«)  oder  A-— -^s=i.=i 

*  ^  '^  t  \  /  d^        k        a,— tt 

ai*—  a> 
woraoB  assa,  — di-5 — r"  • 

folgt,  d.  h.  die  in  44 : 5  gefundene  Regula  falai,  welche  nun  aber  hiemit  nicht 
nur  wie  dort  fOr  algebraische,  sondern  auch  fQr  transoendente  Functionen 
erwiesen  ist. 

•!•  Die  ladanrln'scke  Reihe  und  die  Lagrange^sche  ReversioDt- 

fonieL  Setzt  man  in  der  Tajlor'schen  Reihe  x  =  0  und  bezeichnet 
durch  f  (0),  f  (0), ...  die  entsprechenden  Werthe  von  f  (x),  f  (x), . . . 
80  erhält  man,  wenn  schlieaslich  h  mit  x  vertauBcht  wird,  die  sog. 
Maclanrin'sche  Reihe 

f(x)  =  f(0)  +  ^f'(0)  +  ^f'(0)  +  ...  1 

und  mit  ilirer  Hülfe,  wenn 

ist,  die  Bog.  Lsgrange'sche  Reversionsformel 

über  deren  Anwendung  namentlich  416  zu  vergleichen  ist. 

Aus  2  erhUt  man  durch  Differentiation 

p--l+x.9'iy)p-  oder       p.  =  -, ^^-^^ 

dw         ^       ^^^'dw  dw       1  —  x.^'Cy) 

4f  =  »(y)+x.,'(y)^       Ode,        4j  =  ,,,|^  =  ,(y).^ 

d  — 

etc.,  odeT|  wenn  man  xssO,  alao  yssw  letit 

Wolf, 


98  —  1^®  Differential-  und  Integralrechnung.  — 

also  nach  1,  da  ^  (y)  nach  2  auch  eine  Function  von  x  ist,  sofort  ft.  —  Fllr 
die  Reihe  von  Maclaurln  vergleiche  dessen  in  45  orwfthnte  Bchrifl|  wlhrend 
fDr  die  Reversionsformel  von  Lagrange  dessen  Abhandlung  ^8nr  le  probldine 
de  Keppler  (M^m.  de  Berl.  1769)^  nachsusehen  ist  FUr  Letstere  und  ihre 
Verallgemeinerung  vergl.  auch  ^Laplacot  Th6orie  du  monvement  et  de  la 
figure  elliptique  des  planstes.  Paris  1784  in  4.,  —  Joh.  Friedrich  PIMT 
(Stuttgart  1766  —  Halle  1825^  Professor  der  Mathematik  au  Helrastldt  und 
Halle;  vergl.  die  von  C.  Pfaff  herausgegebene  Sammlung  von  Briefon.  Ijelpaig 
1853  in  8.),  Analysis  einer  wichtigen  Aufgabe  des  Herrn  Lagraage  «ad  An^ 
Wendung  derselben  auf  die  Umkohrung  der  Reihen  (Hindenburgs  Archiv  1794), 
und:  Disquisitiones  analyticaa  maxime  ad  calcnlum  integralem  et  doetciaam 
serierum  pertinentcs.  Helmstadii  1797  in  4.,  —  Ludwig  SehlUi  (Bargdorf 
1814;  Professor  der  Matbematik  in  Bern),  Ueber  eine  Verallgemeinemng  des 
Lagrange*schen  Lehrsatzes,  für  die  der  Beweis  noch  gefordert  wird  (Bemer 
Mitth.  1848),  ~  etc.;  ferner  für  Anwendungen  416. 


•<•  Dobestimmte  AHsdrttdce.  —  Da  nach  60 

f(x  +  h)  ^fW  +  4f-(x)  +  -3^f-(x)-f... 

^(^  +  ^)  "  P(x)  +  |F'(x)-f  J|^P"(z)  +  ... 

SO  hat  man  y  wenn  für  x  =  a  sowohl  f  (x)  als  F  (x)  gleich  Null 
werden,  für  ein  unendlich  abnehmendes  h 

fW  ^0  ^1.      f(a  +  h)  ^  f(a) 
F(a)        0       ™F(a  +  h)        F(a) 
Sollten  auch  f  (a)  und  F'  (a)  Null  werden,  so  würde  der  Quotient 
der  zweiten  Ableitung  an  die  Stelle  treten,  etc.;   würde  dagegen 
nur  f  (a)  oder  nur  F'  (a)  Null,  so  hätte  f  (a)  :  F  (a)  den  Werth  0 
oder  oo;  etc. 

So  B.  B.  ergibt  sich  aus 

X(l  — Xn)  -.  ^  0 

▼  er — ^ —  fftr  x:=l  y=5 — 

Nun  ist  aber 

d  Tx  —  x^+h 
Y,,  -i-=(n  +  l)x"— 1  also  fllr  xsl  yan 

d  (1  —  x)  ^  * 

und  in  der  That  folgt  auch  direct  durch  Division 

y  =  x(14-x  +  x«  +  ...  +  x— ^)  also  für  x  =  l  yssn 

Ebenso  erhllt  man  aus 

ax»  —  2acx  +  ac«  ^  0 

y:=-v— • — 5-r \-i^9-  rar  x=:c  y  =  -^ 

^       bx«  — 2bcx-|-bc»  '       0 

aber  auch  noch  aus 

d 


^ax*~2acx4-*c*) ax  —  ac        «,       .^  ^,0 

(bx«  — abcx  +  b"c«)  ""  bx— bc        "»  *  — c  ^""o" 
and  erst  ans 

^^1—^  !v  =  -r  d«»  bestimmten  Werth  y  =r  A 

d(bx  —  bc)b  b 

welchen   man    übrigens   auch    bei   gehöriger  BedacÜon  des   nrsprftngUchea 
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Ansdniekea  ohne  weiteres  gefunden  haben  wflrde.  Ist  aber  der.  unbestimmt 
werdende  Ausdruck,  wie  s.  B. 

y^-t woraus  für  z  =3 1  y^-r* 

folgt,  von  der  Art,  dass  der  im  Z&hler  und  Nenner  f&r  einen  bestimmten 
Fall  versehwindende  Factor  einen  gebrochenen  Exponenten  hat,  so  hilft  auch 
ein  fortgesetstes  Differentiren  nichts,  da  alsdann  jener  Factor  nie  verschwindet. 
Dagegen  kann  man  in  solchem  Falle  das  Verfahren  anwenden,  in  dem  für 
x=:a  unbestimmt  werdenden  Ausdrucke  die  Grösse  x  durch  (a-|-h}  au 
ersetsen,  dann  nach  h  an  entwickeln,  und  auletst  h^O  au  setcen.  Qubstituirt 
man  i.  B.  In  dem  eben  erwähnten  Falle  14-1>  fOr  z,  so  wird 

y=s-= — =  -r'^ also  fttr  h  =  0  y  =  0 

"Em  Ahrt  sogar  dieses  letstere  Verüahren  auch  oft  da  schneller  aum  Ziele, 
wo  daa  Erstere  brauchbar  bleibt. 


lazimnm  VOd  ■Inimnm.  Offenbar  nimmt  f  (x)  für  jeden 
Werth  von  x^  dessen  Nachbarwerthe  zu  beiden  Seiten  entweder 
beide  Abnabme  oder  beide  Zxmahme  von  f  (x)  bedingen,  ein  Maxi- 
mum oder  ein  MiTiimnm  an.  Da  nun  eine  Grösse  h  immer  so  klein 
angenommen  werden  kann,  dass  ein  mit  einer  Potenz  derselben  be- 
haftetes Qlied  über  die  Gesammtheit  der  Glieder  mit  hohem  Potenzen 
dominirt,  so  folgt  (60),  dass  für  jeden  Werth  von  x,  der  f  (x)  =  0 
macht,  f  (x)  ein  Maximum  oder  Minimum  annimmt,  je  nachdem  für 
denselben  Werth  von  x  die  zweite  Ableitung  f '  (x)  ein  negatives 
oder  positives  Vorzeichen  erhält 

BoUte  in  einem  gegebenen  Falle  derselbe  Werth  von  x,  der  r(z)=:0 
entspricht,  auch  f''(x)=:0  machen,  so  h&tte  nach  denselben  Ghrunds&tsen  nur 
dann  ein  Maximum  oder  Minimum  statt,  wenn  auch  noch  f"'(x)=3  0  und 
f^  (x)  negativ  oder  positiv  wflrde;  eto.  —  Oans  entsprechend  wird  nach  60 

Ar  Jede  Werthe  von  x  und  y,  welche 

d«_o  und  4^=0 


dx ""  dy 

machen,  ein  M#'«»"'""  oder  M»n»m««  annehmen,  wenn  ftlr  dieselben  Werthe 

dx«*  2  ^  dx.dy"^*^dy«'  2  * 

negativ  oder  positiv  wird,  —  ete.  —  4BoU  a.  B.  eine  Zahl  a  so  in  swei  Thefle 
X  und  (a  — x)  getheilt  werden,  dass  das  Product 

y  =  x(a— x) 
ein  Maximimi  wird,  so  mnss  x  :=  a/,  genommen  werden,  da  dieser  Werth 
TOB  den  OrOssea 

dx  dx* 

die  erste  auf  NnU  redneiri,  wUiiend  die  sweite  negativ  ist  —  Soll  eine 
Zshl  2s  in  drei  Theüe  a,  b,  o  serlegt  werden,  so  dass 

F=y.(a-a)(s-b)(s-.e) 

7* 
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ein  Haximnai  wird,  so  aetee  man 

2b    ,  ,        28    ,  28 

Dann  folgt 

«c=(8-a)(8-b)(8-c)  =  {|~x)(|~y)(|-  +  x  +  y) 
und  hieraus 

d*a  „^8  .  d«B  „        ,    „  8  d««  ^,B  . 

-j^.-  =  -2(^-,)  .j-^=2x  +  2y-^  _^,-  =  _j(__x) 

Da  nun  -^ —  und  -^ —  Ar  x  =  0  =  y  verschwinden,  und  fllr  diese  Werthe 

dx  dy  ''  ' 

der  Ausdruck  2 

d«i     h»  d«i       ,.    ,    d««     k«_       «„.,t„ 

T?T+  d^dy  •"+ dTT  ■T=-T*+^>' 

also  bestimmt  negativ  wird,  so  erhält  somit  F  fUr  a=ib=rer=y,  s  einen 
Kaxlmomswerth.  Geometrisch  gedeutet  sagen  diese  beiden  Resnltaiei  daas 
von  allen  Rechtecken  gleichen  Umfanges  das  Quadrat,  von  allen  Dreiecken 
gleichen  Umfanges  das  gleichseitige  Dreieck  die  grOsste  Fllclie  habe.  VergL 
113,  106  und  108.  —  Vergl.  fllr  eine  andere  Anwendung  890,  —  für  die 
Geschichte  ^Jacques-Denis  Clioifjr  (Jussy  1799  —  Genöve  1869;  Profassor 
der  Philosophie  und  Prediger  in  Genf),  Essai  historique  snr  le  proUtoe  des 
Maximums.  Gen^ve  1823  in  4." 

•4.  Begriff  dar  btegralreehniuig.  Ist  7  =  F  (x)  und  ^  »  f  (x), 

d.  h.  ist  f  (x) .  dz  das  Differential  von  F  (x),  so  nennt  man  umge- 
kehrt F  (x)  das  Integral  von  f  (x) .  d  x.  Das  Operationszeichen  des 
Integrirens  ist  /,  und  es  besteht  somit  die  Gleichheit 

/  f  (x) .  d  X  =  F  (x)  +  Const  1 

wo  Constans  beigefügt  worden,  da  (56)  beim  DifferenEiren  conatante 
Glieder  wegfallen.   So  z.  B.  erhält  man  (56,  57) 

/a.dx»=«ax  +  C.  /x"dx=    ^"^V-hC>  t 

A-  j-  i-      j  fdu        u    ,   fu.dv  ^ 

/v.du=«uv-/n.dv  J-_«_+J_^  % 

•^''*-^''^T^+^-  /4^  =  loga.log.x  +  a        4 

/CoBx.dx  =  Sinx  +  C.         f-pi^  =  ArcSinx  +  C.     S 

/cfe-^Tgx  +  C.  /*^==ArcTgx+a       • 


Und  so  weiter. 


Die  Ihtegralreehnung  wurde  namentlich  von  Johannes  ■eraoalli  aUt 
Brfolg  in  Angriff  genommen,  und  seine  Ahhandlong  |,De  methodo  iniegrallnm 
(Opera  VXf'^  die  er  1691  und  1601  sa  Gunsten  seines  damaligen  Sehttera 
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Hospitel'a  sobrieb,  könnte  als  ein  erstes  Lehrbuch  derselben  betrachtet  werden. 
Für  spfttere  Werke  über  diesen  wichtigen  Absclmitt  der  Arithmetik  vergl.  45. 
—  Statt  4  kann  man  auch  schreiben 

/e*  .  dx=:e»  +  C.  fif.  =  log x  +  C. 

Die  letztere  Gleichheit  tritt  fllr  2^  in  dem  speolellon  Falle  ein,  wo  diese 
Leiatere  fUr  m  ^  —  1  den  Dienst  versagt 


SB.   Intagratton  dnrGll  Snbstitatioil.    Nach  64:4   erhält  man, 
wenn  x  mit  a  +  bx,  also  dx  mit  +bdx  vertauscht  wird, 

oder,  wenn  man  diese  Formel  fOr  +  und  —  aufschreibt  und  addirt, 

dx  1       I      a-+-bx    .  f^  ^ 

a2  — b^x»  ""Ti^h'^^^  a  — bx  '^^'  * 

Vertauscht  man  hier  b  mit  b  i  imd  benutzt  52 : 5,  oder  setzt  (64 : 6) 

bx  ,   , 

statt  X,  so  erhält  man 

a  ' 

iltst  o="4--ArcTg^  +  a  S 

a^-f-b^x*        ab  °    a 

Vertauscht  man  (64:5)  ebenfalls  x  mit  ,  so  wird 


d; 

»± 
inn 


/ 


/ 


-r- .  Are  Sin h  C* 


Va2  — b2x2        b  a 

oder,  wenn  man  noch  b  in  bi  verwandelt  (52:5), 

oder«  wenn  man  x  durch  —  ersetzt  und  a  mit  b  wechselt« 
'  X  ' 


/ 


dx        ,^_liog»+Vi^+gg_^c.  « 


Vertwucht  man  endlich  z  mit  x  —  c  oder  x  -(~  c»  bo  eiiiftlt  man 
aaeh  2  bia  6 

f      dx        _       1       wyi«y±^+2yx-/y    p 

f         dx  _         2  .     „      2yx  +  /?        „  ^ 

•'V^B-h/Jx— yx«      V7  V4ay-f/»2 

/■^==4^===-i=log[2yx+/J-|-2V7  y«+/?x+yx2]+C.10 

Und  BO  weiter. 


-  Dto  DifTercnüsl-  und  IntFgrmliccIiiiBBg.  - 


3y 


IM 
•bo 

dB—  Tg—»  9 .  g^ ,      dv  =  —  (m  -I-  n)  C«-+-'  7 .  Sin  s» .  dy 

du'=Tg-9..g^,    dT'^— {iii+n+2)Co«-+'+'y.Smy.dy 
BO  erliilt  man  nadi  64:3  die  RecnraioDcn 

Sin— 'ai.Cos'+'»    ,    m — 1  ,_.  __,       _    ,        ,        .     . 

m+B  m-t-n'  '  t      y 

■= f+1 +     m  +  1    /8"'-^'yCo«-y.dy  • 

Aaf  ftbnltcbe  Weüe  findet  man 

Jtp'. Sinip. Alf  =  —  9>'.Co8y  +  m/9>"-i.Coe9>.d9        9  -- 
/9)".Cofl9'.dy  =      9P".Sin<p  —  m/y— •.8in  y.dy        4 
und,  wenn  X  =  ft  +  bx'  ist, 
/l-.(a  +  bi')'  .dx  =/i-.  X'  .dx  = 
_      X-+' . X'  npb 


m  +  J 
m  —  n  + 


m  +  l 

'  nb(p+l) 
Xi-t-i  -Xp-n 
•  (m  +  1) 

» — ^'.X'-n 

'b(m  +  np+l)  (m  +  np  +  Ijb 

i-n.X'        , np« 

m-f  np-f- 1 
i-".X'<-' 
«n(p  +  l)  ■ 


nb(p  +  l)         • 
(m  +  n  +  gp  +  l)b 
«(m  +  1) 
(m  — n+1). 


/!-+•.  X'-'.  dl    F 
/x— .X'+'.di    ( 
/i-+-.X>.dx 
/i —  X'.di 


m  +  np+  1 
m  +  n  +  np  +  1 


-/s-.X'-".dx 

./i-.X'+>.di    I 


»n(p+l) 

nach  denen  sich  eine  grosse  Reihe  von  Integralen  finden  las 
So  I.  B.  findet  man  nach  8,  4,  8,  9  mit  Hülfe  von  64 -.6  v 
66:2,  4 

/if.Sing>.dy=— ijCosy+Siny,  /y.Cosy.dv— 9»Sin»+Coi(r 
/cj)».Sin»i.di]>  =  — (F«.Co«»+2(pSinj+2Co>(p 

/x-'.dx  _  a  .  a-!-bj^ X 
a»  ^b'  s'  ~  2  b>  "  a  -  b  X  b- 
-  Va' b^  K^ 

Und  BO  weiter. 


-^  r . 


i 


«Jbip,«.  flf^ 


(^i«^»:^. 


•4;o.f,«.S)-.t 


V\ 


'^♦CN.» 


». 


^>   -M.   4U%i, 


-'  ^     "--V*^    X  -V    i 


-   c  3.5 


-  «         3-6  ^*+8ii,.,  '  4i«,.y 


1» 


■/  /  (' 


7' 


am    •;    ^B 


9n4 


A 


// 


/ 


8S3««r  1. 


-"  «-^ 


'**"-*   ^ 


r  - 


u 


L 
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etc.  Fflr  m  =  — 2,  —4,  ^6,  eic.  ftber  und  d  =  0  gibt  20 


Co8«9       ^^ 


und  80  weiter. 


68«  TenehiedeBe  IntegralfoniieliL  Man  findet  ferner 


Sin  X .  d  X 

COB^X 

dx 


Sec.x 


/Tgjt.dx 
dz 


s — logCoBX 

— ==^==;  OS  Are  See  z 
»Vz«— 1 


Va  +  bx       t  -^ 


—  =  =  -r-  Are  See  i- 

z  Va2  z2  —  b«       D  •> 


jxVa  +  bz.dx'SB 


6bz  — 4a 


dx 


1^ 


15  b« 
Va  +  bz— yä'_ 


(a  + 


bx)V. 


=  ^^^6^/     ■   bx  +  V»"*^ 


^ArcTg»'«^^^ 


JxVa  +  bx 
r»^a  +  /JxH-yx2.dx  =  -^±|^V«4-/?x-f-yx«  + 

,    4«y-/g»  r   _^d2 

"^        8>        J  Ka-f/?x 

dx 


V= 


6 


+r«' 


1 


JxV'i^^^x  +  yx«       Va^^ 


2a  +  /gx  — 2l^y«+/gzH-yx« 

X 

2»4-ig» 


Are  Tg 


8 


Cos^x 
dx 


a  +  bC08X         J^2__l,2 


.     _   Va«— b».Smx 
^^g    aCoBx  +  b 


I  x".log"x.dx  = 


Kb2  — a« 

x-+> 


log 


m+1 


aCoax  +  b  +  Vb«  — a«8mx 
a-f-bCosx 

n(n-l) 


9 


»«g-^-^log-'xH-^Jlog-'x 
n(n-l)(n-2)  


10 
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Und  80  weiter. 

Die  Formeln  1*,  1^,  8*,  4*,  6,  8*,  8**  und  11*  verstehen  sich  aus  dem 

Frfihem  von  selbst,  oder  lassen  sich  durch  beidseitiges  Differentiren  leicht 

Teriflciren;   die  übrigen  Formeln  dagegen  können  i.  B.  auf  folgende  Weise 

abgeleitet  werden:  Aus  50:8  folgt 

8lii2x  _  t      1  ^        1.        m    z  Sinz 

=:Tgx       also  ist  auch        Tg-^r= 


l  +  Cos2x'"    ^  *2""l4-Cosx 

«ad  logTg-|-  =  log8inz  — log(l  +  Co8z) 

folglich 

.,-Z       rCosz,        Sinzl,  dx 

d.logTg~=:[.^g^+  l  +  CosxJ^^= W^ 

also  besteht  2*.  —  Nach  67: 8  ist 

d.Are8eoxs=d.ArcCoB — =  —  —======■  = ,  ^  ., . 

3t  yi  —  (1 :  X«)        X  Vx«  ~  1 

also  imiss  2^  bestehen,  und  wenn  man  in  2^  einfacti  x  in  ax :  b  umseta^ 
wird  3*"  erhalten.  —  Nach  64:8*  ist 


/xVa  +  bx.dx  =  x/Va+bx  dx— /[/Va  +  bx  dx]dx 
Da  nun  offenbar 

/(a+bx)*/«.dx  =  ^(a  +  bx)*/«    und   /l/rFbTdx  =  ^(a  +  bx//« 

so  folgt  somit 

^  1/ — nr^a  2x-  ,  .  .•/,  2  _,  ,  ,  .•/,  ,  6bx  — 4a,  ,  ,  JL 
/xKa4-bxdx=g^(a+bx)  /t— _/(a+bx)  f* .  dx  =  — j^^^^f— (a+bx) '« 

d.  h.  4\  —  Setit  man  in  67:18  einfach  x-{-c  statt  x  ein,  und  sodann 
a=(4a;p— /9*}:4/,  bsr^,  cz=^:2;',  so  erh&lt  man  6.  —  Botst  man  in  65:11 
die  CMaae  '/x  an  die  Stelle  von  x,  also  —  dx:x*  anstatt  dx,  und  vertauscht 
•  und  ßj  so  erhUt  man  7*,  —  und  ans  05: 12  wird  entsprechend  7^  geftmdon. 
—  Batst  man 


V  ^~  a 
-f-bCosxssy    oder    Cosx=3-^-r —    oder    x  =  Are  Cos 


y  — a 


b b 

so  folgt 

f        dx         _      f  dy 

J  a  +  bCosx  J  yj/bi  — a»  +  2ay-y« 

md  daher  nach  7  entweder 

dx  1         *     ,r  2(b«  — a«)  +  2ay 


I 


a-fbCosx  ya«  — b*  2  Va«  — b»  Vb«  — a«  +  2ay  — y« 

1         Am         b  +  aCosx 
Are  Tg  ^ 


Va'  —  b*  Va*  — b*  8inx 

oder 


s. 


dx 1  2(b«~a«)4-2ay-2  yb«->a«  Vb«— a«+2ay— y« 


a+bCosx*"     |/bt— i*  ^  y 

=—7=^  [log -i- — , . log2b| 

Vb«-a«"^    *aOosx+b— ]/b«— a«8inx  ^ 


t 


j(jg  _  Dte  Dlffeiential-  und  latcgnlTMbnnBg.  — 

■wel  Integmlfonneln,  von  deoen  die  erste,  dft  dmIi 

Are  Tg  X  +  Are  Tg  y  =  Are  Tg  .^^3^ 
die  DUTereu  der  beiden  Bogen 

Ar.TglÜH^^?^-r-ArcTg^±iS?^l  =  Arc'I^oo=f 
*     ^     bCosr  +  b         L  *  ^a'  —  b'ßiniJ  " 

kIso  conslMt  lit,  mit  9'  übereineümint,  —  die  «weite  »b«,  wem  mam 
log  2  b  mit  der  Integratlonsconatanten  vereinigt,  und  noter  dem  Logariik»»« 
Zibler  und  Nenner  mit  aCoBX  +  b  + Kh»-»»8inx  multlpUclrt,  mit  8  .  - 
Setit  nun  in  84 : 8  . , 

1         ^*  *        . 

Tsziog'*        do  =  x".dx        «Uo        d»  =  iiIog       *'"^        "^  m_|.i' 

eo  erhUt  man 

/x-l<»g'x.dx  =  -^^log'x--^^/x"leg"-'»-dx 
»lao  ftnch 

/x"Iog->x.dx  =  -^^log-'x— ^=i-/x-log-«x.dx 
etc.,  also  doreb  «ucceialve  8nbBUtnUon  10.  —  Betit  nwa  dJ^egen  in  64:  8 

v  =  x         dn  =  (»'dx         alao         dT  =  dx         iiS=»":log» 
60  erhilt  num  mit  Hfllfe  von  04:  4 

/x.,-.dx=*^\  — j-l_/»>dx  =  ^— j^ 
odet  ll^  —  Mit  HUb  von  4S:4  Midllch  erhUt  nun 

J^=J-+...J..+  >3^J,a.+J^/..ax+... 

d.  h.  13.  -  Fttr  weitere  Formeln  kenn  mu  die  in  46  aiJfee«Uilten  8pe«lri- 
vrerke,  beaondera  «neb  die  Intagraltafeln  von  Meter  Urscb  veitfelGbea. 

09.  BefUiut«  Integnlc  Nimmt  in 

y  =  F(x)=/f(x)d»  l 

die  Grösae  x  nach  und  nach  die  Werthe  x,  x  +  Ax,  x  +  2Ax,... 
x  +  n.  AI  an,  80  erhält  y  die  Werthe  y,  yi^y-t-  Ayi  71  =  ?! 
+  Aiyv  y.  =  y.-i-l-A— ly,  «>  daaa 

^'      J^^LaxAx^Ax  ^AxJ 

Gibt  man  n .  A  x  einen  conetanten  Werth  h,  nnd  läBst  d  tUMndlich 
zunebnicn ,  A  x  aber  abnehmen ,  eo  erhält  man  die  Grensgleichheit 
F(x  |-h)-F(x)  =  [f(x)  +  f(x  +  dx)  +  ...  +  f(x  +  (n— l)dx)]dxf 
d.  h.  der  Werth  eines  Integrals  zwiechen  gewissen  Grenzen  ist 
gleich  Act  Summe  der  Werthe,  die  das  Differential  EWiBchen  diesen 
Grenzen  aiitiinmit,  nnd  man  kann  symbolisch 

pf(x)dx  =  F(b)  — F(a)  » 
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Bchreiben.   So  z.  B.  ist  mit  Hülfe  von  65 : 4 

f'      ^'     .  =  FArc  Sin  —1  «=  Are  Sin  1  —  Are  Sin  0  =  ^ 
^.yä2^^«       L  aj  2 

o 

Und  so  weiter. 

Du  bestimmte  Integral 

llist  sieh  nicht  in  endlicher  Gestalt,   wohl  aber,   wenn  x:a  und  e  ächte 
Brflebe  sind,  dnrcb  eine  oonvergircnde  Reihe  darstellen.  Setzt  man  nSlmlich 

z  =  a.CoB9        und  somit        dx^  —  aSin^.d^ 

wobei  die  Orensen  o  nnd  x  offenbar  in  Vi  91  und  9  Übergehen^  so  erhUt  man 
mit  HlUfe  des  binomiscben  Iiehrsatses 

2  8 


=-/: 


e^  1     e^  1   3     e* 

1.8.6     e«        , 

.  -^  uos°  9  — . , . 


2.4.6      8 
oder  mit  Benutzung  von  67 :  22 

i  =  (|-,)[l-4e).-4-(14e.).-l(-^e.).- ] 


*. 


Es  gehört  dieses  Integral  su  den  sogenannten  ellipHicfaen  Fnnetloneii» 
flir  deren  genauere  Kenntniss  auf  die  betreffende  Literatur  bei  45  su  ver- 
weisen ist,  -^  und  es  verdanken  ihm  sogar  Letstere,  wie  aus  148  begreiflich 
werden  wird,  ihre  Entdeclcung  und  ihren  Namen.  —  Auch  für  die  bestimmten 
Integrale  im  Allgemeinen  ist  auf  die  unter  45  aufgesfthlten  Werke  su  ver^ 
weisen,  und  Oberdiess  auf  „BiereiM  de  Haan,  Exposö  de  la.th^orie,  des 
propri4t^  et  des  m^thodes  d'^aluation  des  int^ales  d^flnies.  Amsterdam 
1862  in  4.,  —  und:  Tables  d*int4grales  d^iflnies.  Amsterdam  1858  —  Leyde 
1867,  2  VoL  in  4.« 

*0.  brtigratioB  der  DifnreDtfalgleicluugaB  entor  Qrdnug.  Eine 

Oleichmig 

f(xiy, -j^,    -3^,.. 0  =  0 

nennt  man  eine  DMterenttalglelcliHfic  der  ersten ,  zweiten,  etc., 
Ordnung,  je  nach  der  Ordnung  des  höchaten  Differentialquotienteni 

^d  zwar  Uneary  wenn  y,  7^,  etc.  nur  in  erster  Potenss  erscheinen, 

**-  jede  ihr  Genflge  leistende,  einci  zwei,  etc.  willkttrliche  Constante 
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enthaltende  Gleiclrnng  P(x,  y)  =  0  aber  ihr  allsenielnM  IntegraU 

So  hat  z.  B.  die  lineare  Diflferentialgleichung  erster  Ordnung 

dv                                 ,            xdy  —  ydx    ,    b.dx       ^ 
x-J|~y  +  b  =  0       oder  ^y H-^r-  =  0 

^o  JL.  der   ein   vollständiges  Differential   herstellende   oder   sog. 

x' 
Integrlrende  Factor  ist,  wenn  a  eine  willkürliche  Constanto  be- 
zeichnet, das  allgemeine  Integral 

fxdy-ydx       ^  fi^  =  JL_±. 

*        j  X2  ^     J     X«  X  X 

oder 

y  =  ax  +  b 

So  genügt  der  Diflferentialgleichung  erster  Ordnung  und   zweiten 

Ghrades  , 

y.dx  — x.dy  =  rVdx2  +  dy2 

wenn  a  wieder  eine  willkürliche  Constante  ist,  das  allgemeine  Integral 

y  =  ax  +  r.Vl-f  a« 
aber  auch  das  diese  Willkürliche  nicht  enthaltende,  sog.  besondere 

Integral 

^  x«  +  y*  =  r» 

Aehnlich  in  andern  Fällen. 

Die  nach  Jacopo  Rleeatf  (Venedig  1676  —  Ttevigi  1764;  ein  reifer 
Privatmann,  von  dem  drei  Söhne:  Vincenio  1707—1776,  —  Otordano  1709 
bis  1790,  —  und  Franceeco  1718—1701  ebenfaUs  Mathematiker  uid  Phyalker 
waren;  vergl.  fllr  Jacopo  dessen  Opere,  Lucca  1766,  4  VoL  In  4.,  —  für 
Giordano  dessen  Elogio  dnich  Pelliflari  in  Mem.  deUa  Soo.  ItaL  IX)  besaante 
I>ifferentl«lgleiAhQng  erster  Ordnung 

dy  +  b.y*.dx=:a.x".dx 
Hast  sich  in  einseinen  speciellen  FUlen  leicht  auflösen;   so  s.  B.  hat  naa 

fOr  m^o 

dy 
dy  +  by*dx  =  adx  oder  dxs=  ^_|^    t 

und  für  ms=  —  4,  wenn 

1,1  ,  ,         d«       x-f  3bi  - 

y  =  -r h— T-        «Iso        dy= — i i— n — dx 

^  —  b  X    "^  X*  •'        x"  b  x* 

gesetst  wird 

.     ,   bs«dx       adx  ,^  dx  _       da 

so  dass  in  beiden  F&Uen  die  Integration  nicht  den  mindesten  BohwIeilglntteB 
unterliegt  —  Ausser  Riccati  hat  sich  neben  den  Bem^olli  nad  Balcr 
namentlich  auch  Clalravlt  um  die  Integration  der  DifferentialglelcliaigeB 
verdient  gemacht,  besonders  durch  sein  ^Mömoire  sur  l'int^|;ration  des  Aq«a- 
tlons  diff^rentielles  du  premier  ordre  (Mto.  de  Par.  1740)^.  Aus  neuerer  Zelt 
mögen  noch  sur  Erglnsung  der  in  46  erwihnten  Schriften  „Joseph  Petsral» 
Professor  der  Mathematik  in  Wien:  Integration  der  linearen  Plffereatlal- 
gleichungen  mit  constanten  und  verinderlichen  Coefflcienten.  Wien  1861 — 1869, 
9  Binde  (6  lieflmuigen)  in  4.,  —  Georg  Wilhelm  StnuMh  ^toppeateta 
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1811  —  Marl  186S;  Lehrer  der  JilathemftUk  in  Muri),  PraeUeohe  Anwendung 
Ittr  die  Integration  der  totalen  und  partlalen  Differentialgleichungen.  Bd.  1. 
Braanschweig  1866  in  8.,  —  AI.  Mayr»  Der  integrlreode  Factor  und  die 
particnlaren  Integrale.  Würabnrg  1868  tn  8.,  —  etc.^  angeführt  werden. 

VI.  InUgratton  der  DifferentialgleiGhiuigaB  höherer  QrdBuig.  Hat 

man  z.  B.  die  Differentialgleichniig  zweiter  Ordnung 

(dx2-|-dy«)Vt  +  a.d2y.dx  =  0 
und  setzt  ,  39  3 

dx       P        ^  dx«        dx 

80  geht  sie  in 

dx  = — t~sr    über,  so  dass    x  = ■==M==r  +  a 

wo  a  und  ß  willkürliehe  Constante  sind.   Aus  diesen  Werthen  von 
X  nnd  y  folgt  aber  durch  Elimination  von  p  die  Integralgleichung 

(x-a)2  +  (y -/?)»«  a» 
Aehnlich  in  andern  Fällen. 

Hat  man,  um  nooh  ein  anderes  Beispiel  an  geben, 
so  folgt  umachst 

fols^ich  dnrch  Integration 
p«  =  C±k«y«      oder      4^s=VC±k«y«      also      xsrf-— 1| 

FOr  das  obere  Zeichen  ergibt  sich  somit  nach  65 : 6 

x  =  i-log(ky  +  VC+k«yt)  +  C, 
oder 

ky  +  VC  +  lt»y«  =  e'^<"-^>      oder     VO  +  k«y<Äe*<*^«t>  — ky 
oder  dmreh  beidseitiges  Qnadriren 

y=:Yf[6^<*-^>-C.e-*<»"<^>]sA.e^«+B.e-^«  • 

wo  A  =  -^.e""i  B  =  ~5L.ek<^t 

Fttr  das  unters  Zsiehsa  dsgegen  ergibt  sieh  nach  65 : 4 

oder  ^ 

y=-^«B[k(x  — C|)]sA4  0oskx+Bi8inkx  « 

wo  Ai=5  — i^ßinkC,       und       BiSsJ^CoskC, 

wobei  schliesslich  sa  bemerken ,  dass  man  8  auch  aus  2  dnrch  Umsetsen  yon 
k  in  kl  und  Benutsen  yon  50:3  ableiten  kann. 
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mL   Begriff  der  TariationsreclUlWIg.  Während  es  Ach  bei  der 

Lehre  vom  (Jrößsten  und  Kleinsten  (63)  darum  handelt,  den  Werth 
einer  Unbekannten  so  zu  bestimmen,  dass  eine  andere,  als  eine 
bestimmte  Function  der  ersten  gegebene,  Grösse  ein  Maximum  oder 
Mininmm  annimmt,  so  hat  dagegen  die  sog.  Variationsrechnung  die 
Aufgabe,  jene  Relation  so  zu  bestimmen,  dass  der  Werth  einer 
hinwieder  von  ihr  abhängigen  Function  so  gross  als  möglich 
werde.  Ist  y  =  f  (x) ,  so  kann  es  sich  z.  B.  fragen ,  für  welchen 
Werth  von  x  nimmt  y  einen  grössten  Werth  an,  —  aber  auch  wie 
muss  f  (x)  beschaffen  sein,  damit  für  einen  bestimmten  Werth  von 

J     K  lH-("j"^)  ^^  ^^'  Werth  von  j    ydx  ein  Maximum  werde. 

Erstere  Aufgabe  lost  63,  Letztere  dagegen  die  Variationsrechnting, 
für  welche  Geometrie  und  Mechanik  in  den  Problemen  der  Isoperi- 
metrie^  der  Brachystochrone,  etc.  die  schönsten  Beispiele  liefern. 

Ausser  den  in  45  aufges&hlten  allgemeinen,  mögen  hier  noch  folgende 
BpeciaUcl^riften  erwähnt  werden:  ^Enlert  Methodiu  inveniendi  lineas  corras 
mazimi  minimive  proprietaie  gaudentee,  elve  BolaÜo  problematis  iaoperimetrioi 
latisBimo  sensu  accepti.  Lansannaa  1744  in  4.,  —  Ijagran^t  Essai  dhine 
nouvelle  m^thode  pour  döittminer  les  maxima  et  les  minima  de«  formnlea  int^ 
grales,  nnd :  Observaiions  sur  la  m^thode  des  Tariations  (BUsceU.  Boe.  Tanrin.  11 
1760  und  IV  1766—1769),  —  Elller»  Elementa  calcnll  yariationnm ,  und: 
Methodus  nova  et  facUis  calcnlum  variationiun  tractandi  (Nov.  Comm.  Petrop. 
X  1766,  und  XVI  1772),  —  Murhard»  Bpecimen  historin  atqve  prineipiaraB 
calculi  quem  vocant  variationum.  OotUng.  1796  in  4,,  —  Enno  Heeren  DIfIumi 
(Hamswerum  in  Ostfriesen  1792  —  Paris  18M);  Professor  der  Mathematik  und 
Academiker  in  Berlin),  Analytische  DarsteUung  der  Variationsrechnvag*  Berlin 
1823  in  4.,  —  H.  Gräffet  Commentatio  historiam  calculi  variationiun  Inde 
ab  origine  calculi  dÜTerentialis  atque  integralis  usque  ad  nostra  tempora. 
GottingsB  1825  in  4.,  —  Martin  Ohm  (Erlangen  1792;  Professor  der  Mathe- 
matik in  Berlin),  Die  Lehre  vom  Grössten  nnd  Kleinsten.  Berlin  1SS5  in  8^  -* 
Ampere»  Exposition  des  prindpes  du  calcul  des  variations  (Oexgonne  XVI 
1825),  -*  G.  W.  Straaeh»  Theorie  und  Anwendung  des  sog.  Variatioasealculs. 
Zürich  1849,  2  Vol.  in  8.,  ~  Karl  Frans  Gleeel  (Torgau  1826;  Lehrer  in  Torg»a 
und  dann  Rector  su  Delitssch),  Geschichte  der  Variationsrechnung.  I.  Torgan 
1857  in  4.,  —  A.  Mayrt  Grundlegung  der  Theorie  des  Variationscaloals.  Wttrs- 
hurg  1861  in  8.,  —  Todhnnter»  A  History  of  the  Ptogress  of  the  Calcnfais 
of  Vaziaüons  during  the  19  «^  Century.  Cambridge  1861  la  S.,  —  etc.<* 
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O  Me$aktm$i,  Zaum  der  Phamiatiel 
Wer  dir  will  folgen,  irret  mie; 
Wer  ohne  dich  ufiU  geh*n,  der  (fieitei. 

(BaUer.) 


IX.  (Seometrisdie  Vorbegriffe. 

VS»  D0r  Ort.  Ein  Ding  ohne  endliche  Gtrössey  an  dem  einzig 
der  Begriff  der  Lage  haftet,  heisst  Panel«  Verändert  Letzterer 
seine  Lage,  so  heisst  man  ihn  in  Bewesiuigy  verbindet  damit  den 
ursprünglichen  Begriff  der  Richtung)  und  fasst  alle  Lagen,  welche 
einer  gegebenen  Bedingung  genügen,  unter  dem  Ausdrucke  Ort 
zusammen.  So  nennt  man  den  Ort  eines,  sich  bewegenden  Punctes 
gerade  Linie  oder  kramme  Iilnle»  je  nachdem  der  Punct  seine 
Richtung  fortwährend  beibehält  oder  fortwährend  ändert,  und  es 
liegt  im  Begriffe  der  Richtung,  dass  von  einem  Puncte  zu  einem 
andern  nur  Eine  (Gerade,  ihre  kürzeste  Verbindung,  führt  Den 
Ort  einer  sich  bewegenden  Linie  aber  nennt  man  Fl&eliey  —  eine 
durebweg  gerade  Fläche  Ebene« 

Frfllier  steUto  man  gewöhnlich  den  Begriff  der  dreifachen  Ansdehnnng  an 
die  BpiUe  der  Geometrie,  und  8Üeg  davon  durch  Zerlegen  an  dem  Paneie 
hinab;  jener  Begriff  tat  jedoch  eratene  nur  anm  Bcheine  für  aich  klar,  da  die 
Richtigkeit  einer  mehrfachen,  aber  nicht  fiber  drei  atelgenden  Anadehnung 
erat  bei  der  Lehre  von  den  räumlichen  Coordinaten  entwickelt  werden  kann, 
^  und  aweltena  iat  der  Begriff  der  Lage,  von  welchem  hier  auagegangen 
wird,  Bchon  anr  oberfllchliohaien  Anffaaaung  jenea  Begriffea  nothwendlg,  und 
aomlt  jedenfaUa  einfacher.  —  Eine  Fliehe  kann  auch  als  Ort  einea  Punctea 
gedacht  werden,  obachon  nicht  eigentlich  durch  Bewegung  einea  Punctea  ent- 
stehen;  ao  a.  B.  nennt  man  den  räumUchen  Ort  einea  Punctea,  der  von  einem 
gegebenen  Pnnete  einen  beatimmten  Abatand  haben  aoll,  Kugelfllche.  —  Ffir 
die  geometriache  Literatur  alnd  2,  8,  4,  5,  46,  etc.,  aowie  einige  erat  apäter 
folgende  Abacbnitte  an  berathen;  hier  mögen  apeoleU  folgende,  theila  aUge- 
meine,  namentlioh  aber  elementare  Werke  aufgeführt  werden:  j^P.  Bamvs« 
Geometrla.  Paria  1677  In  10.  (Hollind,  durch  W.  Bnemua,  Amaterdam  1692 
in  4.),  ^  Aadieas  Tacqaet  (Antwerpen  1612  —  Antwerpen  1660;  Lehrer 

W«lff.  ■■■iNiifci    I.  ^ 
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in  den  JeraitencoIlQgiai  m  LSwen  imd  A]itwerpcn)|  Klimmita  geomeliia 
plan»  ac  solida.  Antvcrp.  1654  in  8.  (Aneh  splter,  b.  B.  noch  Vonei.  1746), 

—  Jean-IHem  d«  CTrMuaB  (Laasanne  1663  —  lAOsanne  1750;  Profeasor  der 
ILUhemniik  nnd  Philosophie  in  Groningen  vnd  Lnnsamie,  such  answlrtigcs 
Mitglied  der  Paiiaer-Acndemie;  ^ergL  Bd.  S  meiner  Biographien),  La  g4oin6trie 
dea  Ugnea  et  dea  aorfacea  rectüignea  et  drenlaiiea.  Amsterdam  1718,  S  Vol. 
in  &,  ^  AL  Oainudl»  Elteenta  de  Otemteie.  Paria  1741  in  8.  (Aneh 
spiter,  B.  B.  1753;  ital.  Born  1771),  —  Th.  SiaipMB»  The  Bleraenta  of 
Oeometry.  London  1747  in  &  (Aneh  später,  a.  B.  1760),  —  Matthew  Mflfwart 
(Bothsay  in  Schottland  1717  —  Edinbnigh  1785;  Pfjurer  an  Boseneaih,  apiter 
Professor  der  Mathematik  an  Edinhvi]g^),  Propositionea  geometriem  more 
▼etemm  demonstrate.  Edinbargh  1763  in  8.,  —  Abel  Biija  (Kikebnach  bei 
Berlin  1752  —  Beriin  1816;  Prediger  nnd  Profeasor  der  Mathematik  au  BerUn), 
Der  aelbstlehrende  Oeometer.  Berlin  1787  in  8.  (Aneh  später,  a.  B.  1801),  — 
Jan  Hearic  Vaa  SwisAca  (Haag  1746  —  Amsterdam  1823;  Professor  der 
Physik  und  Mathematik  an  Franeker  und  Amsterdam;  yergL  MoU,  BedevoBring 
over  Yan  Bwinden,  Amsterdam  1824  in  8.),  Orondbeginselna  der  Meetknnde. 
Amsterdam  1790  in  8.  (2.  A.  1816;  dentsch  von  A.  Jacob! ,  Jena  1834  in  &), 

—  Lcgmirc»  Elements  de  geom^trie.  Paria  1704  in  &  (14  4d.  1865;  dentach 
Ton  Grelle,  Berlin  1822;  ital.  Ton  Cellai,  Firense  1834;  eng},  von  Ch.  Dnvies, 
New-York  1855),  —  Lorenao  Maachei^Bi  (Caatagnetto  bei  Bergamo  1750 

—  Paris  1800;  Profeaaor  der  Mathematik  an  Pavia),  La  geomelrin  del  eom- 
passo.  PaTia  1707  in  8.  (Crana.  von  Carette,  Paria  1788  in  8.;  dentsch  von 
OrQson,  Berlin  1825  in  8.),  --  Lacrsiz,  El^enta  de  g4omAtne.  Paria  1799 
in  8.  (17  4d.  durch  Pronhet  1855),  —  Meier  Uhricht  R*w»*r«^""g  geometrischer 
Aufgaben.  Berlin  1805—1807,  2  Bde.  in  8.,  -—  F.  Schweins»  Geometrie  nach 
einem  neuen  Plane  bearbeitet.  OOttingen  1805—1808,  2  Bde.  in  &,  —  I«ouia 
Mertraad  (Genf  1731  —  Genf  1812;  Profeaaor  der  MathaiBatik  m  Qtai\ 
▼ergl.  Bd.  1  meiner  Biographien),  Elements  de  g^omteie.  Paria  1812  in  4.,  ^ 
Jsaao-Emanuel-Louia  Develcy  (Payeine  1764  —  Laaaanne  1880;  Profeaaor 
der  Mathematik  und  Astronomie  in  Lausanne;  vergL  Bevue  auiaae  m),  £16- 
ments  de  giom^trie.  Paris  1812  in  8.  (3  ^  1830;  deutsch,  Stuttgart  1818),— 
Job.  Friedrich  ILAdema  (Bretten  1783  —  Karisruh  18..;  Professor  der 
Mathematik  au  Karlsruhe),  Geometriscbe  ConstmotioBslehre.  Freybnrg  1812 
in  8.,  —  Gabriel  Lam^  (Tours  1795;  Ingenieur^n-chef  dea  mines,  Professor 
der  Physik  au  Paris  und  Mitglied  der  Academie),  Examen  des  düf^rentes 
methodea  employdes  pour  r^oudre  les  probltees  de  gdom4trie.  Paria  1818  in 
8.,  —  A.  L.  CrcUe»  Elemente  der  Geometrie.  Berlin  1826—1827,  2  Bde.  in  8^ 
— '  A.  F«  Mftklvn»  Der  baryccntrische  Calcul.  Leipzig  1827  in  8.,  —  F.  B. 
■■Mlcr»  Geometry  of  planes  and  solids.  Richmond  1828  in  8.,  —  Nicolai 
Jvanowitsch  L^tataelievaldl  (Nischnei-NoTgorod  1793  —  Kasan  1856; 
Professor  der  Mathematik  au  Kasan),  Ueber  die  Prinaipien  der  Geometrie. 
Kasan  1829—1830  in  8.,  —   Wolfgang  B«lyal  (Bolya  in  Siebenbtrgen  1775 

—  Maroa-Visirhely  1856;  Freund  von  Gauas,  Professor  der  Mathematik  vnd 
Physik  an  Maros-V4sirhely ;  irergl.  Fr.  Schmidt,  Notioe  anr  In  vie  et  lea 
tnvaax  de  W.  et  de  J.  Bolyai,  Paria  1868  in  &),  Tentaaun  juTcstatem 
atudiosaa  In  elementa  matheseos  purm  elementaria  ao  anhUmioria,  methodo 
intaitlTe,  eridenttaqne  hulc  propria,  introducendL  Maroa-V4a4rh^yiai  1832 
bis  1833,  2  Vol.  in  &,  —  aaude-Lucien  ■«rgciy  (Griten  1787;  Protoaor 
M  der  ArtfDeriMchale  an  Mete),  G4om4tria  appUfafo  k  llndnatrin.  84d.  Meta 
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1886  In  8^  —  Michel  CluMles  (Epemon  1798;  Professor  der  hohem  Geometrie 
In  Paris  und  Miiglied  der  Academie),  Aperen  historique  sur  l'origine  et  le 
d^Teloppement  des  m^thodes  en  g^mtoie.  BmxeUes  1887  in  4.  (Dentsch  yon 
Bohncke,  Halle  1889  in  8.),  —  A.  W.  Hertel»  Sammlung  von  574  geometri- 
schen Aufgaben.  Leipslg  1888  in  8.,  —  B.  E.  CoiMlneryt  Le  calcnl  par  le 
trait  Paris  1889  in  8.,  —  Joh.  Simon  Lorens  Wl^ekel  (Pegnita  1807  —  NUm- 
bfifg  1849;  Professor  der  Mathematik  in  Nflmberg),  Die  Geometrie  der  Alten 
In  einer  Bammlnng  von  712  Aufgaben.  Nflmberg  1889  in  8.  (8.  A.  von  Tb. 
Schröder  1869),  —  Joh.  Rudolf  W«lf  (Zürich  1816;  Professor  der  Mathematik 
und  Astronomie  erst  in  Bern,  dann  in  Zürich),  Die  Lehre  von  den  gerad- 
linigen Gebilden  in  der  Ebene.  Bern  1841  in  8.  (2.  A.  1847),  —  P.  J.  E.  Flnek» 
Professor  der  Mathematik  in  Strassburg:  G^omiötrie  A^mentaire  haste  sur  la 
thterie  des  inflniment*petits.  2  6d.  Strasbourg  1841  in  8.,  —  C.  L.  A.  Knnse» 
Lriirbuoh  der  Geometrie.  Jena  1842  in  8.,  —  Magnus  Georg  von  Paneker 
(Simonis  Pastorat  1787  —  BSitau  1855;  Professor  der  Mathematik  und  Astro- 
nomie SU  Mitau),  Fundamente  der  Geometrie.  Mitau  1842  in  8.,  und:  Bildlehre • 
Mitan  1846  in  8.,  —  N.  Schollleld«  Gn  elementary  and  higher  geometry, 
trigonomelry  and  mensuration.  New-Tork  1845,  4  Vol.  In  8.,  —  Carl  Adams 
(Mersoheid  bei  Düsseldorf  1811  ^  Winterthur  1849;  Lehrer  der  Mathematik 
und  Physik  su  Winterihur),  Geometrische  Aufgaben.  Winterthur  1847—1849, 
2  Bde.  in  8.,  —  0.  Sehlomileh»  Grundsüge  einer  wissenschaftlichen  Dar- 
stellung der  Geometrie  des  Maasses.  Eisenach  1849  in  8.  (3.  A.  1859),  — 
Ettgtee-Gharles  Catalan  et  H.  Ch.  de  LalMmolre»  Thtertoes  et  probldmes 
de  g6om4trie  Aömentaire.  Paris  1852  in  8.  (Deutsch  von  Kaufmann  und 
Reusehle,  Stuttgart  1858  und  1862),  —  Ed.  Heia  und  Baehweilcrt  Lehrbuch 
der  Geometrie.  Köln  1855—1858,  2  Bde.  in  8.  (4.  A.  1867  in  8  Bdn.),  —  Job. 
Karl  Philipp  Splts  (Wieblingen  bei  Heidelberg  1826;  Professor  der  Mathe- 
matik In  Karlsruhe),  Geometrische  Aufgaben  sum  Gebrauche  an  hohem  Lehr*» 
anstalten.  Leipsig  1855  in  8.,  --  Wilhelm  Fiedler  (Chemnits  1882 ;  Professor 
der  darstellenden  und  neuem  Geometrie  am  schweiserischen  Polytechnikum), 
Die  Elemente  der  neuem  (Geometrie  und  der  Algebra  der  bin&ren  Fomien. 
Lelpilg  1862  In  8.,  *-  Honael»  Introduction  k  la  g^om^trie  supörieure.  Paris 
1865  in  4.,  —  Rlemaniit  lieber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  lu 
Grunde  liegen.  G5ttingen  1867  in  4.,  —  etc.<^ 

V4U  Dte  fortschreitanda  Bewegaog.  Wenn  sich  ein  Ponkt  be- 

stindig  in  gleichem  Sinne  in  einer  Geraden  bewegt,  so  nennt  man 
ihn  fortschreitend  9  und  die  Gtrösse  des  Fortschrittes  Ii&nge« 
Die  Längeneinheit  ist  ihrer  Natur  nach  willkürlich ,  und  darum  in 
jedem  Lande  und  für  jeden  Zweck  gesetzlich  festgestellt.  (L) 

Da  sowohl  Bequemlichkeit  als  Genauigkeit  der  Vergleichung  erfordern, 
dass  der  Iffaassstab  von  gleicher  Ordnung  mit  den  su  messenden  Lingen  sei, 
so  wird  et  nOtUg,  neben  der  gewihlten  Längeneinheit  noch  bestimmte  Viel- 
flehe  und  Thelle  derselben  als  untergeordnete  Lftngeneinheiten  su  benutsen. 
So  wurden  Mher  bei  den  Fussmassen  ausser  dem  Fusse  die  Vielfachen  6 
(Klafter,  Faden,  Lachter,  Toise),  10  (Ruthe),  16000  (Wegstunde),  etc.  ge- 
braucht, und  die  Thelle  Vio  o^®'  Vii  (Decimal-  und  Duodecimal-ZoUe),  Vioe 
oder  Vi44  (lilnle)»  «to.»  —  j^^at  bei  dem  metrischen  Maasse  ausser  dem  Meier 
tunlehst  das  Tansendfaohe  (Kilometer)  nnd  der  Tausendstel  (Millimeter). 
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WL  Dld  drahenda  BewegUg.  Bewegt  sich  eine  Gerade  um  einen 
Poncty  80  heisBt  man  sie  drehend  9  und  die  auf  die  Ebene  der 
Endlagen,  der  sog.  Schenkel,  bezügliche  Ghrösse  der  Drehnng 
Winkel«  Den  Drehponct  nennt  man  Scheitel,  den  Ort  der  Ge- 
raden StrahlenbIbcheU  Die  Winkeleinheit  ist  die  GroBae  der 
Drehung  bis  zur  Rückkehr  in  die  ursprüngliche  Lage,  die  sog*  Um* 
drehnns,  welche  in  2  Gerade,  4  Rechte  (4  R)  und  360  Grade 
a  60  Hlnaten  &  60  Seconden  (1  =  360»  =  21600'  =  1296000'') 
eingetheilt  wird.  Ist  a<:900,  so  heissen  die  Winkel  a,  90»  +  «, 
90^ ±a  und  270^  +  »  der  Reihe  nach  apUx,  atmnpf,  concav 
und  convex,  —  Winkel,  welche  sich  zu  90»,  180»  oder  360« 
ergänzen,  complementSr^  sapplementSr  oder  explemeniSr« 
Verlängert  man  einen  Schenkel  eines  Winkels  über  seinen  Scheitel 
hinaus,  so  erhält  man  den  zu  ihm  supplementären  Nebenwinkel« 
—  verlängert  man  beide,  den  ihm  gleichen  Scheitelwinkel«  Be- 
zeichuMi  ab  und  de  die  Schenkel,  c  den  Scheitel  eines  Winkels, 
so  schreibt  man  Z.  c  =  Z. a c d  =  /.  (a b,  de). 

Die  TheiluDg  der  UmdrehuDg  (oder  dee  Kreises)  in  360  Tbellc  Qmieafi, 
partes}  oder  Stolen  (arabisch  dergeh,  verdorben  degr^  in  schlechier  lAteini- 
scher  Uebersetiung  gradus)  ist  uralt,  und  rUbrt  wohl  daher ^  dass  die  Zahl 
860  unter  den  Zahlen  mit  vielen  Theilern  der  Anzahl  der  Tage  des  Jahres 
am  n&chaten  kömmt  Nftherungsweise  wurden  die  Winkel  frfiher  auch  auweilen 
in  BruchtheUen  des  ganzen  Kreises  gegeben,  vielleicht  sogar  ohne  TheÜung 
durch  Wiederholung  bis  zum  Erschöpfen  einer  oder  mehrerer  Umdrehungen 
bestimmt  MerkwQrdig  ist,  dass  in  Kremsmttnster  (s.  Programm  der  dort  Acad. 
fUr  1864)  ein  hölzerner  Kreis  mit  Elfenbein-Einlage  von  1570  exiaiirt,  der  in 
6.4.4.4  =  884  ansUtt  in  6.3.4.5  =  360  Theile  eingetheilt  ist  —  Femer  ist  zu 
bemerken,  dass  schon  Henry  Gellibraad  (London  1597  —  London  1637;  Pfkrrer 
in  Kent,  dann  Professor  der  Astronomie  in  London)  im  Anfange  dea  17.  Jahr- 
hunderts vorschlug,  den  Grad  statt  in  60,  in  100  Minuten  zu  theilen,  —  dass 
sich  fjagfrange  1783  bei  dem  Board  of  Longitude  in  London  dafür  verwendete, 
dass  man  sich  beim  Kreise  und  sonst  ausschliesslich  der  Decimalthellwig  be- 
diene, und  alle  Tafeln  entsprechend  umarbeite,  —  dass  endlich  bei  dei  fran- 
zösischen Revolution  eine  Eintheilux^  der  Umdrehung  in  400  Qrade  h  100  Minu- 
ten k  100  Secunden  beliebt  wurde,  an  der  jetzt  noch  Einzelne  feathalten,  indem 
sie  einen  sog.  Centesimal-Qrad,  von  0^,9^54'  der  alten  TheUnng,  benutaen. 


*••  Die  FkriUelen  und  Senkrechten.  Zwei  Gerade  einer  Ebene, 
welche  bei  gleicher  Grösse  der  Drehung  in  zwei  Pancten  einer 
dritten  Geraden  entstanden  sind,  heissen  parallel  oder  aielllK  (li\ 
—  Äwei  Gerade  dagegen,  deren  Winkel  90®  beträgt,  senkreckt  (  J_) 
zn  einander.  Nennt  man  die  glcichliegenden  Winkel  zweier  Geraden 
mit  einer  dritten  correspondirende,  die  entgegengesetzt  liegenden 
IVecksel Winkel ,  so  sind  correspondircnde  oder  Wechselwinkel 
von  Parallelen  (nach  Definition  nur  mit  der  Geraden,  aus  der  sie 
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entstanden  sind,  —  nach  Beweis  in  89  aber  anch  mit  jeder  andern 
Geraden)  nothwendig  je  einander  gleich,  —  und  steht  die  eine  der 
Paraüden  senkrecht,  so  steht  auch  die  andere  senkrecht;  umgekehrt 
sind  zwei  Senkrechte  zu  derselben  Geraden  einander  parallel.  — 
Durch  jeden  Pnnct  einer  Geraden  führt  ein  bestimmter  Strahl  des 
einem  ausser  ihr  liegenden  Puncto  zukommenden  Strahlbüschels,  oder 
ist  ihm  entsprechend«  Gteht  man  aber  z.  B.  von  dem  Pnncte 
aus,  der  dem  senkrechten  Strahle  entspricht,  so  ruft  seine  fort- 
schreitende Bewegung  einer  drehenden  Bewegung  des  Strahles,  und 
während  der  Punct  dem  unendlich  fernen  Puncte  zusteuert,  nähert 
sich  der  Strahl  dem  Parallelstrahl,  so  dass  sich  unendlich  femer 
Puict  und  Parallelstrahl  zu  entsprechen  scheinen. 

Die  seit  Enldid  fast  allgemein  beibehaltene  Uebnng,  Parallele  als  solche 
Gerade  einer  Ebene  ra  deflniren,  welche  sich  nicht  schneiden,  so  weit  man 
sie  auoh  verllngem  möge  (oder  verdeckt  nnd  eigentlich  sogar  falsch  und 
vieldentigy  welche  sich  im  Unendlichen  schneiden),  stimmt  schliesslich,  wie 
wir  in  SO  sehen  werden,  mit  der  obigen  Definition  überein;  aber  als  Definition 
soUte  man  nie  eine  negative  Eigenschaft,  sondern  wo  immer  möglich  das 
Ersengen  benntsen,  —  nnd  mir  kömmt  es  nnmaassgeblich  vor,  dass  man 
sich  weniger  fiber  die  Schwierigkeiten  sn  verwundern  braucht,  welche  die 
EnkUdeische  Definition  den  ihr  ergebenen  Geometem  bereits  zwei  Jahrtausende 
lang  bereitet  hat,  als  Aber  das  eigensinnige  Beharren  auf  derselben.  —  Von 
den  vielen  Schriften  ttber  Parallelen-Theorie  mögen  „Daniel  Hvbcr  (Basel 
17SS  —  Bssel  1820;  Professor  der  Mathematik  in  Basel;  vergl.  Bd.  1  meiner 
Biographien),  Nova  theoria  parallelarum.  Basilen  1823  in  8.,  —  Legendre» 
Bur  U  thdorie  des  parallMes  (Mönu  de  Par.  1838),  —  Nicolaus  L«bat« 
•cheraljl»  Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie  der  ParaDellinien. 
Berlin  1840  in  8.  (Franz.  durch  Hottel,  Paris  1866),  —  Victor-Jakob  ■•«- 
■lalwwslqr  (1804;  Professor  der  Mathematik  und  Academiker  In  Peters- 
burg), Bur  la  th4orie  des  paraU^es  (BuU.  de  P^tersb.  1861),  ^  eto.  angeftthrt 
werden.  Vergl.  auch  00. 

Tim  Die  CoOTdlnaten.  Um  von  einer  Geraden  oder  AKe  nnd 
einem  ihrer  Pnncte,  dem  AnflEiiiKSpiuiete  oder  Pol 9  zu  einem 
äussern  Pnncte  m  überzugehen,  bieten  sich  zwei  Hanptarten  dar: 
Entweder  dreht  sich  zuerst  die  Gerade  um  den  Pol,  bis  sie  (vergl. 
Fig.)  durch  m  geht  (▼),  und  dann  schreitet  der  Pol  bis  zu  m  fort 
(r);  oder  es  schreitet  der  Pol  zuerst  in  der  Axe  so  weit  fort  (x), 
dass  die  Aze  nach  Drehung  um  einen  gegebenen  Winkel  (a)  durch 
m  geht,  und  nun  schreitet  der  Punct  wieder  fort  bis  zu  m  (7).  Die 
Bestimmungsstücke  r  und  ▼  heissen  Radlos  Vector  oder  fielt« 
strahl  und  lenket  oder  Posltton^  zusammen  Polareoordl- 
nateOf  —  die  Bestimmungsstücke  x  und  y,  welche,  um  den  ganzen 
Winkelraum  zu  beherrschen,  die  Zeichenfolgen 

H h  +H 
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aonelmien  müssen,  AbMisse  und  Ordinate^  zusammen i  je  nach- 
dem af=z90^  ist  oder  nicht ,  recbtwhildlKe  oder  achlefirliddlse 

Ceordlnaten»  Für  a^QO^  zerfällt  der  Winkelraom  durch  die 
Axe  und  die  Richtung  der  Ordinaten  in  4  gleiche  Theile,  die  sog. 
Quadranten 9  welche  nach  der  Ordnung  numerirt  werden,  in 
welcher  sie  der  Radius  Vector  durchläuft. 

Die  schon  frfihe  in  der  Astronomie  (vergl.  886  und  858)  und  Qeograpliie 

(vergl.  365)  gebräuchliche  Methode,  die  Lege  «if  der 
Himm^s-  oder  Erdkugel  durch  Coordlnaien  m  be- 
stimmen, wurde  etwa  im  17.  Jahrhundert  nach  und 
nach  auch  in  die  Geometrie  eingefOhrt^  —  wobei  aber 
der  Abstand  von  der  Axe  anfftnglich  Applieato  (ete 
schon  bei  den  alten  Geometem  fikr  gewlsae  Sehnen 
krummer  Linien  gebrauchter,  —  in  neuerer  Zelt  von 
mir,  vergl.  191,  für  die  dritte  Coordinate  des  Raumes 
eingeführter  Name),  und  erst  sp&ter  Ordinate  (ein  zuerst  bei  Desargnea 
vorkommender  Name)  geheissen  wurde.  —  Darin,  dass  in  der  Ebene  jede 
Verschiedenheit  der  Lage  durch  die  Verschiedenheit  der  Lage  nach  iwel 
Richtungen  (der  Axe,  und  der  su  ihr  durch  den  Anfkngspunkt  gesogenen 
Senkrechten,  •—  von  denen  die  erste  wohl  auch  Abscissenaxe,  die  sweite 
Ordinatenaxe  genannt  wird)  gegeben  werden  kann,  liegt  auch  die  Berechügnng 
su  der  Behauptung:  Es  gebe  in  der  Ebene  swei  und  nicht  mehr  als  iwel 
Ausdehnungen,  —  besser  noch  das  Verständniss  jenes  Ausspruches.  VergL  9S. 

98«  Die  gebrochene  Linie.  Wird  die  abwechselnde  Bewegung 
in  Fortschritt  und  Drehung  fortgesetzt,  so  entsteht  eine  sog.  ge- 
brochene Linie,  bei  der  die  einzelnen  Fortschritte  Selten^  die  mit 
den  Drehwinkeln  gleichartigen  Winkel  der  Seiten  Winkel  9  die 
Drehpunkte  Ecken  heissen,  und  zwar  eoneave  oder  eonvexe 
Ecken,  je  nachdem  die  Drehwinkel  concav  oder  convex  sind*  Die 
Sunune  von  Winkel  und  Drehwinkel  beträgt  (vergl.  Fig.)  an  einer 
concaven  Ecke  2  R,  an  einer  convexen  Ecke  6  R.  —  Verbmdet 
man  zwei  Puncte  durch  verschiedene ,  aber  gegen  die  gerade  Ver> 
bindung  nur  concave  Ecken  zeigende  gebrochene  Linien,  so  ist 
jeder  umschloBsene  Zug  (73)  kürzer  ab  der  umschliessende. 

Die  fortschreitende  und  die  drehende  Bewegung  bilden  die  Elemente ,  ans 
welchen  jede  Bewegung  susammengesetst  ist,  und  ihre  Unabhingigkeit  von 
einander  bildet  ein  Grundprincip  jeder  Wissenschaft,  welche  von  Bewegungen 
handelt.  In  der  reinen  Mechanik  wurde  dieses  Princip  von  jeher  an  die  Bpitie 

gestellt,  —  in  der  Geometrie  dagegen  war  man  sonder 
barer  Weise  Iftngere  Zeit  hindurch  misstrauisoh  gegen  das* 
selbe,  und  ich  rechne  es  mir  sur  Ehre  an,  in  meiner  Sehrifl 
von  1841  (vergl.  73)  als  einer  der  Ersten  sein  Panier  hoch- 
gehalten su  haben.  —  Die  Seite  des  Zuges,  nach  der  die 
Drehung  statt  hat,  heisst  Innere  Seite #  und  bestimmt 
J  I  seine  mit  den  Drehwinkeln  in  dem  angegebenen  Rapporte 
stehenden  Eckenwinkel.  Sobald  man  durch  Drehung  um 
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mehr  ab  iwei  Beehte  eine  folgende  Seite  liiiiter  ^e  voThergeHeAde  gebraeht 
bat,  so  Biaea  offenbar  die  dadurch  b^onnene  Umdrehung  mindestens  vollendet 
tverden,  nm  die  innere  Seite  "wieder  nach  vom  sn  bringen,  nbd  so  a.  B.  die 
mgliehkelt  au  erhalten,  wieder  in  die  Ansgangslage  snrttckznkehren.  •—  Da 
die  Oerade  naeh  73  die  kttraeste  Verbindung  zweier  Pnncte  ist,  so  bat  man 
-^  ab-}- bh>>ae4-eh 

eh+hi  >ef -i-fi 
fl+i«  +  ck>fg+gk 
gk-f.kd>gd 

^ H 

a  abcd>aefgd 

wie  Mtt  beweisen  war. 

t9m  Du  n-Eck  Uäi  n-Seit  Schliesst  sich  die  gebroch^e  Lmiei 
d.  h.  kehren  Punct  und  Gerade  nach  n  Doppelbewegnngen  in  die 
erste  Lage  zurück,  so  hat  man  ein  ii«Eek  oder  ein  n^Selt^  je 
nachdem  die  Seiten  nur  zwischen  den  Ecken  oder  in  der  tmbe- 
grenzten  Länge  der  mit  ihnen  zusammenfallenden  Geraden  betrachtet 
werden.  Ln  n-Ecke  finden  sich  zu  jeder  Ecke  (n — 3)  mit  ihr  nicht 
in  einer  Seite  liegende,  sog.  Geffen-Ecken»  und  es  können  daher 

in  demselben  -^'-xi-Ci^ — 3)  Verbindungslinien  solcher  Gegenecken, 
sog.  Diagonalen»  gezogen  werden.  Ln  n-Seite,  wo  jeder  Durch- 
schnittspunkt Ecke  heisst,  gibt  es  dagegen  zu  jeder  der  l  o  )  Ecken, 

(V)  Gegenecken  nnd  3.(j)  Diagonalen.  Die  Anzahl^der  durch 
n  Gerade  oder  n  Poncte  bestimmten  n-Ecke  endlich  ist  -^.  (n— -1)! 

Jede  Yon  n  Geraden  einer  Ebene  whrd  im  AUgemeinen  dnroh  aUe  übrigen 
derselben,  d.  h.  in  (n  — 1}  Pnnkten,  geaehnitten,  ^  also  hat  das  n-Beit,  da 
jeder  lynrchsehnittspankt  awei  Geraden  ingehört, 

Ecken.  Je  swei  Ecken,  welche  nicht  in  derselben  Seite  liegen ,  nennt  man 
Gegeneeken;  da  nna  durch  jede  Ecke  awei  Seiten  gehen,  nnd  in  jeder  dieser 
Seiten  neben  der  gemeinachalUichen  Ecke  noch  (n  —  2)  Ecken  liegen,  so  gibt 
es  an  jeder  Ecke 

E'.  =  E.-l-2(n-2)  =  ("72)  • 

Gegenecken;  also  kann  man  von  jeder  Ecke  aus  E'^  Diagonalen  ziehen,  — 
folglich  im  gansen  n  Seit  (da  jede  Diagonale  doppelt  geaihlt  wird) 

Diagonalen.  —  Das  n-Eok  hat  ebenfalls  n  Seiten,  aber  in  jeder  Seite  nur 
2  Ecken,  und  su  jeder  Ecke  nur  (n  —  3}  Gegenecken,  folglich  auch  nur 

_n(n-8)  - 

Diagonalen.  —  Geht  man  von  irgend  einer  Seite  einea  n-8eitM  aus,  so  kann 
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maxL  Ton  Hör,  da  sie  von  allen  ttbdgen  (n  —  1)  Seiten  geechnttten  irivd|  luieh 
Avswahl  in  eine  der  andern  Seiten  flbergehen;  auf  welche  von  dieaen  non 
anch  die  Wahl  fUlen  mag,  immer  (voranageaetsty  man  woUe  nieht  in  die  ente 
Seite  lorttokkehren)  bleiben  (n^2)  Wege  offen,  nm  eie  in  verlaaaen,  und 
man  kann  aomit  anf  (n  •—  1) .  (n  —  2)  Arten  von  der  ersten  in  einer  dritten 
Seite  übergehen,  —  entsprechend  anf  (n — l).(n  — 2).(n— 8)  Arten  m  einer 
vierten,  —  ete.  lat  man  bo  endlieh  an  der  n*»  Seite  gekommen,  ao  bleibt 
nnr  Ein  Weg  offen,  nm  inr  ersten  Seite  inrttolurakehren,  nnd  da  bei  jedem 
Uebergange  Ein  Dnrchsohnittspnnct  festgelegt  wnrde,  so  hat  aomit  die 
erhaltene  Fignr  n  Ecken.  Da  nun  fDr  sich  klar  ist,  dasa  das  Weehaeln 
der  Ansgangaseite  ohne  Einflnsa  bleibt,  dagegen  jede  Fignr  noch  einmal 
entsteht,  indem  man  sich  die  Seiten  in  verkehrter  Ordnung  folgen  llait,  ao 
hat  man 

als  Aniahl  der  im  n*8eit  enthaltenen  n-Ecke.  —  XJnterancht  man  auf  dieaelbe 
Weise,  anf  wie  viele  Arten  man  n  Punkte  ao  paarweise  verbinden  kann,  daaa 
die  Gesammtheit  der  Verbindungen  eine  geschlossene  Linie  bildet,  so  vertanacht 
man  offenbar  nur  in  der  Mhem  Betrachtung  Seite  und  Pnnet,  so  dasa  wieder 
6  die  möglichen  n-Ecke  s&hlt,  und  somit  n  Gerade  und  n  Puncto  gleich  viele 
n-Ecke  bestimmen.  Beide  S&tie  können  auch  mit  HOlfe  der  Combinattonalehre 
abgeleitet  werden,  vergl.  „Cameit»  Corrdlation  dea  flgnrea  de  gfom^trie. 
Paris  1801  in  8.,  —  etc.^  —  Alle  n-Ecke,  welche  in  demselben  n-8eit  ent- 
halten sind,  mögen  in  Besiehung  auf  dasselbe  aobordlnirtt  unter  aich 
eoordinlrt  heiasen. 

80«  Die  Winkelsnilime.  Die  Wmkelsiimme  eines  n-Ecks  wird 
offenbar  gefunden,  indem  man  (78)  für  jede  coneave  Ecke  2  R,  fOr 
jede  convexe  Ecke  6  R  in  Rechnung  bringt,  nnd  für  jede  Um- 
drehung 4  R  abzieht  Bezeichnet  somit  p  die  Anzahl  der  convexen 
Ecken,  und  r  die  der  Umdrehungen,  so  ist 

P.(p,r)  =  2(n  +  2p  — 2r)R 
die  Winkelsumme. 

Beben  ThllNint  bestimmte  in  seinem  Grundrisse  (vergL  6)  die  Winkel- 
summe  des  Dreieckes  auf  analoge  Weise;  doch  versuchte  er  auch  nieht  einmal 
in  Besiehung  auf  diese  Figur  eine  allgemeine  Auffassung,  wie  sie  hier  er- 
strebt wurde,  —  ja  eine  aolche  ist  vor  1841,  wo  ich  in  der  bereits  mebifaeh 
oitirten  Schrift  die  obige  Formel  aufsteUte,  meines  Wissena  gar  nieht  gegeben 
worden. 

81«  AnuU  Ud  lintkelllUlg  der  n-Ecke.  Unterscheiden  sich  zwei 
n-EiCke  in  ihrer  Erzeugung  nur  dadurch,  dass  sich  die  Gerade  nicht 
in  demselben  Sinne  dreht,  so  unterscheiden  sie  sich  selbst  auch  nur 
dadurch,  dass  ihre  entsprechenden  Winkel  explementär  sind,  —  und 
es  genügt  daher,  dasjenige  zu  betrachten,  das  die  geringere  Anzahl 
convezer  Ecken  hat  Da  femer  ein  concaver  Winkel  immer  zwischen 
0  und  2  R,  ein  convexer  zwischen  2  R  und  4  R  enthalten  sein 
muss,  so  ist  noth wendig 
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2(n-f2p— 2r)R>0E.(n— p)+2R.p     oder     ?-i^ 


2(n+2p— 2r)R<=:2R.(n— p)+4R.p 


oder     — ^— 


and  für  p  =  l  mnss  (vergl.  78)  mindestens  r=s2  sein,  damit  die 

Figur  zum  Schlosse  kommen  kann.   Es  lässt  sich  hieraus  durch 

jfl 4 

Induction  ableiten ,  dass,  wenn  n  gerade  ist,  — j —  n-Ecke,  und 

wenn  n  ungerade  ist,   — j —  n-Ecke  möglich  sind.    Diejenigen 

n-£cke,  für  welche  r  —  p^^^l  ist,  und  die  daher  mit  dem  ein- 
fachsten n-Ecke  (0,1)  gleiche  Winkelsumme  haben,  heissen  gemelliy 
die  andern  sind  ohne  Ausnahme  Obenclilageii«  Ein  Vieleck  end- 
lich, in  dem  alle  Seiten  und  alle  Winkel  gleich  sind,  heisst  regel- 

Wendet  man  die  erhaltenen  Bedingungen  a.  B.  auf  das  Dreieck  an,  so 
findet  man,  nnter  Annahme  pc=0  für  r  die  (Bremen  Vt  ^^^  %>  ^  luam  also 
in  diesem  Falle  r=:l,  aber  auch  nnr  gleich  1  werden,  oder  es  gibt  Ein 
concavee  Dreieck,  und  dieeea  ist  von  einfacher  Umdrehung.  Fflr  p  =  1  mfinate 
wenigstens  r:=2,  nach  der  ersten  Grense  aber  kleiner  als  2  sein,  —  es  gibt 
somit  In  diesem  Falle  keinen  mÖgUohen  Werth  für  r,  oder  es  gibt  kein  Drei- 
eck mit  Einem  convexen  Winkel.  Mit  Ansschlnss  der  explement&ren  Dreiecke 
gibt  es  also  nnr  Eine  mögliche  Form  des  Dreieckes:  Das  concave  Dreieck 
von  einDuher  Umdrehung,  das  sich  durch 


P,  (0,1)  =  2  R 
darstellt.  —  Ebenso  findet  man  fttr  das  Viereck  die  3  Formen 


P4(0,1)  =  4R        F4(l,2}s4R     P4(2,2)=:8R 
Fflr  das  Fttnfeck  die  6  Formen 


P,(0,1)=:6R    P,(0,2)=2R     P,(l,2)s=6R    P,(2,2)=10R    P,(2,8)&36R 
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Für  dfli  fleehieck  die  8  Formen 


P,(0,l)=8R      P,(0,2)  =  4R      P,(1,3)ä8R        P,(1,8)c:4R 


P.(2,2)  =  12R      P.(2,8)  =  8R      P,(3,4)=38R       P,(3,8)c=WR 

wo  das  Bechseck  (S,4)  statt  seinem  Ekplementlren  (8,9)  gesetii  wurde,  — 
ete.  «—  Da  im  regelmftssigen  n-Ecke  alle  Winkel  f^eich,  also  aimmtUdi 
coDOaY  sind,  und  ihre  Bnmme  nach  80  bei  r  UmdrehnngeD  2.(n — Sr)R 
trlgt|  SO  muss  jedem  einzelnen  die  Grösse 


w. 

c=2R- 

4r 
n 

R 

und 

analog 

stellt 

=r2R  — 

4s 

R 

den  Winkel  im  regelmlssigen  m-Ecke  von  s  ümdrehnngen  dar.  Ist 
m  <  n,  und  haben  beide  Ecke  dieselbe  Seite,  so  dOrfen  w^  nnd  w,,  nie  Über- 
einstimmen, denn  sonst  wUrden  je  die  m  ersten  Elementeopaare  dee  n-Beks 
Ar  sieh  ein  m-Eok  bilden;  es  darf  also  nie 

r        s 


2R— — R  =  aR-  — R 

n  m 


oder        — =r- 


n       m 

werden,  d.  h.  die  Zahl  der  Ümdrehnngen  mnss  an  der  Ansahl  der  Ecken 
prim  sein.  Da  fiberdiess  nach  oben  r  swischen  die  Orensen  0  nnd  n/S  fiülen 
muss,  nnd  es  iwisohen  diesen  Grensen,  wenn  n  die  PrimDsetoren  «^  fj  r»«** 
hat,  d.  h. 

n  =  o"*./J^./....  1 

ist,  nach  den  Lehren  der  Arithmetik  (vergL  Evler  in  Not.  Comm.  Petrop.  Till, 
~  Gauss  in  seinen  Disqulsitiones  pag.  80,  —  Canohy  In  VoL  S  seiner  Exer- 
oioei,  —  eta) 

N.=ia-l).(i-l).(i-l)...  • 

SSahlen  gibt,  die  su  n  prim  sind,  so  gibt  es  auch,  wie  schon  Iiouis  Wmim99% 
(Paris  1777  —  Paris  1869;  Professor  der  Mathematik  und  Aeademiker  In 
Paria)  In  seiner  Abhandlung  „Snr  les  polygonea  et  les  poly^dres  (Joun.  de 
l'teole  pol.  Oah.  10)  seigte,  N.  regelmlssige  n-Ecke,  so  s.  B.  je  Ein  Drelaek, 
Viereck,  Sechseck,  —  swei  Fttnfecke,  —  drei  Siebenecke,  —  etc.  —  Wohl 
der  Erste,  der  die  Vielecke  überhaupt  nach  Ihren  Tersehledenea  Foimeii  b»* 
trachtete  und  olassiflcirte,  war  Alb.  €lrard«  indem  er  (yer^  Klatner  in  106) 
In  seinen  „Tablee  dee  slnus,  tangentes  et  secantes,  selon  le  rald  de  10000 
partles,  aveo  un  traltA  suocinct  de  la  trigonomitrle  tant  des  trlanglea  plana 
que  sphdriquea.  A  la  Haye  1898  in  12.^  beim  Vierecke  8  Formen  ^U  ■»i»>rl*t, 
la  crols^  et  Tautre  ayant  l'angle  rcaTers«  (d.  h.  die  drei  obigen),  beim  Ftaf- 
ecke  11  Formen,  und  beim  Sechsecke  sogar  89  Formen  anftihlt   Er  Imtts 
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iwar  Also  offenbAT  efaien  andern  Eintheflangsgnmd  als  den  oben  angenommenen; 
aber  sogar  im  Falle,  wo  dieser  nicht  gans  aweckmSssig  gewesen  sein  sollte, 
ehrt  es  Girard,  der  überhaupt  ein  vortrefflicher  Mathematiker  gewesen  sein 
mnssy  ungemein,  sich  diese  Aufgabe  schon  in  so  früher  Zelt  gestellt  zu  haben« 

89»  Me  Gongrieiii  und  AekHlIcUeit  Zwei  n-£cke  heissen  eouf 

groemt  (^)  oder  fllmlteh  (co),  wenn  sie  sich  in  ihrer  Erzeagnng 

gar  nicht  oder  nnr  durch  die  Einheit  des  Fortschrittes  unterscheiden, 

d.  L  wenn  sie  gleiche  Winkel  und  entweder  gleiche  Seiten  der 

gleiche  Seitenverhältnisse  haben.  Die  Erzeugung  des  n-Eclcs  wird 

aber  durch  (n — 1)  Seiten  und  die  (n — 2)  eingeschlossenen  Winkel, 

—  oder  durch  (n — 1)  Winkel  und  die  (n  —  2)  zwischenliegenden 

Seiten  bestimmt,  je  nachdem  Fortschritt  oder  Drehung  den  Vorrang 

hat  Folglich  sind  zwei  n-Ecke  schon  bei  Uebereinstimmung  solcher 

(2n  —  3)  Elemente  congruent,  —  und  aus  jedem  Congruenzsatze 

geht  ein  Aehnlichkeitssatz  hervor,  wenn  man  die  Gleichheit  d6r 

Seiten  durch  die  ihrer  Verhältnisse  ersetzt 

Ein  n-Eck  kann  oft  durch  weniger  als  (2n^3)  Elemente  bestimmt  in 
werden  scheinen;  aber  es  ist  eben  nur  scheinbar,  —  denn  in  allen  solchen 
FlUen  werden  genau  eben  so  viele  anderweitige  Bedingungen  sugefBgt,  als 
Elemente  weniger  genonmien  werden.  Bo  wttrde  s.  B.  scheinbar  die  Congmens 
sweier  regelmlssigen  n-Ecke  schon  durch  Uebereinstimmung  Einer  Seite  und 
Ehies  Winkels  bestimmt,  —  in  den  F&Uen,  wo  nach  81  nur  Ein  regelmässiges 
n-Eok  besteht,  sogar  schon  durch  Uebereinstimmung  Einer  Seite;  aber  in 
diesen  FUlen  sind  die  Bedingungen  der  Qlelohheit  aller  Seiten  und  Winkel 
an  die  SteUe  der  Elemente  getreten.  Ein  Belege,  dass  selbst  geübte  Mathe- 
matiker sich  diese  Bemerkung  nicht  oft  genug  wiederholen  können,  liefert  ein 
von  Adam  Borg  (Wien  1797;  Professor  der  Mechanik  am  Wienw-Polytech- 
nikum)  gegebener  Schein-Beweis  vom  Kr&fkenparallelogramm  (ZeitschrÜl  von 
Baumgartner  und  Ettingshausen  n  279).  —  Zwei  n-8eite  sind  offenbar  con- 
gruent oder  ähnlich,  sobald  es  swei  der  ihnen  subordinlrten  n-Ecke  sind; 
ebenso  bestimmt  die  Congruens  oder  Aehnlichkeit  dieser  Letstem  di^enige 
lUer  ihnen  entsprechend  coordinirten  n-Ecke.  —  Das  Symbol  co  fttr  fthnlich, 
soll  schon  von  Leibnlts  eingeflihrt  worden  sein. 

X.  Das  Dreieck. 

M.  finrndefgemekafleD  das  Dreleeks.  Das  Dreieck  ist  (81)  nur 

Einer  Form  fthig,  hat  (80)  die  Winkelsumme  2R=  180<>,  —  ist 
(82)  dorcli  eine  Seite  und  die  anliegenden  Winkel,  oder  durch  zwei 
Seiten  nnd  den  eingeschlossenen  Winkel  vollkommen  bestimmt,  — 
dnrch  zwei  Winkel  oder  dnrch  einen  Winkel  nnd  das  VerhAltniss 
der  emscUiessenden  Seiten  der  Form  nach  gegeben.  Jede  Dreiecks- 
«citc  ist  (73)  kleiner  als  die  Summe ,  aber  grösser  als  die  Differena 
der  beiden  andern  Seiten,  —  ein  Drehwinkel  (Aussenwinkel)  gleich 
der  Summe  der  gegenüberliegenden  Dreieckswinkel. 


224  -^  ^^  Dreteolc.  — 

Sind  a>b>e  die  Seiten  eines  Dreiecks,  so  ist  nach  78 

a<b-{-<^  und  b^a4-<^  Also  Ka€ti  a^b  —  c 
Speciell  für  die  Lehre  vom  Dreieck  ist  s.  B.  anch  „Karl  Wilhelm 
(Jena  1800  —  Erlangen  1884;  Professor  der  Mathematik  zn  Erlangen),  Eigen- 
schaften einiger  merkwürdigen  Punkte  des  geradlinigen  Dreiecks.  Nflmberg 
1822  in  4.,  —  AdamCt  Die  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  geimdUolgeft 
Dreiecks.  Wintertbur  1846  in  8.,  —  etc.^  su  Tergleichen. 

84«  Das  gleichschenklige  Dreieck.  Hat  ein  Dreieck  zwei  gleiche 
Seiten,  sog.  Schenkel^  so  heisst  es  gleichschenklig.  Die  den  Winkel 
der  Schenkel  an  der  sog.  Spitze  halbirende  Gerade  zerfkllt  (83) 
das  Dreieck  in  zwei  congruente  Theile,  nnd  halbirt  die  dritte  Seite 
oder  Basis  unter  rechtem  Winkel.  Die  Winkel  an  der  Basis  and 
gleich,  nnd  hat  ein  Dreieck  zwei  gleiche  Winkel,  so  stehen  ihnen 
anch  gleiche  Seiten  gegenüber.  Errichtet  man  in  der  Mitte  einer 
Geraden  eine  Senkrechte,  so  steht  jeder  Pnnct  der  Senkrechten  von 
den  Endpnncten  der  Geraden  gleich  weit  ab. 

Bei  Mittheilung  eines  der  ersten  B&tse,  welche  eines  sog.  Beweise«  be- 
dürfen, erlaube  ich  mir,  entsprechend  dem,  was  ich  1847  im  Vorworte  rar 
Eweiten  Ausgabe  meiner  „Geradlinigen  Gebilde  (vergl.  78)^  Mgte,  nnd 
sich  nachmals  noch  durch  mehr  als  cwölfj&hrige  weitere  und,  wie  ich 
darf,  glückliche  Probe  bew&hrte,  ein  paar  Worte  ttber  das  Wesen  dea  Beweisea 
und  den  ersten  Unterricht  in  der  Geometrie  beicufftgen:  ,^er  Unterrieht  In 
der  Geometrie'^  sagte  ich  damals,  „muss  wohl  damit  begonnen  werden,  den 
Schülern  einige  Benennungen  beixubringen,  •—  wenn  es  auch  nicht  gerade 
nothwendig  scheint,  sum  voraus  dieselben  mit  allen  Namen  bekannt  ra  machen, 
welche  in  einem  grossem  Abschnitte  der  Geometrie  nach  und  nach  erBChelnen. 
Nachdem  aber  diesen  Erkl&rungen  einige  Grundsatze  beigefügt  sind,  beginnt 
nun  der  Lehrer  meistens  nach  dem  Vorgange  von  Euklid  und  Legendre  eines 
Lehrsati  mitsutheilen  und  zu  beweisen,  —  und  nun  ist  es  flir  den  uniror- 
bereiteten  Schüler  keine  Kleinigkeit,  dem  Gedankengange  des  Lehrer«  ni 
folgen:  Glelclizcitlg  soll  er  den  Inhalt  des  Satzes  auffassen  und  in  das  ihm 
unbekannte  Wesen  eines  Beweises  eindringen.  Gewölmlich,  wo  mit  einem 
Congruenzsatze,  oder  gar  mit  dem  Beweise,  dass  Scheitelwinkel  oder  rechte 
Winkel  einander  gleich  seien,  begonnen  wird,  ist  ilmi  das  Letitere  vm  eo 
schwieriger,  als  ihm  nicht  einmal  die  Nothwendigkeit  einea  Beweiaee  «1»- 
lenchtet  Beim  zweiten  Satze  (ich  denke  mir  immer  den  mittelmiaaigen  BehttleTf 
•7-  denn  mit  den  guten  Schülern  hat  es  keine  Noth,  als  dasa  eie  selten  aind) 
h&uft  sich  die  Schwierigkeit,  —  und  so  bei  jedem  Folgenden.  Dazu  gesellt 
sich  nach  nnd  nach  Missmuth,  ja  Abneigung.  Die  beim  Knaben  ao  hlaflge 
Trftgheit  im  Denken  yerleitet  ihn,  gegen  den  Willen  seines  Lehrett,  dea 
Repetiren  der  Beweise  durch  ein  geistloses  Memoriren  lu  ersetzen ,  vnd  ea 
ist  von  Glück  zu  sagen ,  wenn  sich  nach  und  nach  der  Geist  duroharbeiteCf 
und  das  mit  dem  Ged&chtniss  Aufgcfasste  am  Ende  doch  zu  seinem  Eigeattam 
macht.  Aber  h&uflg  geschieht  es  sehr  lange  nicht,  oder  gar  nicht,  und  dar 
Lehrer  entdeckt  beim  Prüfen  oft  Blossen,  bei  denen  ihn  ein  Schauder  eigreüt: 
Waa  soll  er  z.  B.  denken,  wenn  ihm  ein  Schüler  sagt,  den  Beweis  wiaae  er 
gut,  aber  den  Lehrsatz  nicht  ~  Mannigfaltige  Versuche,  die  ünterrlehtsweln 
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in  den  Elementen  der  Geometrie  den  Bchfilem  besser  anzapasseui  heben  mich 
endlich  «of  folgenden  Gang  geführt,  mit  dessen  Resultaten  ich  alle  Ursache 
habe,  sofrieden  su  sein:  Nachdem  ich  die  nothwendigsten  Erkl&rungen  und 
Begriffe  gegeben  habe,  stelle  ich  den  Bchfilem  vorläufig  eine  Reihe  von  S&tsen 
als  Wahrheiten  hin,  erklAre  Urnen  dieselben  ihrem  Inhalte  nach,  und  lehre 
sie,  darin  enthaltene  Voranssetsungen  und  Behauptungen  gehörig  zu  unter- 
scheiden, so  dass  sie  im  8tande  sein  sollen,  zu  jedem  Satze  die  entBpre<&ende 
Vigat  n  zeichnen,  und  sich  Voraussetzung  und  Behauptung  in  Buchstaben 
beisnschreiben.  Dann  lasse  ich  die  8chfiler  diese  6&tze  genau  memoriren,  — 
fordere  zwar  nicht,  dass  sie  dieselben  der  Reihe  nach  hersagen  können,  wohl 
aber,  dass  sie  von  irgend  zwei  S&tzen  wissen,  welcher  der  frtihere  und  welcher 
der  sp&tere  ist  Haben  sich  so  die  8chfiler  einen  gewissen  Vorrath  von  geo- 
metrischen Wahrheiten  gesammelt,  so  sage  ich  ihnen,  dass  jeder  Satz  eine 
nothwendige  Folge  der  Vorhergehenden  sei,  und  zeige  ihnen  nun  an  zweck- 
missigen  Beispielen  die  Wahrheit  dieser  Aussage,  —  d.  h.  ich  fange  mit 
ihnen  &n  zu  bewdeen.  Ich  sichere  mir  auf  diese  Art  den  grossen  Vortheil, 
dass  ich  zu  den  ersten  Uebungen  im  Beweisen  nicht  nothwendig  die  ersten 
B&tse  nehmen  muss,  sondern  aus  allen  gegebenen  8&tzen  nach  Belieben  die- 
jenigen auswfthlen  kann,  bei  denen  sich  einerseits  die  Nothwendigkeit  des 
Beweises  recht  klar  herausstellt,  wShrend  sich  anderseits  der  Beweis  leicht 
maeht  —  Ist  ein  Satz,  je  nach  seiner  Schwierigkeit,  ein,  zwei  oder  mehrere 
Male  bewiesen,  so  lasse  ich  die  Schfiler  den  Beweis  niederschreiben,  und 
fordere  sofort,  dass  sie  ihn  auch  selbstst&ndig  zu  leisten  wissen.  Dabei  suche 
ich  mich  jedoch  von  der  gerade  hiebei  so  h&uflgen  Pedanterie  möglichst  ferne 
m  halten,  und  anerkenne  jeden  Beweis,  so  ferne  er  nur  richtig  ist,  wenn  er 
auch  von  dem  Gegebenen  in  einzelnen  Theilen  oder  im  Ganzen  bedeutend  ab- 
weicht, je  schwerfUlig  ist;  denn  ein  einziger  Beweis,  den  ein  Schfiler  so  recht 
ans  seinem  eigenen  logischen  Bewusstsein  heiftusconstrulrt,  ist  mehr  werth  als 
ein  Dutzend  angelernter  Beweise.^  —  Die  gegenw&rtig  vorliegenden  vier  S&tze 
und  ihre  Beweise  wfirden  sich  durch  folgendes  Schema  darstellen  lassen: 


Wenn       accrcb 


ao=cb       /.cbazr^cab 


^cbasr^cab 


ac=cb 


ad=:db 
^adc=/.bdc 


ca=:cb 


so  ist  A^cds^bcd 
ad=:db 
^cda=r/.cdb 

a  d  ^  Hfilfsconstr.  bei  2  und  3:  Halbire  /^acb. 

Beweis:  1)  AA<)dS^bcd    weil  sie  eine  Seite  gemeinschaftlich,  eine  zweite 

Seite  und  den  eingeschlossenen  Winkel  nach  Vor- 
aussetzung gleich  haben  (88). 
ad=:db       ) 
/cda=/cdbl  ^^^  *^®  ^  congruenten  Dreiecken  gleich  liegen. 

2)  AacdSAhcd    wiebeil. 

/.oba=;/^cab    weil  sie  in  congruenten  Dreiecken  gleich  liegen. 

3)  A^cdfiS  ^bcd    weil  sie  eine  Seite  gemeinschaftlich  und  zwei  sn 

ihr  gleichliegende  Winkel  (den  einen  n.  V.,   den 
andern  n.  C.)  gleich  haben  (88). 
ac=reb  weil  sie  in  congruenten  Dreiecken  gleich  liegen. 

4)  A^eds  Abcd    wie  bei  1. 

ca=:  cb  weil  sie  hi  congruenten  Dreiecken  gleich  liegen. 


126  ^  l>a8  Dreieck.  -^ 

Sa  wflrde  natOrlieli  hier  zu  viel  Plati  elnnelimen,  sach  spfttafe  Bätm   so 
detailllrt  sa  beweisen;  aber  in  der  Sobnle  soll  bo  bewiesen  werden. 


M«  Das  uglddiidtige  Dreieck.  Schliessen  zwei  Sd 

DreieckB  einen  grösaem  Winkel  ein,  als  zwei  Urnen  gleiche  Seiten 
eines  andern  Dreiecks,  so  hat  auch  (83)  das  erstere  Dreieck  die 
grossere  dritte  Seite.  —  In  jedem  Dreieck  steht  (84)  einer 
ein  grösserer  Winkel  gegenüber,  und  umgekehrt 


liegt  man  sam  Beweise  des  ersten  Satses  die  beiden  Dreiecke  mit 

der  gleichen  Seiten  (s.  B.  b)  an  einander,  und  halbirt 
die  Summe  der  von  den  gleichen  Seiten  eingescblosaenen 
Winkel,  so  ergibt  sich  sofort  (88)  c=e-4-f>d.  ^  Zum 
Beweise  des  sweiten  Satzes  schneide  man  durch  eine 
Hülfslinie  von  der  grossem  Seite  oder  dem  gröasem 
Winkel  den  Ueberschuss  so  ab,  dass  dadurch  ein  gltidi- 
sehenkliges  Dreieck  entsteht,  nnd  benntse  84  nnd  88. 

Mk  Wettere  Congrienz-  und  iehnliclikettiiltze.  Zwei  Dreiecke, 

welche  alle  drei  Seiten  gleich  haben,  besitzen  (84)  auch  gleiche 
entsprechende  Winkel,  oder  sind  congruent;  folglich  sind  (82)  zwei 
Dreiecke,  welche  die  Verhältnisse  aller  drei  Seiten  gleich  habesif 
ähnlich.  —  Zwei  Dreiecke,  welche  zwei  Seiten  und  den  der  grossem 
gegenüberliegenden  Winkel  gleich  haben,  sind  ebenfalls  congment; 
haben  sie  dagegen  die  Gegenwinkel  der  kleinem  Seite  gleich,  so 
sind  die  Gegenwinkel  der  grossem  entweder  noch  gleich  oder 
supplementär. 

Znm  Beweise  des  ersten  Satzes  lege  man  die  beiden  Dreiecke  mit  einer 
gleichen  Seite  (c)  entsprechend  an  einander,  —  verbinde  die  Oegeneekee,  — 

seige  nach  84,  dass  die  Winkel  an  diesen  Gegenecken 
aus  gleichen  Theilen  bestehen,  —  nnd  sehliease  endUeh 
nach  83  auf  das  nothwendige  Bestehen  der  behaupte- 
ten Congruens.  —  Der  sweite  Sati  bedarf  kann  eines 
eigentlichen  Beweises,  sondern  geht  unmittelbar  ans  der 
Figur  hervor. 

SV*  Die  Symoietrie.  Zwei  Puncte,  deren  Verbindungslinie  durch 
eine  Gerade  unter  rechtem  Winkel  gehälftet  wird,  heissen  in  Be- 
siehung auf  diese  Gerade  symmetrhicb«  Verbindet  man  sie  mit 
irgend  einem  Puncte  derselben,  so  entsteht  (84)  ein  in  swei  con- 
gmente  Dreiecke  zerfäUtes  Dreieck.  Verbindet  man  von  zwei  Puncten, 
welche  auf  derselben  Seite  einer  Geraden  liegen,  den  ESnen  mit 
dem  Symmetrischen  des  Andern,  so  erhält  man  (83)  den  Ponct  der 
Geraden,  von  welchem  die  gegebenen  Puncte  die  kleinste  Distanzen- 
summe  haben  t  und  in  dem  sie  gleiche  Winkel  mit  der  Q«radeD 
bestimmen. 
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Wenn  ft^iJLse  und  aa,ySzaQ%,  eo  heifisen  die  Pimcte  a  und  %  eym* 

metriBch  in  Beciehang  auf  die  Gerade  a^c,  und  es  ist 
ac:=a|C,  ad=pa|dy  etc.,  —  ferner^  wenn  b c a|  eine 
Gerade  ist:  /.aca^  =s  2l%c  a^  =: /^b  od.  Verbindet 
man  a  und  b  noch  mit  irgend  einem  andern  Puncte  d  in 
a^o,  80  ist  endlich 

ad-{-db  =  a|d-f-db>aic4-cb^ao-|-ob 
•wie  zu  beweisen  war. 

88.  Abftand  und  Ftcgectfon.  Die  Senkrechte  ist  (87,  73)  die 
kfirseste  Verbindung  eines  Pnnctes  mit  einer  Geraden ,  und  wird 
darom  als  Maass  des  Abatiuides  gebraucht.  Ihr  Fusspunct  heisst 
Projeetlon  des  Pimctesy  —  die  zwischen  die  Projectionen  der 
Endpuncte  fallende  Folge  der  Projectionen  aller  Puncte  einer  Geraden 
Projeetlon  der  Geradeo*  Die  Senkrechte  von  einer  Dreiecks- 
ecke auf  die  Gegenseite  heisst  HSbe»  letztere  BaMs« 

Es  ist  (yergl.  87  Fig.) 

aa^=r-ja«i<Y(ac  +  c%)=:ac 
a^  ist  die  sog.  Projection  von  a  anf  o  d. 

89*  ParaUelensItxe.  Parallele  bilden  mit  Jeder  Geraden  gleiche 

correspondirende  oder  Wechsel -Winkel.  —  Macht  man   die   ent- 

Bprechenden  Schenkel  zweier  Scheitelwinkel  gleich  lang,  so  werden 

(83)  die  Verbindungslinien  ihrer  Endpuncte  gleich  und  parallel  (#). 

—  Parallele  zwischen  Parallelen  sind  (83)  gleich,  —  Gerade,  welche 

Ton  Parallelen  gleiche  Stücke   abschneiden,   sind  (83)  gleich  und 

parallel,  —  und  wenn  zwei  Paare  von  Geraden  gegenseitig  gleiche 

Stücke  von  einander  abschneiden,  so  muss  (86)  jedes  Paar  aus  zwei 

Parallelen  bestehen.  —  Zwei  Gerade  werden  (83)  durch  ein  System 

Ton  Parallelen  in  gleichen  Verhältnissen  geschnitten,  und  schneiden 

Ton  den  Parallelen  Stücke  ab,  deren  Differenzen  in  denselben  Ver- 

hältnissMi  stehen.  —  Parallele   haben  (76,  88)  überall  denselben 

Abstand,  und  schneiden  sich  daher  nicht;  umgekehrt  sind  equidi- 

Btante  Gerade  parallel.  —  Dreiecke,   deren   Seiten  paarweise   zu 

einander  parallel  oder  senkrecht  stehen,  haben  gleiche  Winkel  und 

sind  daher  ähnlich. 

Fttr  den  Beweia  des  ernten  Sataea  hat  man  nach  83  ans  den  durch  die 

Hfllfslinie  gebUdeten  vier  Dreiecken 


Wenn  also  fttr  irgend  eine  Gerade  (entepieehend  Definition  in  76)  «  =  «%  so 
iai  aaoli  Ar  Jede  «ädere  Qerade  ß^ß'»  —  Fftr  die  Beweise  de«  «weiten  und 
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dritten  Sataee  sind  wohl  die  im  Texte  durch  Nnnunem  gegebenen  Andimtangcn 

genügend.  —  Znm  Beweise  des  vierten  Batsee  liehe 
man  ae||a^.  Aue  den  hiednrch  entstehenden  Ihn- 
lichen  Dreiecken  a  b  d  nnd  a  o  e  erhUt  man  die  Pro- 
portionen 

ab:acs=;ad :  aezra^:«/ 
^'        ^'  s=bd:ce=:b/7  —  a«:c/— a« 

in  welchen  der  geforderte  Beweis  liegt  -<-  Der  Gang  des  Beweises  ftr  den 

fünften  Bats  ist  im  Texte  angegeben.  —  Der  Beweis  ftr  den  sechsten  Bats 

ist  durch  die  Figur  angedeutet;  ee  Ist  nUmlioh  offen- 
bar c  =  C,  da  beide  gleich  c',  —  |^=:C,  da  beide 
complementftr  an  f'^  —  also  haben  die  Dreiecke  abc, 
ABC,  ußf  gleiche  Winkel,  folglich  sind  sie  (88) 
Umlich*  —  Das  Proportionalschneiden  der  Parallelen 
ermöglicht  verschiedene  einfache  Ckmstmctionen:  Soll 

s.  B.  durch  einen  Punct  A  zu  einer  Geraden  BC  eine  Parallele  geftlhit 

werden,  so  sieht  man  irgend  eine  Gerade  AD,  tilgt 
B  D  =  A  B  ab ,  —  zieht  aus  D  wieder  eine  beliebige 
Gerade  DE,  nnd  trSgt  OEsCD  ab;  AE  ist  sodann 
offenbar  die  verlangte  Parallele.  —  Denkt  man  sidi 
eine  Einheit  als  Linge,  so  stellt  auch  jede  aof  sie 
bezOgliche  Zahl  eine  Linge  vor.  Trftgt  man  nun  anf 

die  beiden  Schenkel  eines  beliebigen  'Winkels  nach  irgend  einem  Maassstsbe 

diese  Einheit  nnd  zwei  in  ihr  gegebene  Zahlen  a  und 
b  ab,  so  erhUt  man,  je  nachdem  man  mit  dem  Ead- 
puncte  von  a  denjenigen  von  1  oder  b  verbindet,  und 
je  durch  den  andern  eine  Parallele  zu  dieser  Verbin- 
dungslinie zieht,  als  Abschnitt  auf  dem  andern  Bcheakd 
X  oder  y,  so  dass 

a :  1  c=:  X :  b        oder       x  =s  a  x  b 
y:lsz:a:b        oder       ys=:a  :  h 

Trigt  man  c  statt  1  auf,  so  erhält  man  bei  entsprechender  Constmetion 

x'  =  (axb):c       und       y'=:(a:b)xe 

«—  etc.  Han  kann  also  auf  graphischem  Wege  eine  ganze  Zahl  oder  elsM 
Quotienten  multipliciren ,  eine  einfkche  Zahl  oder  ein  Prodnct  dividlren,  etc. 
Von  einigen  hOhem  Operationen  dieser  Art  wird  sp&ter  (z.  B.  in  93)  die  Bede 
sein;  dagegen  mOgen  hier  noch  einige  dieses  ^mphlaehe  Beehaca  iz 
ausgedehnterer  Weise  behandelnde  Bchriften  dtirt  werden,  —  nlmllcli: 
»H.  JB^en,  Lehrer  der  Mathematik  in  Schaffhausen:  Grundzftge  einer  gra- 
phischen Arithmetik.  Schaffhausen  1866  in  8.,  —  K.  Colnaiiiit  Die  graphische 
Btatik.  Zürich  1866  in  8.,  —  Franz  Rmtlcanz  (EschweUer  1889;  früher 
Professor  am  schweiserlschen  Polytechnikum,  jetzt  Director  der  k.  Gewerbe- 
Academie  in  Berlin),  Der  Constructeur.  8.  A.  Braunschweig  1869  in  8.,  —  etc.*' 

90«  Wdtere  Utia.  Verbindet  man  die  Mitte  einer  Dreiecka- 
geite  mit  der  Gegeiiecke,  so  wird  (83 ,  89)  daa  Dreieck  halbirt  — 
Von  allen  Dreiecken  gleicher  Basis  nnd  Höhe  hat  (73,  87)  das 
gleichschenklige  den  kleinsten  Umfang,  nnd  Ton  je  ssweien  derselben 
hat  (78)  dasjenige,  dessen  Spitse  sich  mehr  von  der  des  gleich- 
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schenkligen  entfernt  y  dessen  Basiswinkel  somit  die  des  andern  der 
Oidsse  nach  zwischen  sich  schliessen,  den  grossem  Umfang. 

Zmn  Beweise  des  ersten  Satses  zieht  man  durch  die  Mitte  b  von  ac, 

Parallele  zu  ad  und  cd,  —  zeigt,  dass  sowohl  die 
beiden  Dreiecke  1,  als  die  beiden  Dreiecke  2  congru- 
ent  sind,  —  und  schliesst  daraus,  dass  abd=:bcd 
sein  müsse.  Vergl.  auch  107.  —  Der  Beweis  der  ersten 
Hftlfte  des  aweiten  Satzes  liegt  in 

ae-f-ec=:fc<  (fd  -f-dcszad-j-do) 

Zum  Beweise  der  zweiten  H&lfte  ist  der  in  78  gegebene 
8ats  vom  umschliessenden  Zuge  verwendbar.  —  Macht  man  in  Dreieck  abc,  wo 

ab>ac>bc  sein  mag,  cd?=db,  ae=:ab 
und  af=ad=:fg,  so  wird  l^Aet^^^Adh 
vnd  Agefs  AA<^d9  ^^^  e>  ^^  somit /7'=/7, 
y'zzj^  d'^df  sowie  nach  Voraussetzung 
^  ^^  ^eg<ae,  also  a<ß*'  Folglich  hat  Dreieck 

aeg  mit  Dreieck  abc  gleiche  Winkelsumme,  und  es  ist  überdiess  a<  Vi  (<»4~'/')- 
Le^eiidre  hat  hierauf  einen  Beweis  fOr  die  Winkelsumme  des  Dreiecks 
gegründet  —  Verzeichnet  man  über  den  Seiten  eines  Dreieckes  gleichseitige 
Dreiecke  y  und  verbindet  die  Scheitel  der  Letztem  je  mit  der  gegenüber- 
stehenden Dreieckaecke ,  so  schneiden  sich  diese  Linien  in  Einem  Puncto, 
haben  gleiche  Linge,  und  bilden  mit  einander  gleiche  Winkel;  überdiess  ist 
die  Summe  der  Entfernungen  dieses  Durohschnittspunctes  von  den  Dreiecks- 
ecken ein  Minimum.  Um  den  Beweis  hiefÜr  zu  führen,  seien  die  Dreiecke 
ABE  und  BOF  gleichseitig,  —  Dreieck  ACQ  aber  entstehe,  indem  man 

durch  den  gemeinschaftlichen  Punot  D  der 
Verbindungslinien  E  C  und  F  A  die  Gerade 
B  G  ziehe,  und  auf  ihr  B  G  =  C  E  abtrage. 
Da  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  ABF 
und  EBC  unmittelbar  die  Gleichheit  der 
Linien  EG  und  AF  folgt,  so  werden  wir 
nur  nOthig  haben,  zu  beweisen,  dass  osSO^* 
=  ^,  und  dass  Dreieck  ACG  gleichseitig 
sei,  um  die  Richtigkeit  des  ersten  Theiles 
unsere  Lehrsatzes  vollständig  dargethan  zu 
haben.  Nun  folgt  aber  aus  der  schon  aufge- 
führten Gongruenz  9=^^,  folglich,  da  (nach 
88)  v»  +  60«  +  /»  +  o=180«z=9+*+a+/? 
sein  muss,  ^=60^.  Femer  haben  die  Drei- 
ecke BED  und  BAD  zwei  Seiten  und  die  der  kleinem  Seite  gegenüber- 
stehenden Winkel  9  und  ^  gleich;  es  müssen  somit  nach  86  die  der  grossem 
Seite  gegenüberliegenden  Winkel  o  und  (o  +  d)  entweder  auch  gleich,  oder 
supplementär  sein.    Ersteree  geht  olTenbar  nicht,   da   ^=:60<^,  also   muss 
•+(«  +  ^  =  ^^^  od«r  aes60<>  sein.    Wenn  aber  a-f-^=;120^,  so  muss 
9-f  ^=^'  =  V'  +  Z.C£A  oder  /^SiiCEA  sein.  Es  sind  somit  auch  die 
Dreiecke  GBA  und  CEA  congment,   oder  die  Winkel  BAG  und  EAC 
gleich,  d.  h.  ^GAGseo^*.  Analog  kann  bewiesen  werden,  dass  ^=^AFC, 
folglidi  die  Dreiecke  CBG  und  CFA  congruent,  folglich  /,AGG=:0O<». 
Es  ist  somit  Dreieck. ACG  gleichseitig,  w.  z.  b.  w.   Um  nun  noch  den 
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£weiteB  Theil  des  Lehrsatses  ra  erweisen,  nftmlich  dass  fUr  jeden  von  D  ver- 
Bcbiedenen  Pnnct  H 

AH  +  BH  +  CH  >  AD+BD  +  OD 

sei,  ziehen  wir  von  H  auf  AF,  BQ  und  C£  die  Senkrechten  Hd,  Hg  und 
Ha,  und  dann  noch  (durch  e  und  D)  fc||Bg  und  Db||Hg.  Aus  diesen 
ConstrucÜonen  folgt  einerseits,  dass  Dreieck  Dce  gleichseitig,  oder  Dd  =  de 
=:  c  b  ^  b  e,  —  anderseits  dass  a  e  H  s  e f  H,  oder  c  a  =r  e  f.  Es  ist  somit 
Da=:fc=:Dg  +  Dd,  oder 

Ad  +  Bg  +  Oa  =  AD  +  BD  +  CD 

woraus  sofort  (86  oder  88)  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  folgt 


XI.  Das  reelitwmUige  Dreieck  ud  die  goiiiometriichei 

Fuetioien. 


91.  Das  rechtwinklige  Dreieek.  Ist  in  einem  Dreiecke  ein 
Winkel  ein  Rechter,  so  sind  die  beiden  andern  Winkel  (83)  comple- 
mentär.  Die  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegende  und  (85)  grösste 
Seite  heisst  Hypotenuse  9  jede  der  andern  Seiten  Kathete*  Da 
sich  bei  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken  die  Gleichheit  der  beiden 
rechten  Winkel  von  selbst  versteht,  so  wird  (83)  ihre  Congruens 
durch  eine  Seite  und  einen  zu  ihr  gleichliegenden  Winkel,  oder 
durch  die  beiden  Katheten,  —  ihre  Aehnlichkeit  durch  einen  Winkel, 
oder  das  Verhältniss  der  Katheten  bestimmt.  Zwei  solche  Dreiecke 
sind  aber  (86)  auch  congruent,  wenn  sie  die  Hypotenuse  und  eine 
Kathete  gleich  haben;  folglich  bestimmt  auch  daa  Verhältniss  von 
Hypotenuse  und  Kathete  die  Form  des  rechtwinkligen  Dreiecks.  — 
Die  Mitte  der  Hypotenuse  steht  (76,  89,  84)  von  allen  Ecken  gleich 
weit  ab. 

Legt  man  twei  rechtwinklige  Dreieclie,  welche  die  Hypotenuse  ond  eine 
Kathete  gleich  haben,  mit  der  Leistern  entsprechend  an  einander,  so  entstebt 
ein  gleichschenlcliges  Dreieclc,  das  jene  Kathete  cur  Hohe  hat,  also  durch  sie 

in  swei  congruente  Dreiecke  serf&llt  —  Ist  Dreieck 
a  b  e  in  c  rechtwinklig ,  und  a  d  =  d  b ,  so  ist  aack 
d  0  =  d  b ;  denn  sieht  man  d  e  ||  a  c,  so  wird  einerseits 
(nach  S9)  c  b  durch  d  e  gehftlftet,  und  anderseits  steht 
(nach  76)  de  JL.  cb,  —  also  ist  (nach  84)  dcsdb, 
wie  SU  beweisen  war. 

9f  •  Dimensionen  nnd  Fliehe.  Theilt  man  die  eine  Kathete  in 
gleiche  Theile,  und  verbindet  die  Theilpnncte  mit  der  Spitze,  so 
erhält  man  (90)  ebensovielc  gleiche  Dreiecke,  nnd  es  verhalten  sich 
daher  zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  welche  eine  Kathete  gleich  haben, 
wie  die  andern  Katheten.   Bezeichnen  somit  AB,  ab  nnd  Ab  die 
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Katheten  dreier  rechtwinkliger  Dreiecke  der  Flächen  F,  f  und  ^, 
80  hat  man 

F:flp  =  B:b  9):f==A:a  also  P:f=AB:ab 
Die  Flächen  hängen  also  von  den  Katheten,  die  darum  DlmensllN* 
neu  heissen,  ab,  nnd  nimmt  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen 
erste  Dimension  1,  und  dessen  zweite  2  beträgt,  als  Flächeneinheit 
an,  so  ist  die  Fläche  irgend  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich 
dem  halben  Producte  seiner  Katheten. 

Diese  Weise,  eine  Flftcheneinhelt  einmführoii,  tind  die  Fl&ohenberechmmg 
cn  begrDndcD,  habe  ich  schon  18Ö2  in  der  ersten  Ausgabe  des  Taschenbaches 
poblicirt  Sie  scheint '  mir  einen  wesentlichen  Vorzng  vor  der  sonst  fiblichen 
Weise,  die  Fläcbenberechnung  mit  dem  Quadrate  und  Rechtecke  eu  beginnen, 
zn  besitzen,  da  sie  ennögUcht,  die  einfachste  Figur,  das  Dreieck,  su  erledigen^ 
elio  num  tu  andern  Figuren  Übergeht 

99.  Der  pyttUtgoriisclie  Lehnatx.  Zieht  man  in  einem  recht- 
winkligen Dreiecke  der  Katheten  a,  b  die  der  Hypotenuse  c  ent 
sprechende  Höhe  h,  welche  auf  c  die  Abschnitte  x  und  7  bilden 
mag,  so  zer&llt  das  Dreieck  in  zwei  ihm  und  daher  auch  einander 
ähnUche  Theile,  und  man  hat 

x:hs=h:y         c:a:=:a:x         c:b=5b:y  1 

folgUch  besteht  der  sog.  pythagoräische  Lehrsatz 

a2  +  b2=c2  S 

(vergL  115)9  ^^^  umgekehrt,  wenn  in  einem  Dreiecke  das  Quadrat 
einer  Seite  (c==x^  +  y^,  5,  29,  etc.)  gleich  der  Quadratsumme  der 
beiden  andern  (b  =  2xy,  4,  20,  etc.;  a  =  x*  —  y^,  3,  21,  etc.) 
ist,  so  liegt  der  erstem  Seite  ein  rechter  Winkel  gegenüber.  Ist 
das  Dreieck  nicht  rechtwinklig,  so  besteht  der  sog.  erweiterte 
pythagoräische  Lehrsatz 

a2-f-b2  +  2ax  =  c2  S 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  Z.(&9  h)  spitz 
oder  stumpf  ist,  und  wo  x  die  Projection  von  b  auf  a  bezeichnet 

Dass  ftkr  a  J_b  nnd  h  J_c  die  Dreiecke  (x,  h,  a),  (a,  b,  c)  und  (b,  y,  b) 
gleiche  Winkel  haben,  also  fthnlich  sind,  nnd  die  Proportionen  1  bedingen, 

Utost  Bich  sehr  leicht  zeigen.  Ans  1  folgen  sodann 

a^  =  c .  X 
b»  =  c.y 

a«  +  b«  =  c(x  +  y)  =  c« 
4  h.  der  mnthmasslich  schon  den  alten  Ihdiem  bekannte, 
von  ihnen  auf  den  ihr  Land  bereisenden  griechischen  Philosophen  Pjrtlia§;orafl 
(Bamos  530  —  Megapontum  500)  fibergegaagene,  von  diesem  als  Fl&chensati 
(115)  ausgesprochene  nnd  meistens  seinen  Namen  tragende  Lehrsata  2,  der 
im  Mittelalter  auch  noch  den  Ehrentitel  Magister  matheseos  erhielt,  und  dessen 
Kenntniss  noch  vor  wenigen  Desennien  in  manchen  sog.  „gelehrten^  Schulen 

9« 
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als  Beweis  einer  guis  ordentlichen  mathemAiiaehen  Bfldiag  galt  —  Beaetehaet 
g  den  Abstand  der  Mitte  der  Hypoiennse  von  der  Gegenecke,  und  p  die 
Projeetion  von  h  anf  g,  so  hat  man  nach  1  und  91 


g:h=:h:p  h  s=  f^x .  y 


«=-5-(x  +  y) 


Ea  beieiehnen  also  (nach  17)  g,  h,  p  der  Reihe  nach  dae  arithmetiaehe,  geo- 
metrische nnd  harmonische  Mittel  der  Zahlen  x  nnd  y,  —  worin  wieder  ein 
kleiner  Beitrag  su  der  graphischen  Arithmetik  liegt.  —  Besteht  swiachen  den 
Seiten  a,  b,  c  eines  Dreiecks  die  Beziebnng  a*-|-b*=c*,  nnd  hat  ein  recht- 
winkliges Dreieck  die  Katheten  a  nnd  b,  folglich  nach  3  die  Hypotenuse  c, 
so  haben  somit  die  beiden  Dreiecke  alle  drei  Seiten  gleich,  —  alao  alnd  sie 
congment,  —  also  steht  aach  im  ersten  Dreie^e  der  Seite  e  ein  rechter 
Winkel  gegenflber.  Ist  o  =  x*  +  y*,  bs=3xy  nnd  as=x*  —  y*,  ao  hat  man 
wegen  der  Gleichheit 

(xt_yt)t-f(3xy)«  =  (x«  +  y«)t  4 

fUr  jede  gansen  Werthe  von  x  nnd  y,  anch  ganae  Werthe  von  e,  b,  a,  welche 
einem  rechtwinkligen  Dreiecke  entsprechen,  d.  1l  ein  sog.  pjÜbm^mwmiaA^m 
Df  leck.  Fflr  x^S  nnd  y=  1  erhilt  man  so  a.  B.  3,  4,  5,  —  Iftr  x=  5 
nnd  y  =  3  aber  21,  20,  29.  Da  21 -f- 29  =  50,  so  bieten  letstere  Zahlen  ein 
einüuhea  Mittel,  nm  anf  dem  Felde  mit  einer  Kette  von  50'  eine  Senkrechte 

absnstecken.  —  Es  ist  nach  S 

c«  =  (aHPx)«  +  h« 
=  (aqpx)«  +  b«  — X« 
=a«  +  b«  +  aax 
wie   3  behauptet,   oder:    In  jedem   Dreiecke  iat  daa 
Quadrat  einer  Seite  gleich  der  Quadratsumme  der  beiden 


andern  Seiten,  mehr  oder  weniger  dem  doppelten  Prodncte  der  einen 
In  die  Projeetion  der  andern  anf  dieselbe,  je  nachdem  der  eingeachloasene 
l^mkel  spita  oder  stumpf  ist,  —  ein  Sats,  der  auch  mit  der  trigonometriachen 
Formel  104:4  flbereinstimmt  —  FQr  x  =  l  wird  nach  1  offenbar  a*=ro  oder 

a=)^,  ao  dass  sich  ein  leichtes  Ver- 
fahren darbietet,  die  sweite  Wurmel  gra- 
phisch aussnaiehen.  -^  Trlgt  man  anf  den 
einen  Schenkel  eines  rechte«  Winkela  die 
Einheit,  auf  den  andern  eine  GrGaae  a  auf, 
~  sieht  b,  und  errichtet  In  seinea  End- 
puncten  Senkrechte,  —  ao  schneiden  leta- 
tere  auf  den  Verlängerungen  der  Schenkel 
X  und  w  ab,  so  daaa  nach  1 
a :  1  ^  1 :  w ,  oder  x  s=  a*  und  w  =  a~* 
Setst  man  die  Construction  nach  beiden  Seiten  in  Ihnlicher  Weiae  fort,  so 
hat  man  nach  1 

*-»  =  x:y      «nd      l:w=:w:v,      oder      yc=a«      nnd    v^a""* 

u.  s.  f.  —  Man  kann  somit  graphisch  auch  leicht  die  verschiedenen  Potencea 
einer  Grösse  darstellen.  Vergl.  für  weitere  Constmetionen  die  In  39  erwlhnten 
Schriften. 

»«•  Die  SdteDTerklltDistt.  Da  in  einem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke (91)  die  Scitenverhältni.^se  von  einem  Winkel,  und  die  Winkel 
von  einem  Seitenverliältnisse  abhängen,  so   kann  man  die  Seiten- 


l:a=:a:x      und 


—  Rechtwinkliges  Dreieck  und  goniometrische  Functionen.  —         133 


▼erhältniBse  in  Beziehung  auf  die  Winkel  benennen,  und  zwar  setzt 
man  (s.  77  Fig.) 


—  =  Sinus  V 

r 

—  =s  Cosinus  V 

r 


—  =  Tangens  v 


X  =  r .  Cos  V 

=  y .  Cot  V 


80  dass 

y  =  r .  Sin  v 
=  x.Tgv 
Ueberdiess  setzt  man  zuweilen 

=  Sinus  versus  v 

r  r 

und  bezeichnet  r  &=  1  als  Sinus  totus. 


—  =  Secans  v 

X 

—  =  Cosecans  v 

y 

r  ==  X .  See  V 
=5  y .  Cosec  v 


1— y - 


=  Cosinus  versus  v 


wahrend  man  in  alterer  Zeit  nach  dem  Vorgange  des  bertthmten,  in  der 
ersten  HUfte  des  sweiten  Jahrhunderts  lu  Alexandrien  lebenden  Astronomen 
Clandins  PtolcnEna  lur  Berechnung  der  Winkel  ausschliesslich  Sehnen 
benutste,  Itthrte  um  die  Mitte  des  neunten  Jahrhunderts,  nach  den  Einen 

ben  Musa,  nach  den  Andern  der  etwas  spfttere  Albate(il|n00 


Cstuiufl      Sia.'wrf 


Crtaaif.  die  halbe  Sehne  des  doppelten  Winkels  unter  dem 

Namen  Gib  oder  Falte  (gefaltete  oder  halbirte  Sehne) 
in  die  Mathematik  ein,  woraus  später  die  lateinischen 
Uebersetser  Sinnt  machten.  Die  Tangens  soU  eben- 
falls schon  von  den  Arabern  eingeführt  und  in  Tafeln 
gebracht  worden  sein,  •—  während  von  der  Secans 
Georg  Joachim  genannt  RUttcna  (Feldkiroh  1614  — 
Kaschau  in  Ungani  1576;  Professor  der  Ifathematik 
in  Wittenberg)  eine  erste  Tafel  berechnete;  doch  kommen  nach  Baltser  die 
Namen  Tangens  und  Secans  erst  in  dem  Werke  ^Thomas  Finkc  (Flensburg 
1561  —  Kopenhagen  1656;  erst  su  Oottorp  als  Leibarzt  des  Hersogs  von 
Sehleswig-Holstein,  dann  Professor  der  Medicbi  und  Mathematik  su  Kopen- 
hagen),  Oeometritt  rotundi  libri  XIY.  BasUeae  1583  in  4.*«  vor.  lieber  die 
Zeit  der  EinlAhrung  des  Sinus  versus  habe  ich  keine  Angaben  gefunden; 
dagegen  kann  ich  noch  anfuhren,  dass  Ganter  für  den  Sinus  des  eomple» 
mentlren  Winkels  (Complementi  Sinus)  zuerst  die  Abkfirsung  Cosinus  ge- 
braucht haben  soll,  und  auf  ähnUche  Weise  dürften  Cotangens,  Ck>secans  und 
Cosinus  versus  entstanden  sein.  —  Die  altem  Mathematiker  stellten  flbrigens 
aUe  diese  Grössen  entsprechend  der  beigegebenen  Figur  an  einem  Kreise  des 
Radius  1  dar,  und  erst  Baler  fDhrte  sie,  entsprechend  wie  es  im  Texte  ge- 
schehen ist,  als  Seitenverhältnisse  im  rechtwinkligen  Dreiecke  ein. 

9B.  Die  gonloflietriioheii  Fuettonen.  Dehnt  man  die  Sinus, 

Cosinufl,  Tangens  und  Cotangens  auf  den  ganzen  Winkelraum  aus^ 
indem  man  in  ihren  Definitionen  (94)  Hypotenuse  und  Winkel  durch 
die  Polarcoordinaten ,  die  beiden  Katheten  durch  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  mit  ihren  Zeichen  (77)  ersetzt,  so  werden  aus  ihnen 
die  sog.  sonloinetrlscben  FOnctioQen«    Da  aber  ein  Bruch, 
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sobald  man  seinen  Nenner  als  Einheit  wählt  9  dem  Werthe  nach 
durch  den  Zäliler  dargestellt  wird,  so  lassen  sich  die  4  Functionen 
für  alle  Winkel  leicht  graphisch  darstellen,  und  so  ihrem  Verlaufe 
nach  durch  den  ganzen  Winkelraum  verfolgen.  So  findet  man,  dass 
den  4  Quadranten  für 

die  Functionen  Sinus  Cosinus       Tangens     Cotangens 

die  Zeichenfolgen  H — | H h   H 1 H 1 

und  Qrenzwerthe         0,1  1,0  0,oo  00,0 

entsprechen,  wo  je  die  erste  Grenze  bei  0^  und  180^,  die  zweite  bei 
90^  und  270^  eintrifft  Die  4  Functionen  sind  periodisch,  und  zwar 
nehmen  alle  (abgesehen  Tom  Zeichen)  bei  den  Winkeln  180®  —  a, 
ISO®  H-a  und  360®  —  a  wieder  dieselben  Werthe  an,  die  sie  für  a 
halten.  Sinus  und  Tangens  eines  Winkels  sind  gleich  Cosinus  und 
Cotangens  seines  Complementes.  Speciell  folgen  aus  dem  gleich- 
schenklig-rechtwinkligen und  dem  gleichseitigen  Dreiecke  Tg  45® 
=  1  =  Cot  45®  und  Sin  30®  =  V2  =  Cos  60®. 

Diese  Ausdehnung  der  goniomctrischen  Functionen  durch  Einführung  der 
Coordinateu  ist,  glaube  ich,  auf  solche  Weise  ebenfalls  durch  mich  184 1 
zuerst  geschehen.  —  Yergl.  fOr  die  graphische  Darstellung  die  leicht  auf  die 
Übrigen  Quadranten  ausdehnbare  Figur  des  vorigen  Satiee. 


linige  firudbexiohugeil.   Für  jeden  Winkel  a  hat  man 
nach  dem  Vorhergehenden  offenhar 

Sin«  a -+•  Cos«  a  =  1  Tga.Ctga  =  l  1 

"^^'^'^^^  c4^'       cisT-^^^*'      ^  =  Coseaa   S 

l  +  Tg«a  =  7T-V)    Cosa  =  ;^=-==j    Sina=-^^-^^   S 
^  Cos^a'  H4-Tg«a'  Vl  +  Tg>^a 

Femer  darf  man  nur  ächte  Bräche  als  Sinus  oder  Cosinus  betrach- 
ten, dagegen  jede  Zahl  als  Tangens  oder  Cotangens,  und  auch  immer 

X  =  a .  Sin  A  y  =  a .  Cos  A  4 

setzen  I  da  daraus  die  immer  möglichen  Werthe 


X 


TgA  =  —  a  =  Vx«  +  y«  » 

folgen« 

Die  erste  Formol  folgt  aus  dem  Pythagoräischcn  Lehrsatie ;  alle  folgenden 
gehen  aua  ihr  und  den  Definitionen  fast  unmittelbar  hervor. 

•V«  Ue  log.  TtruifornttioB  der  CoordiuteiL  Kennt  man  die 

Coordinatcn  xy  eines  Punctes  M  in  Beziehung  auf  ein  Coordinaten- 
System  X  Y,  so  kann  man  leicht  seine  Coordinaten  x' y'  in  Bc> 
aiehong  auf  ein  audercd  Coordiiiatouäyätcm  X'  Y'  ündeUi  wenn  man 
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die  OröBsen  «,  ß^  q>  kennt,  welche  die  gegenseitige  Lage  der  beiden 
Systeme  bestinunen.  Man  hat  nämlich  offenbar 

x=  a  +  x'Cosy  — y'Siny  %  y  = /J  +  x'Sing^  +  y'Cosy  % 
oder  wenn  man  l.CosqpH-^.Sin^)  und  2. Cos 9)  —  l.Sin^)  bildet, 
x'=(x— a)C!osy+(y— /9)Siny»  f=(j—ß)Coaq>—{x—a)8iaq>4: 
Substitoirt  man  aber  in  beiden  Systemen  die  Werthe 
X — a=rCo8(9)+^),  y — /9=rSin(y+V)>  x'=rCo8V^,  y'=rSinV^ 
und  setzt  im  ersten  9>  =  a,  v^=cb  und  im  zweiten  9>  =  b,  V^a — b, 
so  erhält  man 

Sin  (a  + b)  =  Sin  a  .  Cos  b  +  Cos  a  .  Sin  b  S 

Cos  (a  +  b)  =  Cos  a  .  Cos  b  +  Sin  a  .  Sin  b  6 

und  damit  zwei  Qrundformeln  der  Goniometrie. 

Die  Anwendung  der  unmittelbar  aus  der  bei- 
stehenden Figur  abzulesenden  Transformatlonsfonneln 
1  bis  4  zur  Aufstellung  der  gonlometrischen  Haupt- 
formeln  5  und  6  ist,  glaube  Ich,  ebenfalls  1841 
zuerst  durch  ndch  elngefiihrt  worden.  Setzt  man  in 
Letztem  fOr  a  und  b  abwechselnd  90  <*  oder  270  <* 
ein,  so  erh&It  man  die  Formeln 

Sin  (a±  90»)  =  ±Co8a  Sin  (90»  ±b)  =  + Oosb 

Cos(a±90ö)  =  q:8ina  Cob(90»  ±b)z=q:8in  b 

Sin(a±270»)=:q:Cosa  Sin  (270»±b)  =  — Cosb  ^ 

Co8(a±270»)  =  ±Sina  Oo8(270«±b)  ssi:  Sin  b 

welche  sehr  hftsflg  zu  Reduction  auf  den  ersten  Quadranten  in  Anwendung 
kommen. 

•8*  Wott0re  gonlomebiiehe  Foimeln.  Bfit  Hülfe  von  96  und 

97 : 5,6  findet  man  leicht,  dass 

Tg/-.t)-     Tga±Tgb  rj,   f^^4i5o)^Ie±±L    i 

'^«^•i"^-  ITTga.Tgb  ^S(^±^)       i  +  Tga    * 

Sin  a  =  2  Sin  Y  •  C08  y  =  3  Sin  y  —  4  Sin»  y 

C08  a  =  Cos« -|— Sin« -|- =  1  -  2  Sin»  |- =  2  C082 -|— 1 

Sin  a  -f  Sin  b  =  2  Sin  -^i^  Cos  -^^ 
Sin  a  —  Sin  b  =  2Sin  ^^^  Cos  -^^ 
Cos  a  +  Cos  b  =  2  Cos -^^^  Cos -^^^ 
Cosa  —  Cosb  =  2Sin  -?4^  Sin  ^^ 
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Tg-5^|^  :  Tg-^-g^  =  (SinaH-  Sinb) :  (Sin»  —  Sin b) 

=  Tg(45»  +  x)  woTgx  =  -^ 


SinA  =  l/I 


Cosa 


^'V 


T.i=V3 


—  Cosa 


+  Coßa 


Cos  2 

1  —  Coea 
Sina 


l  +  Cosa 
2 

Sina 
l  +  Ckwa 


and  so  weiter. 


Die  erste  Formel  1  wird  erhalten,  indem  man  die  Formeln  97 :  5,6  dnrck 
einander,  nnd  dann  rechts  Zähler  nnd  Nenner  dnreh  Cosa. Cos b  dividirt,  — 
die  zweite  geht  nnmittelbar  ans  der  ersten  hervor.  —  Die  unter  3  gegebenen 
Formeln,  nm  Sin.  nnd  Cos.  eines  Winkels  dnreh  Sin.  und  Cos.  setner  Hlllle 
auszudrücken,  gehen  aus  97 : 5,6  hervor,  indem  man  a  und  b  durch  i^,  ersetst, 
und  mit  ihrer  Hfllfe  erhält  man  nach  97 :  b 


Sina=8in(^  +  A)  =  Sin-^ 


^^\  +  ^^^\ 


=  2Sin-^(l^Sin«|^)4-(l  — 28in«y)SiBy 

=  3Sin^  — 4Sin»-|- 

Die  Formeln  3  werden  entweder  mit  HQlfe  von  97:5,6  erhalten,  indem 

je  links 

a=-^J?^4-i^=l  nnd  b  =  -^J?— —  ^ 


2        •        2  2  8 

einsetzt,  —  oder,  wie  ich  1S46  leigte  (vergL  Onuiert's  Archiv  VII  443),  aaa 

der  beistehenden  Figur,  in  welcher  adssaf  und  ae 
die  Bisectrix  des  Winkels  fad  sein  solL  Man 
hält  nämlich  aus  derselben  nnmitidbar 

Sin  «  +  8in/l=:fg  + de  =  2  .be 


=  2.ae.8in 


=  2.Co8-^l^ 


8hl 


•  +  ß 


r  1»  e 
und  entsprechend  gehen  die  flbrigcn  Formeln 

Sin«  — Sin/?=2.ch  Cos«4-Co8/7  =  3.ab  Cos«  — Co8^=r  — 2.dh 
hervor.  —  Die  Proportion  4  wird  aus  den  svrei  ersten  Formeln  3  dnrck 
Division  erhalten,  —  die  Formeln  5  gehen  aus  2  hervor,  —  die  6  aus  5.  — 
Hit  Hfllfe  von  6  erhält  man  fiberdiess 

l-f-Sina        1 -4- Cos  (90  —  a)       ^     ,.        a  a 

"c3^i-=-Sinl9ö^::nir^  =  ^*«(**-T^=Tg(45  +  |)  % 

1_— Sin  a  ^  1  —  Cos  (90  —  a)         _  j^ 

Cosa      -"~Sinl90:^y~  =  ^«(^^-T^  » 

Femer  mit  Hfllfe  von  1  und  2  successive 

»l-f  Tg«2a-I  =  Tgaa.Tga         1  1  + Tgt  2a  +  l=:Tg2a.Ctga     M 
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und  so  welter. 


•  Der  loivre'sdie  Lehnatz.  Durch  Multipllcation  findet  man 
(97 : 5,6) 

(Co8a±iSina).(Cos/?±iSm/9).(Cosy  +  iSmy)...= 
Cos  (a  +  /?  +  y  + . . .)  ± i Sin  («-f./3  +  y -f  . . .) 
oder  für  a  ss  /9  =s  ;^  =  . . .  den  sog.  Moivre'schen  Lehrsatz 

(Cos  a  +  i  Sin  «)■  =  Cos  n«  +  i  Sin  na  1 

welchen  man  auch,  indem  man  na  =  ß  setzt,  unter  der  Form 

(Co8/»+i  Sin/9)^  =  Cos-^  +  i  Sin-^ 
schreiben  kann.   Da  hieraus  (95,  96) 

(Co8«±iSm«)— =  (^^  j.g.^^)"^(Cos«  +  iSm«)- 

=  Cos  ( —  m a)  +  i  Sin  ( —  ma)  % 

(Cos/»  +  iSin/9)"^  =  (Cos|-±iSin-^y  =  Cos^/9±iSin-^i9» 

folgen,  so  erstreckt  sich  die  Gültigkeit  des  Moivre'schen  Lehrsatzes 
auch  auf  negative  xmd  gebrochene  Exponenten.  (VergL  50). 

Um  2  EU  erhalten }  hat  man  nur  zu  beachten,  dass  dnrch  einfache  Mnltl- 

pUcatlon 

(Gosa^ilSlna)  (Cosa'ipiSina)  =  Co8*a  — 1*.  81n*a 

=:GoB««  +  8in*a=l 
gefondea  wird,  —  also  die  beiden  Factoren  Coaa  ±.lSlna  und  Cosa  hP  IBln» 
wirklich  reciprok  sind.  —  Der  Molvre'ache  Lehrsata  scheint  snerst  (wie  In 
50)  analytisch,   und   erst  spftter  auch  in  obiger  Welse  abgeleitet  worden 
m  sein. 

lOO«  Einige  gOBiometrische  Reihen.  Da  der  Moivre'sche  Lehr- 
satz mit  50:4  übereinstimmt,  so  findet  man  aus  ihm  50:7,  und, 
indem  man  Cosx  durch  VI —  Sin^  ersetzt,  sowie  43  anwendet, 

n2 12  /qä 12)  (n2 32) 

Sin  nx  SS  n  [Sin  x ^  ^  ^  Sin^x+- — r-o-oSr-R —  Sin*x — . . .] 

■•  1.2.0  1.2.0.4.0 

Sin  n 


Cosx 


X         ,Q.  n2— 22q.  ,     ,  (ng— 2g)(ng— 42)^.  .  , 

^  =  n[Smx-3-g^Sm3x+^     1.2.3.4.5       Sm^x-...] 


Cosnx=  1 =-^Sin*xH J^^  »   a  — Sin*x  — ... 

Setzt  man  in  der  ersten  und  dritten  dieser  Reihen  i^  =  3  m  und 
x  =  30^,  also  (95)  Sinxss-^-,  und  ordnet  nach  m,  so  erhält  man 
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Sin  (m  .  90«)  «=  m    .  1^707963  —  m»  .  0,6459641 

4-in«  .  0,0796926  —  m'  .0,0046818 
-t-ms  .  0,0001604  —  m"  .  0,0000036 
+  m»» .  0,0000001  — . . .  ^ 

Cos  (in  .  90»)  =  1,0000000  —  m«  .  1,2337006 

+  m«  .  0,2536695  —  m«  .0,0208635 
-fm»  .  0,0009193  —  mW .  0,0000252 
+  m«  .  0,0000004 —  .. . 
aus  welchen  sich  ergibt,  dass 

s»  >"  -  Sf = w  -  ^^'^^ 

und  dass,  wenn  a  eine  nicht  sehr  grosse  Anzahl  von  Seconden  be- 
zeichnet, 

Sin  a  =  a .  Sin  1"     oder     a  =  Sin  a :  Sin  1"     und     Cos  a  =  1    • 
Setzt  man   aber  in  50:7   anstatt  x  die  Grösse  a:n,   und  lässt  n 

unendlich  gross,  also  —  unendlich  klein  werden,  so  nehmen  Sin  — , 

Cos  —  und  I  u  I  die  Grenzwerthe  —  Sin  1"  =  — ,  l  und  -=—5 — i: 
n  \"/  n  n  1.2;...o 

an,  und  man  erhält 

Sin  «  =  a' i—ö— ö~  +  •  •  •  Cos  «  =  1 =—5-  + . . .       4 

1.  J  •  ö  1  •  ^ 

woraus  sich  die  Vergleichung  zwischen   den  in  50  und  94  einge- 
führten Sinus  und  Cosinus  ergibt  (V). 

Da  nmch  06 : 1  und  43 
Co8"x=(l  — 8in«x)'^« 

—  1— i    fiifl'x   ,  ii(n  — 2)   Sln'x      n  (n  —  2)  (b  —  4)   8in«x 
"•*        1  •~T~+~i.2"~    "2«  r273         •     2«     +*'      • 

80  crh&lt  maa  ans  ÖO :  7 

^i->  nT-^°bii»  X  n     °'^  ^'°''  I  <"'^>^"-3^  g^"*'     <ii-l)(i»3)(n-5)  8b.*« 

U/  *■  1       2     ^       1.2  2«  1,2.3  2»    ^"^ 

/°^Rm»^^l      ^Hl   Sin«x      (n-SMn— 5)8m*x  . 

-y8inx[l i"  — 2-+ j-j ^, ...1 

+  (5JSiii»x[I j— •— 2 h'l  — •    • 

An-l)m-3)       (n-lMn-2)(n-3)      (n-t)(n-2)(n~3)(B— 4>\       ^ 
V    1.2.2«      *^         1.2.3.2         "^  1.2.3.4. ö  J»»  » 


^  n 
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und  analog  eine  entsprechende  Gleichung  für  Cob  i^z  oder,  indem  man  erst 
beidseitig  durch  Cos  x  dlvidirt,  und  dann  erst  entwickelt,  fELr  Sin  n  x  :  Oos  x 
und  Cos  nx  :  Cos  x,  d.  h.  1,  wo  die  erste  und  vierte  Reihe  fllr  ganze  un- 
gerade, die  zweite  und  dritte  Reihe  aber  für  ganze  gerade  Werthe  von  n 
abbricht  —  Bezeichnet  dx  eine  kleine  Anzahl  von  Secnnden,  so  erhält  man 
nach  3  und  97 : 5,6 

81n(x+dx)=Binx4-Cosx.dx.8inl"  oder  d.8inx=     Gosx.dx.8inl'' 
Co8(x-f  dx)=2Cosx— 8inx.dx.8inl"  d.Cosxsü— Sin  x.dx.8inl" 

etc.,  woraus  sich  wieder  eine  interessante  Vergleichung  mit  57:2,3  ergibt, 
und  zugleich  gezeigt  ist,  wie  in  der  Trigonometrie  gewisse  Fehlcrgleichungen 
ohne  Kenntniss  der  Differentialrechnung  aufgestellt  werden  können.  —  Aus  4 
folgt,  dass  sehr  nahe 

3.81no  — o'.Cosa  =  2a'  oder  a'zn  ^  ,'  1 

2  +  Cos  a 

oder,  wenn  «  in  Graden  ausgedrückt,  also  o's=60.60.  a.Sinl''  ist,  und 
(entsprechend  129)  Are  1®  =  »  :  180  =  1  :  57 ,3 ,  sowiO  Sin  1''  =  Are  1''  = 
Are  1<» :  60  .  eO  gesetzt  wird 

—  _i_       8  Sin  o     _  171,9 .  Sin «  ^ 

"""  Arcl»  •  2  +  Co8a  ""    2+Cosa 
Um  zu  beurtheilen,  wie  weit  3  zulässig  ist,  dienen  die  Gleichheiten 
log  (100 .  Sin  l'O     =:  6,6855749  is log  Shi  1'  40",000       =: log  Sin  100",000 
log  (1000 .  Sin  V)  =  7,6855749  £=  log  Sin  16'  40",004     =  log  Sin  1000,004 
log  (5000 .  Bin  1 ")  =  8,3845449  =  log  Sin  1»  23'  20",491  =  log  Sin  5000,491 
log  (10000 .  Sin  1")  sr  8,6855749  =  log  Sin  2»  46'  43",992  =  log  Sin  10003,992 
log  Cos   1 '  30"  =  0,0000000  =  log  1,0000000 
log  Cos   3    0    =  9,9999998  zz:  log  0,9999995 
log  Cos  11    0    =  9,9999978  =  log  0,9999950 
log  Cos  34    0    =  9,9999783  s=  log  0,9999500 

Die  Formeln  2,  welche  schon  Bnlcr  in  seiner  „Introductlo  in  Analysin 
inflnitorum^  gab,  sind  zur  Berechnung  der  Sinus  und  Cosinus  um  so  be- 
quemer, als  man  (95)  m  nie  grösser  als  Vt  '^  setzen  hat;  Tangente  und 
Cotangente  gehen  aus  Sinus  und  Cosinus  durch  Division  hervor.  —  Zur  Er- 
ginzung  des  in  94  Beigebrachten  ist  zu  erw&hnen,  dass  schon  Pnrbaeh  und 
Rcgfoaioiltail  Sinustafeln  berechneten;  nnd  zwar  sind  diejenigen  vonRegio- 
montan  wenigstens  in  der  durch  Daniel  Santbeeh  von  Novlomagum  (Keu- 
magen  an  der  Mosel?)  besorgten  Ausgabe  „Joannis  ßeglomontani.  De  triangu^ 
lis  planis  et  sphsBricls  libri  qulnque,  unk  cum  tabulis  sinuum.  Basileoa  (1561) 
in  fol.^  enthalten,  —  ob  auch  in  der  durch  Johannes  Schoner  (KarlstadI 
bei  Wflrzburg  1477  —  Nürnberg  1547;  erst  Pfarrer  zu  Bamberg,  dann  Professor 
der  Ifathematik  zu  Nürnberg)  besorgten  frühern  Ausgabe  „Joannis  de  Regio- 
monte,  De  triangulb  omnimodis  librl  qulnque.  Norimbergn  1533  in  fol.^,  weiss 
ich  nicht,  —  und  geben,  die  Eine  für  den  Sinus  Totus  6  Millionen,  die  Andere 
für  den  Sinus  Totus  10  Millionen,  die  Sinus  für  den  ganzen  Quadranten  von 
Minute  zu  Minute.  Erasmus  Relnhold  (Saalfeld  1511  —  Saalfeld  1553; 
Professor  der  Mathematik  zu  Wittenberg)  gab  in  seiner  Schrift  „Primus  Über 
tabulamm  directionum.  Tubingie  1554  in  4.^  nebst  Anderm  unter  dem  Titel 
y,Canon  foecnndus^  eine  schon  von  Regiomontan  angefangene  und  dann  von 
ihm  erweiterte  Tangententafel  für  den  Radius  10  Millionen,  —  bis  auf  89® 
für  jede  Minute,  für  den  letzten  Grad  von  10  zu  10  Becunden  die  Tangente 
und  ihre  Differenz  mit  der  darauf  folgenden  Tangente  enthaltend.    llUUlena 
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steUie  sieli  die  Aufgabe,  fttr  jedes  reehtwinklige  Dreieck,  in  welehsm  die 
Hjpoteniue  oder  eine  der  Kntheten  1000  Billionen  Thefle  hsbey  je  die  «Ddem 
Seiten  (d.  h.  Sinns,  Tangens  nnd  Secsns)  ra  bereehnen,  vnd  dabei  im  "^Binnkel 
▼on  10  sn  10  Secnnden,  fllr  den  eisten  nnd  leisten  Qnd  des  Qoadranten 
sogar  nur  von  Secnnde  sn  Seennde  fortsnschreiten ;  obschon  er  sber  wlhiend 
circa  12  Jahren  mit  melireren  Rechnern  dieser  Anigabe  oblag,  konnte  er  sie 
bis  sn  seinem  Tode  nicht  völlig  bemeisiera,  nnd  mvasle  aamentliefa  die 
Heransgabe  von  Tafeln  seinem  Schiller  Lucas  Valentin  Othj»  sp&ter  anch 
einige  Zeit  Professor  der  Mathematik  in  Wittenberg,  fiberiaasen,  der  dann 
in  der  That  das  berflhmte  Werk  ,)Opns  Pslatinnm  de  triangnUs,  a  G.  J. 
RhAtico  coeptom,  L.  Y.  Otho  consnmmavit  A.  1590.  Neostadii  in  Palatin. 
(Heidelberg«)  1596  in  foL^  pnblicirte,  welches  die  Sinns,  Tangens  nnd  Secans 
für  den  ganzen  Quadranten  von  10  sn  10  Secunden  und  ftlr  den  Radius  1000 
Millionen  gibt,  —  wlhrend  der  auf  dasselbe  Material  gegründete,  von  Bartho- 
lomAus  FlüflCB«  (Schlaune  bei  Grilneberg  in  Schlesien  1561  —  Heidelberg 
1613;  Hofkaplan  Friedrich  IV.  von  der  Pfals)  herausgegebene,  jetit  sehr 
selten  gewordene,  aber  zur  Veriflcation  immer  noch  selir  werthvoUe  „Thesanroa 
mathemaücns  sive  Canon  sinuum  ad  radinm  1000000000000000  a  O.  J.  Rhttticus 
supputatns.  Francofnrti  1613  in  fol."  sich  auf  die  Sinus  und  ihre  Differensen 
beschrlnkte.  Nach  Erfindung  der  Logarithmen  wurden  die  trigonometiiseheii 
Tafeln  mit  den  logarithmisch^i  verbunden,  und  es  sind  die  merkwttrdlgsteD 
dieser  neuem  und  vereinigten  Tafeln  bereits  in  14  einUsslich  besprochen 
worden. 

lOi.  Anwendug  anf  algebraiiche  filetohugeii.  Wenn  m  der 

Cardanischen  Formel  (19)  b^  +  a^  negativ  werden  soll,  so  moss  » 
negativ  nnd  afi^^-V^  Bein.  Setzt  man  aber  in  der  entsprecbenden 
Gleichung  a  negativ,  so  geht  sie  (98 : 2)  für 

y  =  —  2/a.Sin9)  1 

y-Y=3Siny  — 4Sin3y  =  Sin3y  ^     S 

über ,   so  dass  rp  für  a^  r>  b^  möglich  wird.    Die  ihr  genügenden 
Werthe   3y,    180»  — 3?),    3600  +  3?),   540«»  — Sy,   720«-|-34y', 
900®  —  3  9 , . . .  geben  für  2  I^  =  c  die  drei  reellen  Warzeln 
y^:=  —  cSinq>      y,  =  —  c Sin (60»  —  y)      y,  =  c Sin (60® -f  y)  S 
entsprechend  der  in  19  aufgestellten  Behauptung. 

Die  im  Texte  aufges&hltcn  6  Werthe,  welche  2  gentigen,  sind   offenbar 
in  1  als 

9  60  —  9  120  +  9  180  —  9  240  +  9  800  — 9 

statt  9  einjEnfÜbren,  nnd  geben  daher,  da 

Bin  9  =  Bin  ( 180  —  9)  Bin  (60  —  9)  =  Sin  (120  +  9) 

Bin  (240  +  9)  =  —  Büi  (60  +  9)  s=  Bin  (300  —  9) 
die  unter  8  aufgeführten  drei  Wureeln;  die  weitem  Werthe,  welche  nach  2 
genügen,  geben  rar  EinfÜhrnng  in  1  nur  um  860«  Termehrte  Werthe,  also  nichts 
Neues.  —  Anch  eine  Gleichung  sweiten  Grades  kann  mit  Httlfe  gonionetri- 
scher  FnncUonen  aufigelöst  werden.  Bringt  man  s.  B.,  wie  Job.  OottUeb 
Wilhelm  IHenslng  (Nenndorf  in  Kurhessen  1702;   Lehrer  der  Blatfaeaatik 
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und  Physik  ca  Halle  und  Erfurt)  in  Grunert'B  Arehiv  (Bd.  1)  Torechlug,   die 
Qleichnng  sweiten  Grades  auf  die  Form 


x«  +  2ax  — b«  =  0       sodass        x  =  [  ±  Vh—- -■  l] 

nnd  seist  Tg  2  9  s= 


a 
L —  '       '    a*         j 

1  4 

a 

so  ergeben  sich  mit  Hülfe  von  98 :  10 

X'  =      »[Vl  +  Tg«29  — 1]=      a.Tg29.Tg9)=      b .  Tg  9  ^ 

x"  =  — a[Vl  +  Tg«29  +  l]  =  — a.Tg2  9.Ctg9)zr  — bCtgy 
als  Werthe  der  beiden  Wurzeln. 

lOf»  Anwendnog  anf  transeendente  fileichugen.  —  Um  die 

Gleichung 

a .  Sin  X  +  b  .  Cos  x  =  c  1 

aufzolösen,  setze  man 

a  =  m ,  Cos  (p  b  =  m .  Sin  q>  9 

woratis  sich  sofort  (97:5) 

Sin  (x  +  ^p)  =s  —  ,     ^  wo         Tg  y  =  —  S 

ergibt  —  Hat  man  die  Gleichungen 

X  Sin  y  =  a  Sin  a  —  b  Sin  /9  4  x  Cos  y  =  a  Cos  a  —  b  Cos  ß  S 
und  bildet  4.Co8o  —  ö.Sina  und  4.Sina  +  5.Co8  a,  so  erhält 
man  statt  ihnen 

X  Sin  (y  —  a)  =  b  Sin  (a — /9),     x  Cos  (y — o)  =  a — b  Cos  (a — ß)  6 
und  hieraus 

Tgfy  — a)=      b.Sin(«  — /?) 
Agiy      «^-  a  —  b. Cos («  —  /?)  ' 

oder  nach  52:3,  4,  wenn  man,  um  Bogen  zu  erhalten  (100),  rechts 
mit  Sin  1"  dividirt, 

^=^''+rsiiii^^'''^^-'*^  +  2]i^^rp^^^  * 

Und  so  weiter. 

FOr  Anwendungen  dieser  Formeln  vergleiche  s.  B.  den  Parallaxensats  387. 

m.  Die  Trigonometrie  und  einige  weitere  Eigenschaften 

des  Dreieckes. 

lOS.  Dia  trigonometriialiaii  Gnmdbexiahiuigeii.  Bezeichnet  man 

die  Seiten  eines  Dreiecks  mit  a,  b,  c,  die  Gegenwinkel  mit  A,  B, 
C,  so  hat  man  (94  und  Fig.) 

a.SinB  =  h  =  bSinA 
c  =  x  -|-  y  =  b  .  Cos  A  +  a .  Cos  B 


142         —  Trigonometrie  und  weitere  Eigenschaften  des  Dreieckes.  — 

und  somit,  da  jede  dieser  Beziehungen  verdreifacht  werden  kann, 

einerseits 

a :  b :  c  : :  Sin  A :  Sin  B :  Sin  C  1. 

and  anderseits 

a  =  bCo8C4-cCo8B,  b  =  cCo8AH-aCo8C,  c  =  aCosB+bCosA  « 

aus  welchen  Proportionen   und  Gleichheiten   alle    zur  Berechnung 
des  Dreiecks  nüthigen  Formeln  abgeleitet  werden  können. 

Die  für  die  Uebersichtlichkeit  der  Formeln  gar  nicht  unwichtige  Uebnng, 
|i  die    Seiten    und    Gegenwinkel    durch    entsprechende 

>^v  einzelne  Buchstaben  cu  bezeichnen,  und  die  gonio- 

,  / 1      >w  metrischen  Functionen  direct  in  die  Rechnung  eiiw 

/    ^         >v  zuführen,   ist  durch   Euler  beliebt  worden,  —  ja 

^  /  X  j       y       Nvn    man  kann  sagen,  dass  vor  ihm  unsere  gegenwärtigen 
o  Formeln  gar  nicht  cxistirten.  —  Speciell  für  Trigono- 

metrie sind  ausser  manchen  (z.  B.  in  100)  schon  genannten  Schriften  etwa 
noch  Folgende  zu  vergleichen:  ,, Nicolaus  Koppernick  oder  Gopcmicas 
(Thom  1473  —  Frauenburg  1543;  Domherr  in  Frauenburg;  vergl.  Westpbal, 
Nie.  Copernicus,  Constanz  1822  in  8.,  —  Czymski,  Copemie  et  ses  travaux, 
Paris  1847  in  8.,  —  Prowe,  Zur  Biographie  von  Nie.  Copernicus.  Thom  1S53 
in  8.,  ~  etc.),  De  latoribus  et  angulis  triangulorum.  Wittemberg  1543  in  4. 
(Deutsch  von  Menzzer,  Haiborstadt  1857  in  4.),  —  Willebrord  tedliiw« 
Doctrina  triangulorum.  Lugduni  1627  in  8.,  —  Peter  Criigcr  (Königsberg 
1580  —  Danzig  1639;  Professor  der  Mathematik  in  Dansig  und  apeciell 
Ilevel's  Lehrer),  Praxis  trigonometrias  logarithmicn.  Dantisci  1634  in  8.  (Auch 
später,  z.  B.  1648),  —  Thom.  Simpson*  Trigonometry  plane  and  spherical, 
with  the  construction  of  logarithms.  London  1765  in  8.,  —  Andrea  (Ui^oll 
(Zante  1743  —  Verona  1816;  Director  der  Sternwarte  zu  Mailand  und  Professor 
der  Astronomie  zu  Modena;  yergl.  Carlini,  Notizie  suUa  vita  e  sugli  stadii  di 
A.  Cagnoli,  Modena  1810  in  4.),  Trigonometria  plana  e  sferica.  Paria  1786 
in  4.  (2  ed.  Bologna  1804;  franz.  durch  Chomprd,  Paria  1786  and  1808),  — 
Laerolz*  Trait^  ^lömentaire  de  trigonom6trie.  Paris  1708  in  8.  (8  ed.  1S37; 
deutsch  von  Idoler,  Berlin  1822),  —  Christoph  Friedrich  von  nieldercr 
(Kirchheim  1736  —  Tübingen  1821;  Professor  der  Mathematik  und  Physik 
KU  Warschau  und  Tübingen)  und  Bohnenberger»  Ebene  Trigonometrie,  mit 
Anwendungen  und  Beiträgen  zur  Geschichte  derselben.   Tübingen  1802  in  8., 

—  Christian  Ludwig  CtorllnK  (Hamburg  1788;  Professor  der  Mathematik 
und  Astronomie  zu  Marburg),  Grundriss  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie. Göttingen  1815  in  8.,  —  F.  R.  Haflsler*  Elements  of  analytical  Tri- 
gonometry. New-York  1826  in  8.,  —  Georg  Karl  Justus  Ubrieh  (Göttingen 
1708;  Professor  der  Mathematik  zu  Göttingen),  Trigonometrie  und  Stereo- 
metrie. Göttlngen  1828  in  8.,  —  J.  A.  Gronerti  Elemente  der  ebenen,  sphä- 
rischen und  sphäroidischen  Trigonometrie.  Leipzig  1837  in  8.  (Letztere  auch 
speciell,  Berlin  1833  in  4.),  —  Joseph  Dienger  (Hausen  bei  Breisach  1818; 
Professor  der  Mathematik  zu  Karlsruhe),  Handbuch  der  ebenen  und  sphftrischen 
Trigonometrie  mit  AnwenduTip:cn.  Stuttgart  1855  in  8.,  —  W.  BrenMCCket 
Trigonometrie  für  das  BedQrfniss  höherer  Lehranstalten.   Berlin  1850  in  8., 

—  etc.** 
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14M«  Weittn  Forneln.   Ans  103 : 1  ergibt  sich  mit  Hülfe  von 
98:4 

(a  +  b):(»-b)  =  TgA+B.:TgAziB  i 

oder  mit  Benutzung  von  98 : 1 

TgAz:B.=  Tg(45»-g,).Ctg-^        wo        Tg9>  =  ^     • 

Femer  folgt  aus  103 

m    A            h                tt .  Sin  B  o 

Tg  A  «s == p^ — — -  S 

und  »US  103:2,  wenn  man  die  drei  Gleichheiten  der  Reihe  nach 
mit  a,  b,  c  multiplicirt,  und  die  zwei  letztern  von  der  ersten  ab- 
zieht (oder  aus  93:3) 

a=  Kb*  +  c2  — 2bc.Co8  A  4 

=  V(b  +  c  +  d)  (b  +  c  — d)       wo      A  =  2VVc.CoB^     S 
Aus  4  folgt 

Cos  A  =  ^-^:=ii^  = -Hf -^' +  1  « 

2bc  2bc  ' 

and  somit  (98),  wenn  a  +  b4-c  =  28, 

SinA  =  \/^^»>)-(8-^   ^Ay-,^         A     -j/Cs-bHs-c) 
2       ^  bc        '  2'^bc'^2'^       s(s— a) 

2  . 

Sin  A  =  ^r—  V8(s — a)  (s — b)  s — c)  8 

und  so  weiter. 

Die  Proportion  1,  aus  der  sich  2  sofort  ergibt,  da  — ^ —  und  -^  wegen 

, ,    der  Winkelsnmme  des  Dreiecke  complementftr  Bind, 

^''S:    —  kann   auch,  wie  ich   schon   1846  in  Omneri's 

,.''1b  »;      Archiv  (Bd.  7)  seigte,  so  su  sagen  unmittelbar  der 

^  /.      beistehenden  Figur  entnommen  werden;  dieselbe  gibt 

'        nftmlich  A  4-  B 

a  +  b  _  t  __  t :  8  _  '^^       2 

Aa  —  b^'u'^urs        _,    A  —  B 
Tg 


2 
Aus  derselben  Figur  folgen  femer 


81»-^  8ln-5.  «         8.n:^±»        Co.^ 

Ewei  Formeln,  auf  welche  schon  Karl  Brandan  Moliweide  (Wolfenbfittel 
1774  —  Leipsig  1825;  Professor  der  Mathematik  in  Halle  und  Leiptig)  in 
Zacb*8  monatlicher  Correspondens  von  1808  aufmerksam  machte,  und  welche 
gegenflber  1  dasselbe  sind,  was  (161)  die  sog.  Ganss'schen  Formeln  gegen  Ober 


144        **  Trigonometrie  imd  weitere  EigeMchifteii  des  Dicieekee.  — 

den  Nepei^liea  Analogen.  ~  FBr  die  FormelB  3  und  4  (Uilftui  die   is 
Texte  gegebenen  Andeiottimgen.   BtaA  4  kann  nun  auch 


•  =  Vb»  +  c«  +  abc  — 5bca-*-Co«A)  =  fCb -f  c)«  —  4  b  c  Cos« — 


iftnas  5  leicbt  folgt.  —  Mit  Hftlfe  Ton  96 : »  nnd  der  neh  aas  4  nwnittelbnr 
ngebenden  6  folgen 


^T^»^ — i — =  * — 4br— = 


_y^a^b~c:>  — b  — O  _y.^s--ac),28  — ab) 

~  '  4bc  ~  ^  4bc 


^      -        ^'l  --  Cos  A        -i    b  — c:«  — a« 

Cs» 


4bc 


A       yi  -*-  Cos  A  _  \ 

~"  4bc  ~"  4bc 


d.  k.  die  rvW  etssen  Fc^mela  T:  diTiiln  san  säe  darek  einander,  so  erUlt 
&ia  die  drine  7«  —  KaltipUcin  Bsa  sie  dagegen  Bit  eisander,  so  folgt  mit 
Hi3e  Tt?a  *5 : 2  sofort  &  —  Mit  Hilfe  vcn  ICÖ :  3  erkill  can 

(s  — b--c7=ra«  — b»— c«^3ab  — aae— abe 

=  a;,bCo»C«^cCc«B"— b>Co«C  — eConA)-S- 

—  e  >  Co«  B  —  bCv^A"  —  Sab  —  aac— ibc 

=  a>b^l  — CosC:-^ac  J^CssB:  —  b  e  (1 -s- Cos  A)] 

=  4'abCc««4--^*«<^*»*^-^^«^^'«*4-l 

a  a  ■  t* 

ss^  «ater  Be natisz^  Tcn  ^ :  S  x:^d  1C3  : 1 

,a-^b^e^«s=a>bSaC.OgY^**^^^^^T^^*^*^^"^T^ 

=  2bc^A:C;«A^Ct5y^C:«^I 


Als  T9c*3xi^c«s  Beiä-riei  «naier  Azv«c«cxag  «er  c&ig«ir  FoesDän  ma^  Folgead^ 
ii:<s«n:   Jeaa->fVrr»  Plcftii  ^0<s«Te  1Z5:I  —  G«Bifve  IT^l; 
«ad  Sf4a«r  ^^r^ojc  wn  OntT  Wssjnas»  IT4^  a  Um  m»  eisis^  Docf^ 
^nad«  «^  er  sücb  un  Ax^^ts^  iiMfr  rva«KacA*ni  S^igaavaic  asf^äeli^   nm  den 

V^s^äosxcä^pu^    TYn|i  52$<^  an  be^^^^kfiem,  -^  die 
-%      .    *  ^  H}^  X  WLiiis  OnaiCTiSYn  ai^er  dem  Veanckfaaiieii 

Soliäm  A  I"W 

a 


fwnas.  FVc*7p.ia  ITT»;  äs  4»\  ps^.  1101 
itf«  Lecrsen  <i3«  Bno»  a=r  JL  Ij\  mnd 
iua  ^va  r  Ja:»  ü«;  CVrc^nswuifwnxkei  «=4'1*M'% 

Mck  4 

**  =  CA»  ^C3*~iCA   CS   C^y 
viiiKmi  ack  l4   a 

CA  =  x   vV*  C?r=x  0«i 
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folglich  kann  num  x  nach 


FCtg«a  +  ClgV— 2Ctga.Otgj?.Coiy 
ft.Tgg.Tg^ 


M 


VTg«  a  H-  TgV—  2  Tg  a  .  Tg^ .  Cos  y 
berechnen,  und  diese  Formel,  welche  auch  noch  (gans  entsprechend  wie  4 
in  6)  umgestaltet  werden  könnte,  ergibt  fUr  Pictet's  Daten  x  =  248',65. 

lOl.  Die  BaredÜlUg  dar  Dreiaeklflftclie.  Bezeichnet  F  die  Fläche 
dea  Dreiecks  ABC  (s.  103  Fig.),  so  ist  (92,  104) 

2^22  * 


F  = 


bc 


.SmA  =  c2 


SinA.SinB 
2SinC 


«  V8(B  — a)  (s  — b)  (s 
Letatere  Formel  kannten  schon  die  Alten. 


c) 


Da  nach  108  nnd  10i:8 

hsb.BInA  b  ss  e .  Sin  B:  Sin  C 

bc.8faiA  =  ys(s  — a)  (s  — b)  (s  —  c) 

ao  geben  die  Formeln  S  nnd  8  sehr  leicht  successive  ava  1  hervor.  —  Die 
Formel  8,  welche  achon  der  im  7.  Jahrhundert  lebende  griechische  Mathe- 
matiker Bero  (der  Jflngere  genannt,  snm  Unterschiede  von  dem  277  erwihnten 
Hero)  in  seiner  dnrch  Franeeaeo  Baroaal  (Venedig  1588  —  Venedig  1687?; 
ein  Edelmann)  heransge^benen  „Oeodasia.  Venet  1572  in  4.^^,  wenn  anch 
ohne  Beweis  nnd  nattürlich  noch  In  Form  einer  Regel,  gab,  —  kann  auch  ohne 
Hfllfe  der  Trigonometrie  sehr  leicht  erhalten  werden,  da  nach  98 : 2,8 

h'cb«     i«t=b'     /fc'+c*-*«y_  (2bc)«-(b*+c«-.«)« 

V         2o         /  4  c» 

_[(bH-c)*— >*][a«— (b->e)«]_(a+b+c)(b+c~a)(a+c— b)(a+b~c) 

^  4  c«  ■"  4  c« 

_4s  (s—a)  (s— b)  (s—c) 


dr. 


erhalten  wird,  woraus  mit  Hülfe  von  1  in  der  That 
sofort  8  folgt  -—  Beim  sog.  graphischen  Rechnen 
(vergL  89)  kann  man  die  Flache  ebies  gegebenen 
Dreiecks  a  b  e  auf  folgende  Weise  bestimmen : 
Man  sieht  ad  parallel  rar  H(Vhe  h  des  Dreiecks, 
trigt  darauf  von  a  aus  zwei  Llngeneinhelten  ab, 
sieht  d  e  und  sodann  b  e  )|  d  e ;  dann  hat  man 

2 


2:g=h:f        oder        f=s 


ilso  bi  r  die  FUdie. 


10€«  Die  MgOUBttrit.  Sind  in  einem  Dreiecke  eine  Seite 
und  die  Winkel  gegeben,  so  kann  man  nach  103,  —  sind  swei 
Seiten  nnd  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben ,  nach  104 : 5  nnd 
103,  oder  nach  104:2  nnd  108,  —  sind  alle  drei  Seiten  gegeben, 

W«lf.  iMAMk  L  10 
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nach  104 : 7 ,  je  die  übrigen  Elemente ,  sowie  nach  105  die  Fliehe 

berechnen. 

Aus   den    logArithmisch- trigonometrischen   Tafeln    ergibt   sich   als  Werth 
riner  Srcunde  in  Einheiten  der  7.  Stelle: 


bei 

fDr  Sinus 

fDr  Cosinus 

fDr  Tangens 

0« 

301030,0 

0,0 

301030,0 

15 

78,6 

M 

84,2 

30 

36,5 

12,2 

4d,6 

43 

21,1 

21,1 

42,1 

60 

12,2 

36,5 

48,6 

75 

5,6 

78,6 

84,2 

90 

0,0 

301030,0 

301030,0 

wo  bei  0*  und  90*  der  WeHh  einer  Secnnde  bei  0«  0'  10''  nnd  89*  59'  50" 
eingetragen  wurde.  Es  geht  hieraus  namentlich  hervor,  dass  bei  der  TaagcDte 
noch  im  ungünstigsten  Falle,  nlmlich  bei  45*,  eine  Secnnde  41,1  Einheitea 
der  7-8tenigen  ManUsse  entspricht,  also  eine  Einheit  der  leUtem  nur  0",024, 
—  dass  dagegen  der  Sinns  nur  fDr  Winkel  unter  30*,  der  Cosinus  nur  für 
Winkel  ttber  60<*  eben  so  günstige  Chancen  seigt,  wlhrend  ersterer  gegen 
90*  hin,  letzterer  gegen  0*  hin  zur  Bestimmung  eines  Winkels  gans  unbrauch- 
bar wird ;  daher  der  grosse  Vorzug,  welchen  praktische  Rechner  den  Taageaten- 
formein  geben.  —  Als  Rechnungsbeispiele  mögen  den  von  Johannes  BaclmaBB 
(W&denschweil  18(V8  —  Zflrich  1852;  Ingenieur  und  Docent  der  Astronomie 
in  ZOrich;  vergl.  Bd.  9  meiner  Biographieen)  herausgegebenen  ,,Ergebni8sen 
der  trigonometrischen  Vermessungen  in  der  Schweiz.  Zürich  1840  in  Fol."* 
beistehende  zwei  Dreiecke  entnommen  werden,  in  denen  successive  ans 

*)  ««  ßi  t         ^^  Grössen      s,  t 
t,  d,  (,  ^  ■,  v 

a,  V,  (a  +  f)  w,  F, 

w,  8,  u  r+'>  **! 

a,  V,  (•+0  X,  ^,  w 

thi^ils  al.4  wirklich  Gesuchte,  theils  zur  Prol>e  zu  be- 
reohmMi  sind,  wofDr  nach  103:1;  104:5,7;  105:2,3 
und   liV4  :  7  die  Formeln 

Sind 


s  =r  a 


Sin 


trra 


Sin 


^ 


S*injr  ^lUJr 

w  =r  \\%  I   V  -*-  X)  (a  -f  V  —  x)^ 


^   Sin# 
n  =  t-   — 
^in  ^ 


v=zt 


T_  r  -- '  _  yAy  —  si  ij  -  u) 

*       ~  '         y  (y  -  w) 
T«''7— =  Tp(45-,)Ctg" 


wo 


wo 


wo 


x  =  2|avCos^^*- 
'  2 

—  8-h«  +  w^ 

y—        2 


5>in^        * 
P|  =r  -  ^    Sin  («  4  ,) 


^""^  z:zW*^ß±\^h^lL 


2  2       +       t 

F,  =r  )'y  (y  —  "sJÖT  —  «Hy'^^wT 


FsrF,  H.  p^  F=«,t(aSin«  +  rSinO 

benutzt  werden  kr»Mm*n.    (tigt^ben  sind 
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a 
^: — * 


r. 


foigende  Weise  nsebgewiesen  werden:  Legt  man  die  beiden  Dreieeke  acb 

nnd  a  d  b  mit  ibrer  gleichen  Qmndliiüe  an  einander, 
so  werden  die  Höben  c  e  =:  d  f ,  als  senkrecht  sn 
derselben  Geraden,  parallel,  bestimmen  daher  mit 
der  Yerblndangslinie  der  Bpitsen  swei  congmente 
Dreiecke  oeg  nnd  dgf;  es  ist  daher  eg  =  |;d 
Zieht  man  nnn  dnrcb  g  die  Parallelen  gh  ||  ad, 
gi||ac,  gl||cb  nnd  g k  ||  d b ,  so  hat  man 
(entsprechend  90)  die  Dreiecke  1,  8,  5,  7  der  Reihe 
nach  den  Dreiecken  2,  4,  6,  8  congment,  also 

A  ach  =  1  +  3  +  5 +  7  =  2  +  4  +  6  +  8  =:AiKdb 

w.  s.  b.  w.  -<-  Mit  Hftlfe  des  soeben  nen  bewiesenen  Batses  Usst  rieh  s.  B. 
die  Aufgabe  lOsen,  ein  gleichseitiges  Dreieck  an  oonstmiren,  das  mit  einem 

gegebenen  Dreiecke  abc  gleiche  Fliehe  hat:  Man 

verseichne  über  ab  ein  gleichseitiges  Dreieck  abd, 

nnd  Aber   dessen  H5he  df  einen  HalUureis  (der 

übrigens  anch  leicht  entbehrt  werden  kamij  wenn 

sich  Jemand  daran  stossen  sollte,  In  der  Dreiecks« 

lehre  einen  Kreis  sn  finden),  —  siehe  oe  ||  ab, 

"^^>^y\      —  trage  fgs=f  e  ab,  nnd  siehe  von  g  ans  gh  ||  ad 

'     T^T>  und  gi||db.    Da  Ael^bsrAacb,  so  ist  die 

^       CJonstmction  oifenbar  richtig,  wenn  gb  ||  ki,  also 

entsprediend  ag  ||  kh.   Nan  ist  (91,  93)  nach  Constmction  wirklich 

f  g :  f  k  s=  f  e  :  f  k  ==  f  d  :  f  e  =  f  d  :  f  g  =  f  b  :  f  i 

oder  gb  II  kL  —  Ebenso  Usst  sich  s.  B.  ein  Drei- 
eck ABC  von  einem  Pnncte  D  ans  in  drei  gleiche 
Theile  theilen,  wie  beistehende  Figur  seigt,.  in  der 
AEz=EF  =  FC,  EO|j  ABIJFH,  nnd  endlich 
OI||BD||BK.  Der  Beweis  brancht  wohl  kaum 
beigefügt  sn  werden,  da  die  Constmction  eine 
unmittelbare  Anwendung  des  Satses  vom  Ecken- 
Verschieben  Ist 

lOft»  Eifiige  isoperirnttriielie  SItxe.  Haben  zwei  Dreiecke  gleicher 
BasiB  gleiclien  Umfang,  so  entspricht  (90)  demjenigen,  das  den 
kleinsten  und  grössten  Basiswinkel  hat,  die  kleinere  Höhe,  nnd  es 
hat  somit  auch  die  kleinere  Fläche,  während  das  gleichschenklige 
von  allen  solchen  Dreiecken,  das  gleichseitige  somit  aber  von  allen 
isoperimetrischen  Dreiecken  überhaupt  die  grösste  Fläche  besitat 

Ffir  den  Beweis  der  ersteren  Theile  des  Batses  dttrflen  die  gegebenen 
Andeutongen  genügen,  -^  die  Schlnssbehanptnng  aber  ist  ohnehin  schon  in 
SS  strenge  bewiesen  worden.  —  FUr  Isoperimetrie  überhaupt  Teri^  |,8imon 
Ltelli«r«  De  reiatione  mntna  capaoitatis  et  terminomm  flguraran,  seu  de 
maximls  et  minimis.  Pars  I.  Varsovi»  1782  in  4.,  und:  Polygonom^trie  et 
abr<g4  dHsopörimtoie  616mentaire.  Qenöve  1789  in  4.,  —  Jak.  StolBert 
Einfacher  Beweis  der  isoperimetrischen  Hauptsitee  (GreUe  18),  und:  Bnr  le 
maxfwum  et  le  mlniomm  des  flgures  dans  le  plan,  sw  la  sphtoe  et  daas 
Pespaee  en  gdndral  (Crelle  34),  —  etc«^ 
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W9.  Kt  IklHWmlM.  Jeder  toq  drei  Pmietea  cmer  Ocnden 
bestimmt  mit  den  beiden  andern  xwei  Abschnitte,  deren  Samme 
oder  Differ«n»  ihre  Distanz  darstellt,  je  nachdem  er  zwischen  ihnen 
viuneier  Theilpunct\  oder  auf  derselben  Seite  Ton  beiden  (äosaerer 
Theilpanct;^  Hegt  So  z.  R  bildet  eine  beliebige  Gerade  oder  »og. 
TnuWTCrsale  anf  den  Seiten  eine«  Dreiecks  entweder  zwei  innere 
und  einen  Sussemf  oder  drei  inssere  Thcflpuncte,  und  in  beiden 
Fallen  werden  die  Productc  der  nicht  an  einander  Uzenden  Ab- 
schnitte gleich  f  oder  bilden  ^vergL  116)  eine  sog. 


ar:¥e  =  a4:4b 
'  fa:a^^cf:ec 

>  ii  it.tfUVt^  fa      «,   irr«  Mx: 

r\  A7rljc;&£\rft  «e  Isft  ;2iK*cie  lies 


11^   Dl«Si  Vtttat  SHtt.  Jeri^  G^rftie.  w^Iciae  durch 
l'Sfkvksecke   i>fi;.    ÜktÜi     Sl^     c»   iV,r«:Ä£»   zzd    eine    zu 
l>ArÄ.\iei<  rr^^vVTCocju*  —  xrd  iwar    1.7,  w^bä  ae  dem  Dreiecks- 

^-ivJ^  KJLÄ  cje  ll.n>e  ei^xc  l^^axiiJ«!:«  bis  «r  Gwcaecke,  so  ist 
,Vs^  d-<  ^ijii.r:uj^:ian»  ier  t^ftc^a  as^rri  Sci:ea  ^rksck  4er  doppel- 
^f«  ^l^;AirJC*a:sl::^^e  i^  V<r^ijiiiz:T;C^je  lai  emser  ier  Hälften.  — 
*^v'H  im»  v,*tt  i;at  lVfv<^:i^«^:i^a  iirci  eiajea  PsKt  Gerade 


I 


tJx'.v«    $;»f    ^;,V     i^e   Sfi.r;ja  ic»    i.ks^   i.«   ?r.>i'nÄ!   der 


Cuv^Aask*»  •v^.cc.a  A>«5CJA.r^j  ^.<xi  w^ri^iu.  —  ISs  Senkrechten 
>iv'«  tfCKn»  l^xivw  ax:  i^  lV-«vi«<.:«  tüi^i:^  £ä«  *i3  so.  da« 
i<    S^x.a^:^s>xit:xt«>tfc  i^c    5.vit    aat   ^iMc^ier    ä«j«niiea   AWcknitte 


«"•t^f'KTKii   ^t>4*.u  tarne    Kr%v<-     ;.  «    4t«    i^-fi:«   J^lUt   m 
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Winkel  haben, 

(a,  e,  o)  :  (b,  e,  d)  =  a  .  e  :  b  .  e  ==  a  :  b 
und,  da  sie  anderseits  gleiche  Höhe  besitzen, 

(a,  e,  c)  :  (b,  e,  d)  =  c  :  d 

also  mnss  sich 

a:b=:  c:d 
verhalten,  w.  z.  b.  w.  Da  ferner  (103,  98) 

•    ^^£    d— .8in(a-Hy)    Bin(/?  +  y)       Siny   Siny_ 
e'e       e "  e  "^      Bin/?      *      Bina  Sin/?*8ino^~ 

_Sin«(«+y)-SinV_[8in(«+y)  +  Siny][8in(«  +  y)^Siiiy]_ 
Bin«  Bin/?        ""  Bina.  Sin/?  ~ 

4Slni±?^Cos^.SinfCo.^-^ 

""  Sin  a  .  bin  ß  "^ 

so  hat  man  auch 

a .  b  —  0 .  d  =  e*  oder         '  a .  b  =:  c .  d  +  e' 

d.  h.  es  ist  das  Product  sweier  Dreiecksseiten  gleich  dem  Producte  der  durch 
die  Bissectrix  ihres  Winkels  gebildeten  Abschnitte  mehr  dem  Quadrate  dieser 
BIssectrix.  Ist  anch  f  die  Bissectrix  von  /?,  so  ist  entsprechend  a  (c  -4-  d)  = 
g .  h  4-  f*  und  da  ftberdless  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze 

d:c  =  b:.  Ode,      d  =  -t^*±^       «.d     .c=±^^±^ 

a+b  a+b 

g:h  =  »:(c  +  d)       oder      8=,^^^^       ""*      ''=>  +  c  +  d 
SO  folgt 
..b=c.d  +  e.=  ^^?  +  e.  und  .(c+d)=g.h+f.=A|±|^,+f. 

Sollten  in  einem  Dreieck  e  =  f  sein,  so  müsste  daher 

>(b-c-d)  =  ab(c  +  d)[^^-^^^^''^^^,] 

selo ,  waa  offenbar  fOr  b  =:  c  +  d  statt  hat  W&re  dagegen  b  ^  (c  4-  d) ,  so 
wftre  auch  a  +  b^(a  +  e  +  d),  und  es  würde  sich  also  aus  obiger  Qlelch- 
belt  die  Ungereimtheit  dl  =s  ip  ergeben.  Es  bedingt  also  e  ==  f ,  wie  ich  schon 
1843  (Grunert*s  Archiv  III  446)  zeigte,  das  Vorhandensein  eines  gleichschenk-^ 
ligen  Dreieckes.  —  Der  zweite  Satz  geht  aus  93:3  hervor;  denn  aus 

C|«  =  aj«  +  b«  — 2ai.x        und        c,«  =  a,«  +  b«  + 2a,  x 
folgt,  unter  Voraussetzung  von  aj^a,,  durch  Addition 

Cj«  +  c,»  =  a(a«  +  b«) 
w.  a.  b.  w.  —  Der  dritte  Satz ,  welcher  durch  Giovanni  Ge¥a  (Mailand  10 . . 
—  17 . . ;  Commissar  der  erzherzoglichen  Kammer  zu  Mantua  und  Bruder  des 
Jesuiten  Tommaso  Ceva  1648^1737,  der  Professor  der  Mathematik  zu  Mai- 
land war),  dessen  Namen  er  oft  trSgt,  in  seiner  Schrift  ^De  lineis  se  Invicem 
secantibus.  Medlolaoi  1078^,  und  dann  sp&ter  wieder  von  Johannes  Bcmonlll 
(Opera  IV  83}  ausgesprochen  wurde,  geht  sehr  leicht  aus  dem  Transversalen- 

satze  (109)  hervor;  schreibt  man  diesen  nftmlich  flkr 
^acd  mit  Transversale  bf,  sowie  fBr  ^bcd  mit  Trans- 
versale ae  auf,  so  erh&lt  man 

f^y^\   /  ^-sS^i                          ab.dg.cfs=bd.gc.fa  1 

da.  be  .  cg=  ab  .  ec.  gd  S 

X 

dU^i               ^                       ad.be.cf  =db  .ec .  fa  S 
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w.  I.  b.  w.  Verhllt  sieh  ad:db:=m:ii  md  be:ees=o:m,  eo 

aaeli  8  notliwendlg  «nch  c  f :  f  a  ^  n :  o  Terhaltea,  mid  ans  1  folgt  eoden 

eg  ^_  ab     cf m  +  n     n a  +  n  - 

dg""bd*Tir*"      n      *  o  *"      o 
Au  dereeiben  Figur  ergibt  sieb  naeb  08,  data 

»d/  +  djg«  =  ag«  =  f,at  +  f,gt 
fjg«  +  ef,«=cgt  =  e»e«  +  e»g« 
etgt  +  bett  =  bg«  =  dtb«  +  d^g« 

adi«  +  bei«  +  cfi«  =  d4b«  +  eic«  +  ^a«  S 

womit  ancb  nodi  der  vierte  Sati  erwiesen  ist  —  Ifit  Htife  dca  Pythago- 
rüKbea  Lebrsatses  findet  man  femer,   dass,  wenn  «,  ßj  f  irgend 

Ponete  einer  Geraden,  md  M  die  ProjeellOB 
^      ftnssem  Pnnetes  N  anf  dieselbe, 

Um{Mß  +  mfipf  +  UrOILf^ßf)€tß'i'VW.mr 
r^     Non  ist  aber  offenbar 
^  f       ^--^     Um.ßr  +  Ur.mßzzOiß  +  aßißf'^Oiß-ßry^ß 

also  hat  man 

d.  h.  den  sog.  6ats  von  Stewart»  welcher  aaeh  als  eine  Srw^tennig  den 
obigen  iweiten  Satses  betrachtet  werden  kann,  da  dieser  aas  ihm  flir  mßssßf 
sofort  henroigeht. 

Hl.  Du  Ceitnui  der  Ecken  ud  um  Gentm  der  Seitei.  Die 

in  den  Mitten  der  Dreieckaaeiten  errichteten  Senkrechten  achneiden 
aich  (110)  in  Einem  Pnncte,  der  von  aUen  Ecken  gleich  weit,  näm- 
lich nm  den  aog.  Radlas  (^),  absteht,  daher  Centm  der  Bckes 
heisat,  nnd  (83)  überdiesa  die  Eigenschaft  beritst,  dmsa  von  ihm  ana 
jede  Seite  nnter  doppelt  so  grossem  Winkel  erscheint  als  von  der 
Gegenecke  aus.  Da  femer  ein  von  beiden  Schenkeln  eines  Winkels 
eqnidistanter  Pnnct  (91)  in  seiner  Bissectrix  liegt,  nnd  jeder  in  der 
Bissectrix  liegende  Pnnct  eqnidistant  ist,  so  ftllt  der  Dnrehsehmtta- 
pnnct  der  Bissectrissen  zweier  Dreieckswinkel  anch  in  die  Bissectrix 
des  dritten,  nnd  dieser  von  aUen  Seiten  gleich  weit,  nämfich  nm 
dma  sog.  Apotkenm  (a),  abstehende  Pnnct,  heisst  Centnun  der 
Selten*  Hat  das  Dreieck  die  Seiten  a,  b,  c  nnd  ist  h  die  der 
Seite  c  entsprechende  Höhe,  so  findet  man  (94,  106)  leicht,  dass 
-*       •^  j  ch 


2h  ™^  a+b  +  c 

an  setaen  sind. 

BehaeidcB  aieh  die  ia  den  Mitten  D  nnd  £  der  Dreieektaeltea  AB=e 
«ad  BC=:a  erriehteten  Seabeehten  in  M,  and  AUt  imb  tob  M  die  Seak- 
rechte  MF  aaf  die  dritte  Seite  ACsb,  so  mvsa  nach  110:5  aaeh  F  in  der 
Mitte  vea  ACliegen,  and  M  hat  (aach 84}  Ton allen Bekea  deaeetben  Ahataad f, 
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oder  Ist  Gentmm  der  Ecken.    D»  ferner  (nach  88)   /.  B  M  G  =  3  f   nnd 
Z.0MA=s2y,  so  ist  ^BMA=s2(f»  +  t)  =  3.^BCA.   EndUch  folgt 

(nach  105) 


c 
3 


D^DÖ 


also 


ab 


^  =  -3h 

w.  B.  b.  w.  —  Dass  flieh  die  Biasectriesen  der  Dreleckawinkel  in  Einem,  von 
aUflB  Seiten  equidistanten  Pnncte  O,  dem  Centrum  der  Seiten,  schneiden, 
kann  wie  im  Texte  erwiesen  werden,  —  oder  anch,  unter  Annahme,  daas 
s.  B.  CD|  und  AE|  Bissectrissen  seien  nnd  BF|  durch  ihren  Sohnittpnnct  O 
gesogen  werde,  naoh  110:8  nnd  dem  sweiten  Theile  dea  ersten  Batses  yod 
110.  Xadllch  folgt 

«I       ch  ,      «       aa    .    ha    .    c»  ch 

wie  an  beweisen  war. 


also      atss 


a  +  b  +  o 


US.  D«r  8€kwerpuet  ud  der  lökenfuct  —  Die  von  den 

Dreieckaecken  nach  den  Mitten  der  Gegenaeiten  gehenden  Geraden 
ichneiden  aich  (110)  in  Einem  Panete,  dem  sog.  Scbwerpuncte^ 
der  (89)  von  jeder  Ecke  nm  Vs  der  Verbindungslinie  absteht  Ebenao 
treffen  aich  (HO)  die  drei  Höhen  eines  Dreiecke  in  Einem  Pnncte, 
dem  80g.  HSbenpiincte  9  nnd  verbindet  man  diesen  Letztem  mit 
dem  CSentmm  der  Ecken ,  nnd  theilt  die  Verbindangslinie  in  drei 
gleiche  Theile,  so  fUlty  wie  Eoler  zuerst  zeigte,  der  zweite  Theil- 
punct  mit  dem  Schwerpuncte  zusammen. 

Dass  sieh  sowohl  die  von  den  Dreiecksecken  nach  den  Mitten  dar  Gegen- 
leiten  gesogenen  Geraden,  als  die  drei  Höheni  Je  in  Einem  Pnncte  schneiden, 
liest  sich  entsprechend  den  im  vorigen  Satse  dnrchgeftthrten  Beweisen  nach 
^  110:8,  5  aeigen.  Ersteres  braucht  kaum  weiter 

ansgeftthrt  sn  werden ,  nnd  dass  d  b  :  b  e  ==  2  : 1 
oder  also  db:de=:2:8  und  ebenso  gb:bf=:S:l 
folgt  ebenfalla  unmittelbar  aus  110  :i.  Fttr  Lets- 
teres  kann  man  folgenden  Gang  einschlagen:  Ist 
der  HOhenpunct  a  durch  gi  J_md  und  ml  I  dg 
t  geftinden,  nnd  trüft  die  von  ihm  auf  mg  ge- 
sogene Senkrechte  in  h|  auf,  so  hat  man  nach  110 : 5 

mi«  +  dl«  +  ghj«  =  id«  +  lg«  +  h,m« 

oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  i  g*  -f  m  1*  mit  Hülfe  des  pythagoriischen 
Lehisatses  addirt 

mg<4-md*  +  gh|*=:dg*4-mg'  +  l^im'    oder    gh|«  — h|m«  =  dg«  — md« 

FiUt  aber  die  Senkrechte  von  d  auf  mg  in  h^  ein,  so  hat  man  nach  dem 
pyüu^riischeo  Lehrsatae 

dg» — ght'csmd»  —  h,m»         oder         gh,» — h|m*=:dg'  —  md* 
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ghi«  — li4m«  =  gh^«  — 14111«  oder  gh|  —  h|  m:=gli|  —b^m 
sein,  was  nar  möglich  ist,  wenn  h|  nnd  b,  snsa^nmenfiJlen.  —  Um  endlich 
den  von  Bnler  (Novi  Comment  Petrop.  XI)  auBgesprochenen  laerkwftrdigen 
8ati  jsu  erweisen,  verlängere  man  ab  über  b  hinaus  um  bc^  Vt  *^) 
und  verbinde  den  so  erhaltenen  Punct  e  mit  e  und  f:  dann  ist  offenbar 
Abceoo^adb  und  /^bcfco^abg,  also  ce||dh  und  fc||gi|  also  e  noth- 
wendig  Centrum  der  Ecken,  w.  s.  b.  w. 


Xin.  Das  Viereck  und  Vieleck. 

IIS»  Das  nereck.  Das  Viereck  ist  (81)  der  zwei  gemeinen 
Formen  (0,1)  und  (1^)  mit  der  Winkelflomme  4Ry  nnd  der  über- 
schlagenen  Form  (2,2)  mit  der  Winkelflumme  8  R  fähig.  Ffir  Con- 
graenz  und  Aehnlichkeit  vergl.  82,  — «  für  die  Fläche  im  Allge- 
meinen 117.  Speciell  für  das  gemeine  Viereck  ist  Letztere  (107) 
gleich  dem  halben  Producte  einer  Diagonale  in  die  Summe  der 
Entfernungen  der  Qegenecken  von  derselben,  —  oder  gleich  dem 
halben  Producte  beider  Diagonalen  in  den  Sinus  ihres  Winkels.  — 
Ein  gemeines  Viereck  mit  zwei  parallelen  Gegenseiten  (Basen)  heisst 
Trapez  9  und  seine  Fläche  ist  gleich  ihrem  arithmetischen  Mittel 
multiplicirt  mit  ihrem  Abstände.  Werden  auch  noch  die  beiden 
andern  Seiten  (Schenkel)  parallel,  und  daher  (89)  jede  zwei  (Gegen- 
seiten gleich,  so  hat  man  ein  ParaUelovramin  oder  Zeileck f 
jede  seiner  Diagonalen  hälftet  dasselbe  und  die  andere  Diagonale, 

—  seine  Nebenwinkel  sind  supplementär,  seine  Gegenwinkel  gleich, 

—  und  seine  Fläche  ist  gleich  dem  Producte  einer  Seite  (Ghnnd- 
linie)  in  ihre  Entfernung  von  der  Gegenseite  (Höhe).  —  Ein 
gleichseitiges  Parallelogramm  heisst  Rbombiüy  ein  gleichwinkliges 
Reetateeky  ein  gleichseitig -gleichwinkliges  ^adrat»  Die  FlAche 
des  Quadrates  ist  gleich  der  zweiten  Potenz  einer  Seite,  —  im 
Rhombus  aber  halbiren  die  Diagonalen  die  Winkel,  und  stehen  zu 
einander  senkrecht 

Sehr  h&uflg  findet  man  angegeben,  es  seien  awel  Vierecke  auch  coagnient, 
wenn  sie  4  Seiten  und  einen  Winkel,  oder  wenn  sie  8  Seiten  nnd  die  der 
4.  Seite  anliegenden  zwei  "Winkel  gleich  haben.  Es  können  Jedoeh  diese  Sitae 
schon  durch  blosse  Anschauung  snrOckgewiesen  werden;   denn  die  Viereeke 

aßyi  und  ab  cd   haben  die  Seiten 
V<::""V>^  7"    -7  -^      C  arfzzad,  ^jr^dc,  r/7=cb,  ^«cba 

/        y'^'^'l       T        "^^^  und  die  Winkel  «=a,  —  nnd  ebenso 

/     y/  nV        /  Nv        haben  die  Vierecke  abcd  nnd  ABCD 

/    /- L\../ \    die  Winkel  a  =  A,  b=sB,  «id  die 

*  ^  a   b  A.  II    g^j^^  ad=AD,  dosDC,  cbssCB, 

wie  PS  Jene  Satze  fordern,   und  sind  doch  nichts  weniger  als  oongmeat   Ks 
sind  also  jene  BäUse  nicht  allgemein,   sondern  nur  bedingt  richtig.  —  Von 
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allen  Trapesen,  die  gleiche  ÜÖhe  und  gleiche  Basen 
haben,  beeilst  das  gleichschenklige  den  kleinsten 
Umfang;  denn  zieht  man  dg  ||  cb  und  eh  ||  af, 
so  haben  die  Dreiecke  adg  nnd  heb  bei  gleicher 
Basis  gleiche  Höhe,  also  ist  (90)  he  +  eb<ad 
k  C      h        +  d  S*  —  Zieht  man  in  einem  Vierecke  sn  jeder 

Diagonide  eine  Parallele  durch  die  Mitte  der  andern,  nnd  verbindet  den 

Dnrchschnittspnnct  der  Parallelen  mit  den  Mitten 
der  Seiten,   so  serfUlt  das  Viereck  in  4  gleiche 
Theile.   8o  s.  B.  ist 
afcg=:y,(abe+aec)=Vt(Äbc+bec)s=V,(abc+bic)=: 

=zV,(abi+aic)=:-j(abd+acd) 

w.  s.  b.  w.  Es  soll  dieser  Bati  suerst  von  Brnne 
(Grelle  22)  mitgetbeilt  worden  sein.  —  HUflet  man 
die  Seiten  eines  Vierecks,  nnd  verbindet  je  die 
Mitten  zweier  Kebenseiten  durch  Gerade,  so  ist  offenbar  das  so  entstehende 
Viereck  ein  Parallelogramm,  dessen  Seiten  parallel  lu  den  Diagonalen  des 
eneogendeii  Vierecks  nnd  gleich  ihren  Hälften  sind.   Mit  Benutsung  hiervon 

bat  man  aber  nach  104 : 4 

''•=(Ty+(T)'-2T4-^»(^~''-*> 

+ 

g.+h-a.[(iy+(4)>i-(e.+f.) 

oder:  In  jedem  Vierecke  ist  die  Quadratsumme  der  die  Bfitten  der  Gegen- 
seiten verbindenden  Geraden  gleich  der  Hälfte  der  Quadratsumme  der  Diago- 
nalen. •*  Nach  derselben  Formel  hat  man  femer 


b»=( 


3 

e 


•y)«  +  (-5~x)t-2(i.-y)(-i-x)C0S9 

c«  =  (|-y)t  +  (^  +  x)t-2(-l-y)(y  +  x)Cos(180-9) 

dt=:(±  +  y)i  +  (^  +  x)t-2(-|-  +  y)(|  +  x)Cos9 

also  durch  Addition 
a«  +  b»  +  c«  +  d«c=e«  +  f«  +  4(y«  +  x«  — 2xyCos9>)  =  e«  +  f«  +  4l« 

oder:  Die  Quadratsumme  der  Seiten  eines  Vierecks  ist  gleich  der  Quadrat- 
•Bmme  seiner  Diagonalen,  vermehrt  um  das  vierfache  Quadrat  der  die  Mitten 
der  Diagonalen  verbindenden  Geraden.  Aus  diesem,  schon  von  Bnler  aus- 
gesprochenen Satse,  folgt  fOr  das  Parallelogramm,  wo  i  =  0  ist,  speciell:  In 
jedem  Parallelogramme  ist  die  Quadratsumme  der  Seiten  gleich  der  Quadrat- 
snmme  der  Diagonalen. 

U4«  Die  Tetragonometrie.  Statt  analog  der  Trigonometrie  eine 
eigene  Tetragonometrie  auf  zustellen ,  lassen  sich  die  Aufgaben  am 
Vierecke  bequemer  mit  Hülfe  der  erstem  auflösen.   Sind  s.  B.  die 


Winkel  «,  /f,  y,  i  bckwint,  so  erhalt  man  (vcrgL  Fig.,  sowie  ICB; 
104:5)  um  h  ans  a,  oder  a  aus  b  zn  bestimmen: 

b  =  a}U  +  g  +  l»)  (f+g  — *»)  * 

wo  ^ 

^      Sinv«-^r)        ^      Sint/?+^  ^  2 

angenommen  mirden. 

Kack  103  «Bd  101 :5  erhJlt  maa  xmichst  aas  4er  Figar 

X  :  a  =  Sin  y  :  Sin  («  +  7) 
T  :  a  =  Sin  4  :  Sa  (ß-^  9) 


dssJ/iTCoa-^^^ 

and  hicnn  dazck  KJafJfcTmiy  der  mtf^Krtaaea  S 
fort  1.  —  Fttr  eiae  andere  beueaeade  Aafgabe,  die  log.  Potheaoi'a^e, 

311. Ver^  aack  ,Sl.  Bttraaaa»  latrodocüo  ia  tetragoiiaiBelriaB. 

IIS)  ia  8^« 

Ulb  fiugt  yi^tmfciflgi  te  FuiHtltgiaHML  Verlängert  mma 
urei  Xcbcnseiten  eines  ParaUelogrammcs  so,  daaa  die  Endpnncte 
mit  der  Gegeneckc  eine  Gerade  bilden  •>  Fig.  1),  und  halt  den 
einen  Endpunct  ,,a^  als  Fol  fest,  so  beschreiben  v^,  S9)  die  Ecke 
(c^  und  der  andere  Endpunct  „V  ähnliche  Wege,  indem  bV  B  cc' 
und  b  V  :  cc*  =  ba :  ca.  Y&  beruht  hierauf  der  sog.  SMrctaCkma^et 
oder  PHil08>'apk  —  Construirt  man  über  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks Farallelogramme  \,s.  Fig.  ?\  und  Tcriegt  die  Verbindungdmie 
(a)  des  Durchschnittspunctes  der  Gegenseiten  und  der  gemeinschaft- 
lichen Ecke  an  die  dritte  Seite,  so  bestimmt  sie  1113}  mit  ihr  ein 
SummenparaUelogramm.  Sind  speciell  jene  Seiten  Katheten  und  die 
Farallelogramme  Qiiadrate,  so  erhält  auch  das  Summenparallelo- 
gramm  über  der  Hvpotenuse  diese  letztere  lor  Höhe,  so  dasa  »nf 
diese  Wei«  der  sog.  pvtha^^rdische  Lehrsatz  ,^3"  neuerdings  er- 
viesen  wird. 

Weaa  b  c  a  seraie  »t,  so  TcrbJkIt  sick 

be:cc  =  bd:da 
b  V 

-^ — '-;'-— p?        •^*'*  Terbul  sieb  aa<k 

\  f  ^^'^.  b*<*:e*c't=b*d*:d'a 

f.^I^Üob  ist  b*e*a  aocb  gerade.  Somit  bat  asaa 
,'  b  c  :  b  a  =  b  e  :  b  d  =  b  •  e* :  b*  d*  =  V  c* :  V  a 

cd<r  «•  ia«  e  cM  b  b\   EaiLcb  bat  maa 

bb':cc*=rba:ca^bd:ed^da:fa 
w.  B.  bw  w.  Va  Itfo^era  VeriLiliaisae  befieblf; 
a«  b^'a:K8.  sind  c««'>^^:vb  iie  Scäb«  b  i.   da,  tc  aad  cf  aül 
<S*i.d;u5eaBt«r  lAVh«r  wr^rbea«  ia  w«Icbi»  b«i  t  aad  f  Kftt  ge^steckt 
CV\  w&b:t  B.fta  a^cb  difa  r^ta<«  c  aLs  P^>K  ia  w^lcb^m  Falle 
bbju;tfba  W«f«  b«Mcbmb<fl.    ESe  Id»*«  di«««s  aar 
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PUaMii  ato.  sehr  bequemen  Inatmmeiites  gab  etwa  1603  der  Jesuit  Chriatopb 
flchdaer  (Walda  In  Schwaben  1575  —  Neieee  1650;  Professor  der  Mathe- 
matik n  Freibnrg  i.  B.  nnd  Ingolstadt,  suletst  Rector  des  Jesuitencolleginms 
so  Nelsse);  auch  beschrieb  er  dasselbe  sp&ter  in  einer  eigenen  Schrift 
^tnt4^;rapbiee  sen  ars  delineandi  res  quaslibe^  per  parallelogrammnm  lineare 
sea  caYnin,  meehanicnm,  mobile.  Rom»  1681  in  4.*^  Seither  ist  der  ursprUn^ 
lieh  nw  ans  hölsemen  St&ben  bestehende  Pantograph  vielfach  umgestaltet 
worden,  wofllr  z.  B.  „Oeorg  Friedrich  Pairot  (Mömpelgard  1767  —  Helsing- 
fors  1853;  Professor  der  Physik  an  Dorpat  und  sp&ter  Academiker  in  Peters- 
bvg),  Description  d'nn  nonvean  pantographe  (M6m.  de  P^tersb.  1881),  — 
D.  Kttcii»  Abbildung  sweier  vervollkommneter  Pantographen.  Quedlinbui^ 
1866  in  S.,  —  etc.**  verglichen  werden  können.  —  Ffir  den  Beweis  des  Satses 

vom  Summenparallelogramm  genttgt  wohl  ein  Bück  auf 
die  beistehende  Figur.   Fttr  den  sog.  pythagor&isehen 
Lehrsats,   dessen  Erfindung  Pjrthagoims  nach   einer 
Ewar  wohl  (vergl.  98)  irrigen  Sage  mit  einem  Opfer 
von  hundert  Ochsen  feierte,  so  dass  (nach  Idehtenberg) 
seit  dieser  Zeit  bei  jeder  grossen  Erfindung  alle  Ochsen 
Sitten 9  —  hat  man  nach  und  nach  alle  möglichen  Beweise  aufgestellt,  wofBr 
s.  B»  auf  „Joh.  Joseph  Ignati  HoffmailD  (Mains  1777;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  an  Aschaffenburg),   Der  pythagor&ische  Lehrsats  mit  82 
Beweisen.    Mains  1819  in  4.  (3.  A.  1821)"   verwiesen  werden   kann.    Hier 
mögen  nur  noch  awei  dieser  Beweise  gegeben  werden,  die  beide  das  gemein- 

schaftUche  haben,  dass  die  Quadrate 
der  Seiten  des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes wirklich  dargestellt  sind:  Bei 
dem  Einen,  durch  ganae  Linien  ange- 
deuteten Beweise  sind  die  drei  Qua- 
drate so  in  Stftcke  aerlegt,  dass  die  mit 
gleichen  Nummern  versehenen  Theile, 
wie  man  ohne  Mfthe  nachweisen  kann, 
congruent  sind.  —  Bei  dem  Andern, 
durch  pnnctlrte  Linien  angedeuteten 
und  schon  von  Euklid  gegebenen  Be- 
weise ist  au  aeigen,  dass  b  a  d  S9  o  a  e 
und  baiCScbh,  und  dass  je  die 
ersten  Dreiecke  die  H&lften  der  Ka- 
thetenqnadrate,  die  sweiten  aber  die 
Hälften  der  Rechtecke  afge  und  bfgh 
sfaid,  in  welche  das  Hypotenusenquadrat  durch  die  sur  Hypotenuse  Senk- 
rechte eg  aerfUlt  wbrd.  Dass  sich  die  Hfllfslinien  ai,  bd  und  cg  wirklich 
hl  Einem  Pnncte  k  schneiden,  kann  (vergL  Omnert's  Archiv  IV  113)  leicht 
luiehgewiesen  werden. 

IIC  Du  Tieraeit  ud  ffie  bamonlsehe  Tkeiluig.  Sind  (s.  Fig.  1) 

69  ij  €,  b  vier  Ptmcte  einer  Geraden  A,  nnd  a^  b,  c,  d  die  von 
einem  Pnncte  B  nach  ihnen  fahrenden  Strahlen,  so  findet  man  (103) 
die  Proportion 

ttfc  ,  ttb  ^  8in(a,  b)      Sin  (a,  d) 

bc  •  bc         Sin(b,c)  *  Sin(d,c)  * 
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SO  dass,  wenn  die  einen  4  Elemente  sich  gleich  bleiben,  aach  das 
den  andern  entsprechende  Doppelverhältniss  gleich  bleibt.  Werden 
die  Doppelverhältnisse ,  wie  z.  B.  für  ab==bc  und  bb  =  oo,  oder 
für  (a,  b)  =  (by  c)  nnd  (b,  d)  =  90<^  gleich  der  Einheit,  so  heissen 
die  Puncto  nnd  Strahlen  harmontochy  nnd  entsprechend  heisst 
eine  dnrch  einen  innem  nnd  äussern  Theilpnnet  in  gleichem  Ver- 
hältnisse getheilte  Distanz  taarmoiilaeh  i^etbellU  So  s.  B.  wird 
(109)  jede  der  drei  Diagonalen  eines  Vierseits  (s.  Fig.  2;  x.  B.  ac) 
dnrch  die  beiden  übrigen  (ge  nnd  hi)  in  gleichem  Verhältnisse 
(ab:bc  =  ad:dc)  oder  harmonisch  geschnitten.  AUgemeiner  steht 
das  Ponctenpaar,  in  welchem  zwei  Diagonalen  eine  Transyersale 
schneiden,  zn  den  zwei  Ponctenpaaren,  welche  die  von  den  beiden 
übrigen  Ecken  ausgehenden  Seiten  auf  derselben  bilden,  in  !•• 
velatiMu 

Die  wechselseitigen  Besiehnngeii,  welche  (70)  iwisehen  den  Elementen 
einer  Geraden  nnd  eines  Strahlpnb1l8che]*8  bestehen,  höanen  offeabar  fest» 
gehalten  werden,  wenn  wir  die  beiden  GebUde  nva  ihrer  nrsprtBg^idiea  oder 
sog.  perapeetlTisehen  Lage  in  eine  mndere  gegenseitige,  eine  nog.  seNefc 
Lage  versetsen ,  —  nnr  l&sst  sich  in  letsterm  Falle  (wo  nnn  ebca  nicht  mehr 
jeder  Strahl  durch  den  ihm  entsprechenden  Pnnd  geht)  ra  cIbmb  Slemeot^ 
des  einen  Gebildes  das  ihm  entsprechende  Element  des  andern  Gebfldea  nicht 
mehr  nnmitielbar  finden,  wohl  aber  mit  Hfilfe  der  dnrch  Mnhiptication  der 

Proportionen 

ah:b    =8ln(a,b):8inf 

b    :hc  =  8in^         :8in(b,c) 

d    :ab  =  8in^         :8in(a,d) 

Jl/. Vf      \A  cb:d    =8in(c,  d):Bin^ 

*^     ^        *      -^        entstehenden  Proportion  1,  welche  daa  Wesea  dieser 


gegenseitigen  Beaiehnng  oder  sog.  Pi«J«ett¥itit  der  beiden  Gebilde  In  sich 

fasst    Sie  seigt  nns  nimlich,   daas,  wenn  man  sich  irgend  drei  Blcmenteo- 

paare:   aa,  bb,  cc  entsprechen  llsst,  m  jedem  Tierten  Elemente  b  oder  d 

des    einen  Gebildes   das   ihm   entsprechende   vierte   Element   d   oder  b  des 

andern  Gebildes  gefonden  werden  kann;  denn  setien  wir 

ab.Sin(c,b).8in(a,  d)  cb.ab.8in(a,  b) 

^       cb.R*iii(c,  d)   Bin(a,  b)  ^^  cb.ab.Sin(c,  b) 

so  das«  im  erstem  Falle  q,  im  iweiten  p  nur  bekaaate  OrOaaoi  enthlUy  so 

folgen  ans  1 

«—  •*  ^  at  +  tb                  j_                  .          ac 
P  =  --T--  =  — ^ —  oder  cb= =- 

8in(a^d)_8in[(a,c)4-(c,d)]                           ^x  _  q  -  Co«  (a,  c)     . 
'*~öincc,d)-  öln(c,d)  UtgCc,d}-. g___     9 

Fener  seigt  nna  1,  daas  immer  swei  Elemente  jeden  QehQdea  «of  glcichs 
Weise  Torkommen:  a  nnd  c,  b  nnd  b,  a  nnd  c,  b  vad  d.  Man  neoal  solche 
Elemente  sieh  wge#gto€t»  nnd  es  sind  daher  die  eatsprecheaden  Blementf 
▼on  nngeordneten  Elementen  ebenfaUs  einander  ingeordnet.  Da  eadll^  jeae 
^ropoiüon  keine  Oreese  enthllt,  welche  die  gcgemeltige  Lnfe  der  beiden 
Gebilde  bestimmt,  nnd  kein  Verbältniss  einer  Proportion  ^eich  Uelbea  kuB| 
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0^6  dA88  das  andere  anch  gleich  bleibe,  so  haben  wir  den  merkwQrdigen, 
schon  im  Texte  angedeuteten  und  von  StelDer  snerst  ausgesprochenen 
DoppelsatE:  Wenn  die  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  ihre  gegenseitige  Lage  nicht 
Tertndem ,  so  schneiden  sie  jede  Transversale  so  in  vier  Puncten ,  dass  ein 
gewisses  Doppel verhftltniss  ihrer  Entfernungen  unverändert  bleibt,  —  wenn 
dagegen  die  vier  Puncte  a,  b,  c,  b  ihre  Lage  nicht  ver&ndern,  so  bilden  jede 
vier  Strahlen  eines  Bttschels,  welche  durch  diese  Puncte  gehen,  solche  Winkel 
mit  einander,  dass  ein  gewisses  Doppelverh&Itniss  ihrer  ßinuszahlen  unver- 
Indert  bleibt  —  Von  diesem  Satze,  dessen  ersten  Theil  allerdings  Mppoa 
schon  kannte,  wollen  wir  auf  den  uns  vorzflglich  wichtigen  speclellen  Fall 
flbergehen,  wo  das  Doppel verhältoiss  der  Distanzen 

— r- :  — r-  =  1         oder  ab:ab  =  ab  —  oc:oc  —  ob  4 

0  0       €  0 

wird,  also  die  Dlstansen  der  4  Puncte  eine  harmonische  Proportion  eingehen, 
um  deren  willen  die  Puncte  selbst  harmonlsehe  Puncte  heissen,  während 
man  das  fUr  sie  speciell  gleich  der  Einheit  werdende  Doppelverh&Itniss  im 
Allgemeinen  das  anharmonloehe  Verhältnlss  genannt  hat  Gleichzeitig 
wird  auch  das  Doppelverh&Itniss  der  Sinuszahlen 

Sin(a,  b)      Sin(c,b)  _  ^ 

Sin(a,  d)  '  Öin(c,d)  "" 

Die  Strahlen  erhalten  entsprechend  den  Namen  harmonlsehe  Strahlen»  — 
2  und  3  sieben  sich  in 

._    OC.cb  ^ Sin(a,c)/8in(c,b)  ^ 

""ob  — cb  ^^  ^    ^""  Öin(.a,  b)  — Öin(c,  b).CosCa,c) 

susammen,  und  der  obige  Doppelsatz  kann  jetzt  folgendermassen  ausgesprochen 
werden:  Jede  vier  harmonischen  Strahlen  schneiden  jede  Transversale  har- 
monisch, -^  und  wenn  irgend  ein  Ponct  mit  vier  harmonischen  Puncten  ver- 
bunden wird,  so  entstehen  dadurch  vier  harmonische  Strahlen.  —  Setzen  wir 

ob=:— ^  +  ^,  so  folgt  nach  6 

^^^ac(.c-2a)  , 

und  hieraus  ergibt  sich  fOr  d=Vtac  sofort  cb  =  0  und  bc  =  0,  —  fOr 

d  =:  —  Vt  A  C  dagegen  c  b  =:  ~  0  c  und  o  b  ^  0.   Wenn  daher  ein  Punct  b  mit 

einem  der  einander  zugeordneten  Puncte  o  und  c  zusammenf&llt,  so  f&llt  auch 

der  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Punct  b  mit  demselben  zusammen. 

0  c 
Betsen  wir  endlich  ^  =  0,  so  wird  cb=:oo  und  ob  =  --ö-  =  l^c.   Wenn 

daher  ein  Punct  b  die  Distanz  zweier  zugeordneten  Puncte  o  und  c  h&lftet, 
so  liegt  der  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Punct  b  im  UnendlicheD. 
Verbindet  man  somit  eine  Dreiecksecke  mit  der  Mitte  der  Gegenseite,  und 
zieht  durch  die  Ecke  eine  Parallele  zur  Letztem,  so  bilden  diese  beiden 
Linien  mit  den  zwei  ttbrigen  Dreiecksseiten  vier  harmonische  Strahlen.  — 
Aus  6  folgt 

Setcen  wir  hier  (a,b)  =  (b,  c),  so  folgt  (b,  d)  =  00<^.  Wenn  somit  ein  Strahl 
b  den  Winkel  zweier  einander  zugeordneter  Strahlen  a  und  o  h&lftet,  so 
steht  der  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Strahl  d  zu  ihm  senkrecht  — 
Schreibt  man  den  Transversalensatz  (100)  fOr  die  Dreiecke  ach,  agc,  hgc 
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«nd  die  TraniverMleii  gb,  hd,  ai  »of,  so  erhllt  man  die  01eielihflifte& 

ab.ee.hg^bo.eh.ga 
cd.  ab. gl  ssda.bg.ie 

ga.be.  ci  esab.ee.ig 

— X 

ab  .  cdssbc.  ga  • 

w.   Auf  diesen  merkwürdigen  Sati,  n 

man   scbon  In  den  Bammlvngea  tob 


w.  s.  b.  ^ 
welcbem 


A 


i< 


/     ^  ■ 


(Lib.  VII,  proP.  131)  ein  Analogen  findet,  hat  Steloer  In  selncB 

„Oeometrlscben  Constmotionen.  Berlin  1838  in  8.*^ 
die  Lösung  mehrerer  AnlJB;aben  dnreb  blosse  As- 
wendnng  des  Ldneals  gegründet:  Soll  m  den 
drei  Pnncten  a,  b,  o  der  c  angeordnete  Tierte 
harmonische  Pnnet  d  gefunden  werden,  ao  si^t 
man  ae,  ag  nnd  cf  beliebig,  —  sodann  bf 
""--^  und  be,  —  endlich  hg,  welche  in  dem  ge- 
^     suchten  Puncte  d  einschneidet  —  BoU  an  drei 


■f; 


.•4 
zw 


-e^- 


^% 


/    y 

.JC 


•v     \ 


Strahlen  a,  b,  o  der  c  sugeordnete  vierte  har- 
monische Btrahl  d  gefunden  werden,  so  alelit 
man  durch  einen  beliebigen  Pnnet  e  in  e  swd 
Beliebige  f  g  und  h  i,  —  dann  die  Verbindungs- 
linien f  h  nnd  ig,  die  sich  in  k  sehneiden, 
nnd  damit  d  bestimmen.  —  Soll  an  der  Oersdea 
ab  durch  c  eine  Parallele  gesogen  werden,  so 
trilgt  man  auf  ab  irgend  swei  gleiche  Diatansca 
adssdb  ab,  —  sieht  ac  und  be,  —  Ton  a 
ans  die  Beliebige  ae,  —  dann  de  und  endUeh 
bf,  welche  ae  in  dem  Puncte  g  schneidet,  der 
mit  o  die  Parallele  bestimmt  —  Sott  durch 
einen  Punot  e  eine  Gerade  ei  geiogen  werden, 
welche  mit  swei  gegebenen  Geraden  ab  und 
cd  in  demselben  unsuglnglichen  Punete  o  lu- 
sammentrillt,  se  siebe  man  dnroh  e  swei  Be-> 
liebige  bg  und  df,  — •  von  dem  dadurch  b^ 
stimmten  h  die  Beliebige  ha,  —  endlieh  fp  und 
ag,  welche  sich  in  dem  Puncte  i  schneiden, 
der  mit  e  die  verlangte  Gerade  bestbrnnt  —  Ste. 
—  Die  Yon  h  (Fig.  2)  ausgehenden  4  StnUen 
)u  ha',  ha'',  he',  hd'  werden  einerseits,  und  die 
^  von  g  ausgehenden  4  Strahlen  ga',  ga",  gb', 
gc"  werden  anderseits  von  den  Transveisalcn 
a' d'  nnd   ai  so   geschnitten,   dass  nach  dem 


Stelner'sehen  Hauptsatie  die  anharmonischen  VerhUtnisse 


a'c' 
a"c' 


a'd' 
a"d^ 


ae 


ai 


a"e     a"i 


und 


a'b' 
a"b^ 


«aI« 


a«o 


a"o" 


ae 
a"e 


al 

a"i 


werden;  also  hat  man 


a'C 
a"c' 


a'd' 
a"d' 


a'b' 
a"b' 


«A«i 


a'C 


a"c" 


oder,  wenn  der  Symmetrie  wegen  d'  durch  b"  ersetst  wird, 

a'  b' .  a'  V :  a'  c* .  a'  c"  =  a"  b' .  a"  b"  :  a"  c' .  a" .  c" 


•  V 
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und  gtni  ebenso  werden  die  Beciehnngen 

V  c' .  b'  c"  :  b'  a' .  b'  a"  =  b''  c' .  b"  c"  :  b"  a' .  b"  a"  11 

c'  a' .  c*  a"  :  0'  b' .  c'  b"  =  c"  a' .  c"  a"  :  o"  b' .  c"  b''  M 

gefonden.  Von  diesen  Besiebnngen  zwischen  den 
Distansen  der  drei  Punctenpaare 

a',  a"  V,  b"  c',  c'^ 

ist  die  erste  von  G6rard  D^sargnes  (Lyon 
1593?  —  Lyon  1662?;  erst  Offleier,  dann  als 
Privatmann  in  Paris  oder  auf  einem  Landgute  bei 
Condrienz  lebend)  als  Definition  fUr  ihre  sog. 
lilT^liitioD  gegeben  worden.  Da  aber  die  von  h  ausgehenden  4  Strahlen 
ha%  hb%  hc',  hb"  einerseits,  und  die  von  i  ausgehenden  4  Strahlen  ia'', 
ib',  ie",  ib''  anderseits  von  den  Transversalen  a'd'  und  gb  auch  so  ge- 
sehnitten  werden,  dass 

a*c^  ^  a*b*^  ^  ge  ^  ^t_  ,         &*'  c" \  b<^c^^  _  ge      gf 

b'c'  '  b'b"  *"  b'e  '•  b'f  a''b'  *  b"b'  ""  b'e  '  PT 

a'c'     a'b''        a"c"     b"  c" 
b'o'  *  b'b"  ""  a"b'   '   b'b" 
so  iMsen  sich  10 — 12  aueh  durch 

a'  c' .  b'  a"  .  c"  b"  =  c'  b' .  a"  c"  .  b"  a'  IS 

und  die  analog  gefundenen  Gleichheiten 

b'  a' .  c'  b"  .  a"  c"  =  a'  c' .  b"  a"  .  c"  .  b^  14 

c'  b' .  a'  c"  .  b"  a"  =:  b'  a' .  c''  b'' .  a"  .  o'  IS 

ersetaen,  welche  somit  ebenfalls  als  Bedingungen  der  Involution  angesehen 
werden  können,  und  (da  sie  Gleichheiten  der  Producte  von  nicht  an  einander 
liegenden  Abschnitten  enthalten)  sugleich  begreiflich  machen,  wie  man  daau 
kommen  konnte,  der  Involution  von  6  Puncten  einer  Geraden  eine  Involution 
der  Dreiecksecken  und  gewisser  Theilpuncte  der  Seiten  (109,  110)  gegenflber^ 
anstellen.  Dass  endlich,  wenn  man  einen  Punct  mit  6  in  Involution  stehenden 
Puncten  einer  Geraden  verbindet,  auch  die  so  erhaltenen  Strahlen  In  lii¥0« 
latlmi  genannt  werden,  dass  awischen  den  Sinus  ihrer  Winkel  entsprechende 
Relationen  bestehen,  dass  sie  jede  andere  Gerade  wieder  in  6  Fnncten 
sehneiden,  welche  in  Involution  sind,  etc.,  l&sst  sich  mit  Hfllfe  von  1  und 
10 — 13  oder  18 — 15  ebenfalls  sehr  leicht  nachweisen.  ~  Fflr  die  sog.  oenere 
Geometrie,  weicht  theils  durch  Obiges,  theils  durch  einiges  beil&ufig  sp&ter 
Mitgetbeilte  in  ihren  ersten  Elementen  repr&sentirt  wird,  vergl.  „Garoot» 
Q4omteie  de  position.  Paris  1803  in  4.  (Deutsch  von  Schumacher,  Altena 
1807—1810,  2  Bde.  in  8.))  —  Poneclet»  Trait4  des  propri4t48  projectives 
des  fignres.  Paris  1832  in  4.  (2  4d.  1865—1866,  2  Vol.  in  4.),  und:  AppU- 
eations  d'analyse  et  de  g6om6trie.  Paris  1862 •- 1864,  3  Vol.  in  8.,  — 
Jak.  Steiner»  Systematische  Entwicklung  der  Abh&nglgkeit  geometrischer 
Gestalten  von  einander.  Erster  (und  einziger)  Thell.  Berlin  1882  in  8.,  —  Frans 
Seidewlts  (Erftirt  1807  —  Heiligenstadt  1852;  Lehrer  in  Heiligenstodt),  Das 
Wesen  der  involutorischen  Gebilde  in  der  Ebene.  Heiligenstadt  1846  in  8.,  — 
Karl  Georg  Christian  von  Standt  (Rothenburg  1798  ^  Erlangen  1867;  Pro- 
fessor der  Iffathematik  zu  Nflmberg  und  Eriangen),  Geometrie  der  Lage. 
Nflraberg  1847  in  8.,  und:  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage.  Nttmberg 
1854^1860,  3  Hefte  in  8.,  —  Christoph  Panlne»  Lehrer  der  Mathematik  zu 
Ladwigsbnrg:  Grundlinien  der  neuem  Geometrie.  Stuttgart  1853  in  8.,  — 
Benjamin  Witssehel  (Oschata  1822  —  Dresden  1860;   Lehrer  zu  Zwickau 

W»lf,  WwdW<iu    L  11 
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nDd  Dresden),  OniDdlinlen  der  neuem  Geometrie.  Leipsig  1858  in  8.,  —  W. 
Blumbergcr»  OmndzUge  einiger  Theorieen  ans  der  neueren  Geometrie  in 
ihrer  engeren  Beziehung  auf  die  ebene  Geometrie.  Halle  1868  in  8.,  —  Karl 
Theodor  Reye  (Hannover  1838;  Professor  der  Mathematik  am  schweiserischen 
Polytechnikum),  Die  Geometrie  der  Lage.  Hannover  1866 — 1868,  3  Abth.  in  8 , 
—  Jak.  Steiner  f  Vorlesungen  Über  synthetische  Geometrie.  Herausgegeben 
von  Kari  Friedrich  Crclaer  (Langenthai  1843,  Docent  der  Mathematik  mm 
schweizerischen  Polytechnikum)  und  Heinrich  Eduard  Sehrater  (Königsberg 
1829;  Professor  der  Mathematik  zu  Breslau).  Leipzig  1867,  2  Th.  in  8.,  — 
Job.  Heinrich  Ulrich  ViUlis  PfalT  (Erlangen  1824;  Professor  der  Mathematik 
in  Erlangen),  Neuere  Geometrie.  Erlangen  1867,  2  Th.  in  8.,  —  Heinrich 
Crretaehel»  Lehrbuch  zur  EinfQhrung  in  die  organische  Geometrie.  Leipzig 
1868  in  8.,  —  etc.",  —  sowie  für  praktische  Verwerthung  derselben  die  schon 
89  citirte  „Graphische  Statik"  von  Culmanii.  —  Anhangsweise  mag  noch 
beigefügt  werden,  dass,  wenn  man  in  l:ab  =  a,  bc  =  x,  cbs=b,  (a,  b)^a, 
(b,  c)  =  /?  und  (c,  d)  =^  setzt,  die  Beziehung 

iL.  ft  +  ^  +  3^  ^  S^"«       Bin(a  +  /g  +  y) 
X   •  b  "•  8in/?   •  Siny 

hervorgeht,  und  hieraus  folgt  (wie  ich  1843  in  Grunert's  Archiv  m  444 
zeigte),  wenn  

^^       a-f-b     V  Smo.bmy 

gesetzt  wird, 

Cos^  2 

eine  Formel,  welche  das  zwischen  zwei  messbaren  Theilen  a  und  b  einer 
Geraden  liegende  unmessbare  Stflck  z  finden  lehrt,  indem  man  von  einem 
seitlichen  Puncte  (B)  die  entsprechenden  scheinbaren  Distanzen  «,/?,/  misst 

IIV*  Dag  Yieleck.  Ein  Vieleck  kann  man  sich  seiner  Fläche 
nach  durch  Drehung  einer  Geraden  von  veränderlicher  Länge  ent- 
standen denken:  Man  wählt  irgend  eine  Ecke  als  Pol,  eine  der 
durch  sie  gehenden  zwei  Seiten  als  Ausgangslage,  die  zweite  als 
Endlage  der  erzeugenden  Geraden,  und  dreht  nun  die  Erzeugende 
80  um  den  Pol,  dass  ihr  Endpunct  den  Umfang  des  Vielecks  durch- 
läuft, —  wobei  ein  Drehen  in  entgegengesetztem  Sinne  offenbar 
negativen  Räumen  entspricht.  Da  hiernach  jedes  Vieleck  durch  eine 
algebraische  Summe  von  Dreiecken  dargestellt  werden  kann,  so 
verhalten  sich  (107)  ähnliche  Vielecke  wie  die  Quadrate  homologer 
Seiten. 

Einige  Beispiele  werden  hinreichen,  die  kn  Texte  gegebene  Vorscfarift  zur 
^  i  «  Bestimmung  der  Fliehe  irgend 

einer  Figur  in  verdentUchen : 
W  ählt  man  bei  I,  H,  m  je  a, 
f,  k  als  Pol,  und  ab,  fg, 
kl  als  Ausgangslage  der  er* 

_aeugenden    Geraden,    so    ist 

ihfmgK         m  1  offenbar  nach  jener  Vorschrift 
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I^abc-j-Aod-f-ade 
nsfgh—  fhi  sfgp  —  phi 
III  =2  klm  —  kmn  -\-  kno  :=  klmq  -{-  noq 

Zv*  denselben  Resnltaten  gelangt  man  anch,  wenn  man  einen  Pnnci  die  innere 
Seite  (vergl.  78)  des  die  Figur  bildenden  Zuges  durchlaufen  Iftsst,  und  die 
dabei  umschlossenen  Tbeile  als  negative,  die  übrigen  als  positive  Fl&chen  in 
Rechnung  bringt  —  Ein  erster,  der  obigen  Darstellung  nahekommender,  mir 
aber  erst  ktirslich,  nachdem  ich  schon  seit  bald  drei  Decennien  meine  Methode 
benutsi  hatte,  bekannt  gewordener  Versuch,  die  Fl&che  in  einer  alle  Figuren 
beherrschenden  Weise  su  ermitteln,  findet  sich  in  „Albrecht  Ludwig  Friedrich 
MelAtcr  (Hohenlohe  1724  —  Oöttingen  1788;  Professor  der  Philosophie  und 

Mitglied  der  Academie  in  GOttingen),  Generalia  de  genes! 
figurarum  planarum,  et  inde  pendenübus  earum  affectio- 
nibus  (Novi  Comment.  Soc.  Qotting.  Tom  I.  1771)".  — 
Ein  Vieleck  kann  mit  Hülfe  von  107  der  Fl&che  nach 
leicht  in  ein  Dreieck  verwandelt  werden,  wie  beistehende 
^_  M  Figur  seigt,  in  der  das  Fünfeck  abcde,  indem  b  durch 
f  b  f  II  c  a  und  d  durch  d  g  ||  c  e  in  die  Verlängerung 
von  ae  gebracht  wurden,  in  ein  eben  so  grosses  Dreieck  feg  umgesetzt 
worden  ist 

U8«  Die  PolygOOOnietrie.  Bezeichnen  ai  »3 ...  an  die  Seiten, 
ttf  02  •  •  •  <»n  die  Drehwinkel  eines  n-£cks,  X|  71,  Zj  72)  •  •  •  Xn  7n 
die  Coordinatoi  seiner  Ecken  in  Beziehung  auf  a^  als  Abscissenaxe 
und  den  Anfangspnnct  von  a|  als  Fol,  endlich  r  die  Anzahl  der 
ümdrehnngen,  so  hat  man  (94) 
Zf  =  El      X2  =  Xi  4-  a2  Cos«!      X3  =  X2  +  a3  Cos  («1  -h  «2) . . . 

Xn  =  Xn-i  -f  an  Cos  («1  -f  «2  +  •  •  •  +  «n-i) 

Ji  =  0   72  =  a2  Sin  «1   7s  =  Ja  +  «3  Sin  («i  -f  «2)  •  •  • 

Jn  =  Jn-i  +  an  Sin  («1  +  a2  + . . .  -+•  «n-i) 

und  daher  je  durch  Addition,  da  Xn  =  0  =  7n  sein  muss, 

o  =  ai-i-a2Co8a|+a2Cofl(ai+a2)+...-t-anCo8(oi4-...  +  an-i)  •• 
0=  a2Sinat-4-a3Sm(ai4-a2)  +  "'  +  anSin(ai+...-|-an-i)  • 
und  (80)  4rR  =  ai4-a2+aj+...  +  an  • 

welches  die  Gbundformeln  der  Fol7gonometrie  sind,  aus  denen  sich 
auf  ähnliche  Weise  Formeln  zur  Berechnung  einzelner  Elemente 
herleiten  lassen,  wie  diess  aus  den  entsprechenden  Grundformeln 
(103)  in  104  für  das  Dreieck  geschah. 

Anf  die  Ableitung  der  Formeln  1— >8  dflrfte  es,  nach  dem  im  Texte  dsrUber 
Gegebenen,  vnnOtliig  sein,  surflcksukommen.  Dagegen  mag  einerseits  in  Be- 
siehvng  auf  ihren  Oebranch  theils  anf  eine  entsprechende  Entwicklung  in  824 
hingewiesen,  theils  folgende  directe  Anwendung  gemacht  werden:  Bringt  man 
hl  1  and  3  je  das  Qlied  mit  an  anf  die  andere  Seite  des  Oleichheitsseichens, 
qnadrirt  und  addirt,  so  erhUt  man  nach  ganz  einCscher  Rednction  die  104 : 4 
amloge  Formel 
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*.•  =  Ä|  •  +  a,«  +  •  •  •  +  *■-!*  +  2  »1  ftf  Co»  Ol  +  2  a,  a,  Coe  a|  + 

+  2aia,CoB(oi  +  a,)  +  ...  +  2afcakCos(Ofc  +  ak^i  +  ...  +  ak_,) 

eine  Formel,  welche  offenbar  die  Aufgabe  lOet,  ans  (n  —  1)  Seiten  nnd  den 
(n  —  3)  von  ilinen  eingeschlossenen  Winkeln  die  n^  Seite  an  berechnen.  ~ 
Anderseits  ist  zu  erw&hnen,  dass  die  Formeln  1  und  2  inerst  von  Anden 
Johann  Lexell  (Abo  1740  —  Petersburg  1784;  Professor  der  Mathematik  und 
Mitglied  der  Academie  su  Petersburg)  in  yerschiedenen  Abhandlungen  r^e 
resolutione  polygonornm  rectilineomm  dissertatio  1  et  3  (NoTi  Comment  Petrop. 
19—20,  1776—1776)"  und  „Two  theorems,  by  whioh  the  Solution  of  polypons 
will  be  as  easy  as  that  of  trlangles  by  common  trigonometry  (Phil.  TranB. 
1775)  aufgestellt,  und  bald  darauf  auch  von  Simon  Lhnllier  in  seiner  schon 
108  erw&hnten  Polygonometrie  gegeben  wurden. 


XIY.  Das  centrische  Vieleck  und  der  Kreis. 


119*  Die  nach  den  Ecken  centrischen  Vielecke.  Findet  sich  zu 

einem  Vielecke  ein  Punct,  der  von  allen  Ecken  denselben  Abstand 
hat,  so  heisst  es  centrlsch  nach  den  Ecken^  der  Pnnct  Mlltel- 
ponct  der  Ecken  und  der  gleiche  Abstand  Radius»  Zerlegt 
man  es  vom  Centrum  aus  durch  Radien  und  Senkrechte  in  2  n  Drei- 
ecke, so  sind  jede  zwei  an  derselben  Seite  liegenden  Dreiecke  con- 
gruent,  und  alle  Seiten  halbirt.  Bezeichnen  a  und  b  zwei  Neben- 
seiten und  B  ihren  Winkel,  so  kann  man  nach 

^_  a^-f  b^  — 2ab.CosB 

'  4  Sin«  B 

den  Radius  berechnen. 

Ist  O  das  Centrum  der  Ecken  A,  B,  C, .. .  so  hat  man 

0  ^AOC  =  (180»  — 2.ABO)  +  (180*— J.OBC) 

A^r-^     '7K  8=860»  — 2  B 

und  daher 


—  /    ^C    V^  a«  +  b«  — 2a 
■"\28inB/  ""  Atäin«! 


*X    r^A-/  ,•      '     "'^    ^         •--T-M --bCosB 


B 
*    '  w.  «.  b.  w. 

ItO»  Die  sack  den  Seiten  centrifcken  Tieleeke.  Findet  sich  zu 

einem  Vielecke  ein  Punct,  der  von  allen  Seiten  denselben  Abstand 
hat,  so  heisst  es  centrlsch  nach  den  Selten,  der  Punct  Mittel- 
pnnct  der  Selten,  und  der  gleiche  Abstand  Apotbema»  Zerlegt 
man  es  vom  Centrum  aus  durch  Apothema's  und  Verbindungslinien 
mit  den  Ecken  in  2n  Dreiecke,  so  sind  jede  zwei  an  derselben 
Ecke  liegenden  Dreiecke  congruent  und  alle  Winkel  halbirt  Ucber- 
diess  ist  die  Fläche  gleich  dem  halben  Umfange  multiplicirt  mit 
dem  Apothema,  und  wenn  a  eine  Seite,  A  und  B  aber  die  an- 


^  Das  eentrisohe  Vieleek  und  der  ErelB«  —  lg5 

liegenden  Winkel  bezeichnen,  so  kann  das  Apothema  nach 

a  .  Sin  -5-  .  Sin  -5- 
a  = 


SinA+B 


berechnet  werden. 

Ist  O  das  Ceninun  der  Seiten  a ,  b , . . . ,  so  hat  man 

a  =  «(CtgA+Ctg4) 

a.Sin-^.Sin^ 
2  2 

a^ 


8in^  +  » 


w.  g.  b.  w. 


If  !•  Die  centrisehen  Yieleeke.  Findet  sich  zu  einem  Vielecke 
ein  Ponct)  welcher  Centmm  seiner  Ecken  und  seiner  Seiten  ist,  so 
beisst  es  centrli€h9  und  die  von  diesem  Mittelpuncte  mit  den 
einzelnen  Seiten  bestimmten  Dreiecke,  die  sog.  BestlmmangS" 
drelecke,  sind  (119,  120)  sämmtlich  congruent,  —  folglich  ist  das 
eentrisohe  Vieleck  regelmässig.  —  In  dem  regelmässigen  n-Ecke 
von  einfacher  Umdrehung  bestehen  zwischen  Winkel  (W),  Seite  (S), 
Radius  (R)  und  Apothema  (A)  die  Beziehungen 

90® 
Ist  femer  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  b  c  d  (s.  Fig.)  g>  = j 

80  stellen  S,  R,  A  Seite,  Radius  und  Apothema  eines  n-Ecks,  — 
8,  R,  r  und  s^,  r,  a  aber  dieselben  Grössen  für  zwei  2n-Ecke  dar, 
deren  erstes  mit  dem  n-Ecke  gleichen  Radius,  deren  zweites  dagegen 
gleichen  Umfang  mit  ihm  besitzt,  und  nuin  hat  (93,  94) 

S  =  2R.Sin2y=:-^V4R2— s«,      a  =  ^^^^,      t^VTS  % 

Im  Bestinunungsdreiecke  des  10-Ecks  der  Seite  s  macht  die  Bissectrix 
eines  Basiswinkels  auf  dem  Oegenschenkel  R  einen  sog.  goldenen 
Sehnlit,  daR:8=»8:R  — s.  Es  folgt  hieraus  (18)  der  leicht  con- 
struirbare  Werth 

8  =  A(K5_1)       während  nach  2       S««R«  +  b«       • 

gefanden  wird« 
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BeEeichnet  P  die  Unge  des  ganzen  Umfange  oder  den  sog. 
des  regelmässigen  n-Ecks  von  einfacher  Umdrehung,  so  folgt  nach  den  For- 
meln 1,  welche  wohl  keiner  Ableitung  bedQrfen,  und  mit  HOlfe  von  100:2 

180® 
P  =  n.S  =  2nRSin-^^  = 

n 

=  2  R  [3,1416927  —  -^  .  0,6459641  + . . .]  1 

Zur  Ableitung  der  ersten  Formel  2  erhält  man  aus  der  Fignr 


Bin9  =  -sT^ 
^       2R 


also  ist 


Cos9  =  Vl  — Sin«9  =  ^V4R«  — »« 

und  somit 

8In2  9)  =  2Bin9Cos9  =  -^^V4R«  — »« 

Alles  Uebrige  ist  wohl  selbstverständlich,  —  sowie  die  Ableltong  der  übrigen 
Formeln  2;  dagegen  ist  auf  die  nothwendige  Qrössonfolge 

A<a<r<R 
aufmerksam  lu  machen,  auf  der  ihre  Anwendung  in  122  beruht  —  Im  Be- 
stimmungsdreiecke des  Zehnecks  ist  offenbar  der  Winkel 
an  der  Spitze  a  =  36<*,  —  also  beträgt  jeder  Btsis- 
Winkel  72<^  =  2a,  und  es  zerfällt  durch  die  Bisectriz 
eines  der  Letztem  das  Bestinunungsdretoek  In  zwei 
gleichschenklige  Dreiecke,  von  denen  das  Eine  dem 
Ganzen  ähnlich  ist,  und  so  die  im  Texte  erwähnte  Pro- 


portion  ergibt.   Aus  dieser  folgt 

s"  +  R  •  •"  R*  =  0      oder 
und  hiemit  nach  2 


.=-5.(yS_l)     und 


(8-V6)    S 


8.  =  s.(4-4)  =  .«(.-^^)  =  .«a  +  ^4^) 


R» 


2 


=  s«(l  + 


R« 


)  =  s«(l  +  ^)  =  s«  +  R« 


8  —  ^5 

oder  3.  Construlrt  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  der  Katheten  R  und  ' ,  B, 
so  stellt  die  Hypotenuse  y,  R  Yi  dar,  also  der  Uebersehuas  derselben  aber 
Vi  R  nach  6  die  Seite  des  Zehnecks,  und  aus  dieser  und  R  läaat  aioh  sodaan 
offenbar  nach  3  auch  die  Seite  des  Fünfecks  construiren. 


Vn.  Das  eentruche  UneDdlicheck.  Im  Quadrate  der  Seite  1  ist 


A  =  y^,R^±V2 


0,707107.   Berechnet  man  Iderans  successiTe 


nach  121:2  für  das  8,  16,  32,... -Eck  a  und  r,  so  nahem  sich 
beide  dem  Werthe  0,636620,  der  somit  für  das  Unendlicheck  gilt 
Bezeichnet  man  daher  in  einem  solchen  das  Verhältniss  TOm  halben 
Umfange  zum  Radius  oder  die  sog.  Ludolpta'Mhe  Kahl  mit  ^ 
80  ist  2 

"  =  ■Ö;63662Ö  ==  ^'^*1® 
oder  angenähert  22:7,  355:113,  etc. 
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Reehoet  imui,  iheils  wie  im  Texte  vom  Quadrat  der  Seite  1,  theüs  auch 
vom  Sechseck  der  Seite  1  (wo  A  = -^  ^3  =:  0,866025  und  R  =  l)  ausgehend, 
so  erhftlt  man  nach  121 : 2  successive 


Eck 

a 

r 

Eck 

a 

r 

8 

0,603553 

0,653282 

12 

0,933013 

0,965926 

16 

28417 

40729 

24 

49469 

57662 

32 

34673 

37643 

48 

53566 

55612 

64 

36108 

36875 

96 

54589 

55100 

128 

36492 

36683 

192 

54845 

54973 

256 

36588 

36636 

384 

54909 

54940 

512 

36612 

36624 

768 

54925 

54983 

1024 

36618 

36621 

1536 

54929 

54931 

2048 

86619 

36620 

3072 

54930 

54930 

und  somit 


=  3,14159 


3 


=  0;954930=«'^^^^^ 


0,636620 

Yergl.  ftlr  die  sp&iem  Deoimalen  von  n  die  Tafel  VII,  —  für  die  arithmetische 
Bestimmung  51  und  52,  —  für  die  betreffenden  N&herungshrüche  29;  auch 
aus  121 : 4  kann  n  für  n  =  cx>  entnommen  werden.  —  Ueber  den  von  Antl« 
pboDt  einem  knrs  vor  Aristoteles  lebenden  Geometer,  gemachten  Versuch, 
den  Kreis  su  berechnen,  vergl.  meine  Note  in  den  Bemer-Bfittheilungen  von 
1846.  Etwas  sp&ter  fand  Areblmede«  (vergl.  das  in  seinen  unter  2  auf- 
geflUirien  Werken  enthaltene  Buch  „  ^^j^i^i^dov«  »vmXov  /utipiai/i^  oder  „Archi- 
medis  dimensio  circuli),  indem  er  den  Kreis  swischen  ein  eingeschriebenes 
und  ein  umgesehriebenes  96-Eck  einschloss,  dass  der  Kreisumfang  kleiner  als 
das  3 Vy fache,  und  grösser  als  das  3 ^%| fache  des  Durchmessers  sei,  und  es 
wurde  von  da  weg  der  Ann&herungswerth  nzsSy^,  den  wir  oben  ans  dem 
96-Eck,  d.  h.  a  =  0,955 ^r  setzend,  gerade  auch  h&tten  erhalten  können, 
fast  allgemein  in  der  Kreisrechnung  gebraucht.  W&hrend  sich  dann  s.  B. 
Nicolans  von  Cusa  oder  CnMDU«  (Cuss  bei  Trier  1401  —  Todi  in  Umbrien 
1464;  folgeweise  Archidiakon  au  Lttttich,  Bischof  au  Brixen,  Cardinal  und 
Statthalter  von  Rom)  vergeblich  bemühte,  durch  verschied^ie  Gonstructionen 
(vergl.  fllr  solche  128)  den  Kreis  ra  rectificlren  (die  Beste  derselben  soll  nach 
Kistoer  I  480  mit  n  =  3,14234  übereingekommen  sein) ,  gab  Lndolph  in 
seinem  Werke  n^<^  ^^^  circkel,  daerin  gheleert  werdt  te  vinden  de  naeste 
proportie  des  circkels-diameter  teghen  synen  omloop.  Delfl  1596  in  foL^  die 
lum  Dank  dafür  vielfach  nach  ihm  benannte  Zahl  n  auf  20  Decimalen,  — 
ja  in  einer  zweiten,  von  seiner  Wittwe  1615  besorgten  Ausgabe,  sowie  in 
den  sp&tem  Ausgaben  des  in  5  erw&hnten  Werkes  wurden  sogar  82  Deci- 
malen mitgethcilt,  —  und  ungefähr  gleichzeitig  machte  Adriaan  Adriaanszoon, 
genannt  Metlns  (Alkmaar  1571  —  Franeker  1685;  Professor  der  Mathematik 
und  Medicin  zu  Franeker),  oder  sogar  schon  sein  Vater,  der  aus  den  nieder- 
lAndischen  Befreiungskriegen  bekannte  Adriaan  Anthoniszoon,  auf  die  vor^ 
zügUche  Annftheningszahl  '^Vin  aufmerksam.  In  der  neusten  Zelt  hat  sich 
Da«e  die  wenig  lohnende  Mühe  genommen,  n  noch  viel  genauer  zu  berechnen ; 
vergl.  die  Abhandlung  „Der  Kreis-Umfang  für  den  Durchmesser  1  auf  20Q 
Decimalen  berechnet  (Grelle  Bd.  27  von  1844)^ 


jgg  —  Daa  eentriadia  Vieleck  «ad  der  Kreis.  — 

19S»  Die  Kriitliai«.  Der  Ort  cincß  Praictes,  der  von  einem 
gegebenen  Puncte,  dem  Centnun,  einen  gegebenen  Abstand,  den 
Radiw  r,  hat,  heisst  KreMtaile,  nnd  kömmt  offenbar  mit  einem 
centrißchen  Unendlichecke  überein,  80  dass  (122,  120),  wenn  die 
Länge  der  Kreislinie,  die  sog.  Periplierie  des  Kreises,  mit  p,  nnd 
die  von  ihr  umschlossene  Flache  mit  f  bezeichnet  werden, 

woraoa  sofort 

r  =  ^  =  l/l  p  =  2»^  f  =  ^  • 

folgen. 

Drei  Ecken  bestimmen  (111)  ein  Centrom  der  Ecken,  also  drei  Poncte 
eine  Kreislinie.  —  Von  den  vielen  Constmctioncn,  welche  (TergL  aack  122) 
im  lAofe  der  Zeiten  gegeben  wurden,  nm  annlkemd  die  Llnge  der  Kreislinie 
tu  finden  oder  die  Fliehe  des  Kreises  «u  bestimmen  (den  Kreis  sn  reetillciren 
oder  m  qnadriren),  nnd  die  von  den  vielen,  noch  immer  vorkommenden  Ver* 

suchen  Unwissender  oder  Hmlbverrflckter,  die  strenge 
Qnsdrstnr  snf  solchem  Wege  sa  finden,  wohl  xn 
unterscheiden  sind,  ist  die  von  M<ffc«»«irt  1685  in 
den  Leipziger -Acten  Mitgetheilten  eine  der  Beeten: 
Bei  ihr  wird  Tg  30*  =x  constmirt,  nnd  sodnan  ein 
rechtwinkliges  Dreieck  gebildet,  dessen  eine  Knthete 
3r,  die  Andere  3r  — x  ist.  De 

r,.   «/^•  r Sin 30»  r 

x  =  rTg30*  =  — ====-=r  =  -7=^ 

yi— sin«3ü»    yr 

r      r-x  i^y  so  ist  nimlich  die  Hypotenuse  dieses  Dreiecks 
y=V(2r)«4-(3r~aL)»=  }  13.r»  — 6rx  +  x«  sr 

=  r  Vl3«,  — 2  }T    =     3,1416 .  r 

oder  es  stellt  wirklich  y  sehr  oshe  die  Lakige  des  HslbkreiBes  dar.  Etwas 
weniger  genau,  aber  sehr  bequem,  ist  die  von  Praktikern  gebrauchte  und  von 
mir  1843  (Orunert*s  Archiv  m  445)  mitgetheilte  Vorschrift,  den  Abstund  i 
der  Mitte  der  Qnadrantensehne  vom  Endpuncte  dea  Durchmcsaera  als  Ijinge 
Quadranten  an  benutaen;  denn  es  ist 


a  =  V(Sr)«  +  (»,r)«=l,581.r      wihrend      ^=1,571.1 

Wenn  also  der  Radius  1"*,  so  betrigt  der  Fehler  gerade  10"",  und  merkt 
man  sich  daher  noch  die  Regel,  ftr  jeden  Radius-Meter  schliesslich  10"* 
abzustehen,  so  hat  man  in  der  That  eine  selbst  bei  grossem  Kreisen  fttr  die 
meisten  praktischen  Bedfirfnisse  gmna  hinlingUche  Annäherung.  —  VergL  noch 
Tsfel  n  flr  die  Berechnung  der  Kreisumfänge  und  Kreiafllcheo. 

IS^  Wb  BiCaita  nl  Ort  Wilkd.  Bezeichnet  d  den  Abstand 
einer  Geraden  vom  Centrum,  so  hat  sie  für  d  <r  r,  wo  sie  Seeaale 
lieiaat,  «wci  Poncte  mit  der  ELreislinie  gemein,  die  von  einander  nm 
die  sog.  Sckae  s  =  2lr^  — d^  abstehen;  1  ur  d  =  r  hat  sie  nur 
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Emen  Pnnct  gemein,  nnd  heisat  Tangente  in  demselben;  für 
dr>r  liegt  sie  ganz  ausserhalb.  —  Mittelpnnct,  Mitte  der  Sehne 
und  Mitte  des  Bogens  liegen  in  einer  Senkrechten  zur  Sehne. 
Gleichen  Sehnen  entsprechen  gleiche  Bogen  und  gleiche  Mittel- 
punctswinkel ;  Bogen  und  Mittelpunctswinkel  messen  sich  somit 
gegenseitig.  —  Ein  Winkel,  dessen  Scheitel  in  der  Kreislinie  liegt, 
heisst  Peripheriewinkel,  und  ist  (111)  gleich  der  Hälfte  des  mit 
ihm  auf  gleichem  Bogen  stehenden  Mittelpunctswinkels.  Feripherie- 
winkel  auf  gleichen  Bogen  sind  somit  gleich;  umgekehrt  liegen  die 
Durchschnittspuncte  zweier  Geraden,  die  sich  um  zwei  fixe  Puncte 
so  drehen,  dass  die  Differenz  ihrer  Winkel  mit  einer  fixen  Geraden 
sich  gleich  bleibt,  —  ja  überhaupt  die  Scheitel  gleicher  Winkel, 
deren  Schenkel  zwei  Puncte  gemein  haben,  auf  einer  durch  diese 
Puncte  gehenden  Kreislinie.  —  Zwischen  parallelen  Secanten  ent- 
haltene Kreisbogen  sind  gleich  lang,  und  der  Winkel  zweier  Secanten 
ist  daher  gleich  einem  Peripheriewinkel,  der  auf  der  Summe  oder 
Differenz  der  zwischen  den  Secanten  liegenden  Bogen  steht,  je 
nachdem  die  Secanten  sich  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises 
schneiden. 

Die  Im  Texte  gegebenen  8&tse  bedürfen  kaum  weitem  Beweises;  doch 
mdgen  noch  folgende  Bemerkungen  beigefügt  werden :  Für  d  >  r  wird 
•  ^  2  i  Vd»  —  r*  der  Werth  der  sog.  Idealen  Sehne ,  deren  Betrachtung  mit 
der  gleichseitigen  Hyperbel  (146)  msammenh&ngt  —  Dass  sich  zwei  Mittel- 
punctswinkel eines  Kreises  wie  die  Kreisbogen  verhalten,  auf  welchen  sie 
stehen,  ergibt  sich  leicht,  wenn  man  Erstere  nach  ihrem  YerhUtnisse  in 
gleiche  Theile  theilt;  hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  ein  Mittelpuncts- 
winkel durch  den  zwischen  seinen  Schenkeln  Uegenden  Bogen  eines  Kreises 

von  bestimmtem  (am  Besten,  vergl.  129,  der  Einheit 

#  entsprechendem)  Radius  gemessen  werden  kann.  Es 
ergibt  sich  hieraus  auch,  wie  es  au  verstehen  ist,  wenn 
man  sagt,  es  werde  ein  Peripheriewinkel  A  D  B  s= 
a  +  /9=VtACB  durch  die  HUfte  des  Bogens  AB 
gemessen ,  auf  dem  er  stehe.  —  BoU  /  A  E  B  =: 
/  A  D  B  sein,  so  kann  sein  Scheitel  w«der  in  E«  noch 
in  E|,  sondern  er  muss  in  dem  durch  A,  B,  D  gehenden 
Kreise  liegen;  denn  es  ist  /,  AE^B  = /,  AFB  — 
Z^PBEjs:  ViAB— V,FOi,  also  ^AEiB<ADB,  —  und  /.AE,B  = 
Z.APB  +  /.FBO,  =  VtAB  +  VtFG,,  also  ^AE,B>ADB,  —  womit 
siigleleh  der  im  Texte  ausgesprochene  Sata  ttber  die  Winkel  iweier  Secanten 
bewiesen  ist. 

19S.  Die  Tugenten  nd  ibre  Winkel.  Der  Durchschnittspunct 

zweier  Tangenten  steht  von  ihren  Berührungspuncten  gleich  weit 
ab,  —  ihr  Winkel  ist  zum  Winkel  der  Berührungsradien  supple- 
mentär, und  beide  Winkel  werden  durch  die  Verbindungslinie  ihrer 
Scheitel   halbirt   —   Zieht  man  durch  irgend  einen  nicht  in  der 


170 


—  Das  centriscbe  Vieleck  und  der  Kreis.  — 


Kreislinie  liegenden  Pnnct  Secanten  zu  einem  Ereiae,  so  bestimmt 
der  Panet  auf  ihnen  Sehnensegmente  von  gleichem  Producte,  und 
zwar  ist  dieses  Product,  welches  Potenz  des  Punctes  heisst,  für 
einen  äussern  Punct  gleich  dem  Quadrate  der  von  ihm  an  die  Kreis- 
linie gezogenen  Tangente. 

Wenn  b  a  J_  b  e  und  d  a  J_  d  c ,  d.  b.  wenn  a  der  Dnrcbscbnlttspimci 
Kweier  Tangenten  an  b  und  d  ist,  so  Haben  offenbar  die  somit  lechtvrinkligen 
Dreiecke    a  b  c    und   ade   die   Hypotenuse  als   gemeinsohaftlich   und   eine 

Kathete  als  Radius  gleich,  —  folglich  sind  sie 
congruent,  und  aus  dieser  Congruena  gehen  die 
betreffenden  Behauptungen  des  Textes  unmittel- 
bar hervor.  —  Ist  c  k  J_  b  h,  so  Ist  /^h  b  1  ^ y, 
da  die  Schenkel  dieser  Winkel  su  einander  senk- 
recht stehen,  —  also  wird  hbi  durch  die  HUfte 
des  Bogens  hb,  oder  es  wird  also  der  Winkel 
einer  Sehne  und  einer  Tangente  durch  die  Hilfte 
des  cwischenliegenden  Bogens,  oder  durch  die 
H&lfte  des  auf  derselben  Sehne  stehenden  Peri- 
pheriewinkels gemessen,  —  und  wenn  man  in  der  Mitte  k  einer  Geraden  hb, 
sowie  im  Scheitel   b   des   an  ihr  liegenden  Winkels  hbi  die  Senkrechten 
kc_J_hb  und  bc__[_bi  sieht,  so  schneiden  sie  sich  in  einem  Puncte  c,  der 
mit  b  einen  Kreis  bestimmt,  in  welchem  h  b  Sehne,  und  jeder  auf  ihr  stehende 
Peripheriewinkel  gleich   /^bbi  ist   —  Da  je   die   beiden  «,  ß  und  d  als 
Winkel  von  gleichem  Maasse  gleich    sind ,    so   ist  ^l^Ykoa  ^%im    und 
^abhco  Aabg,   also 

he:em  =  le:ef    oder    he.ef  =  em.le  =  (r-f-®c}(r  — eo) 
ha:ba=rba:ag  ha.ag  =  ab'        =:  (ao -|- r)  (ac  —  r) 

womit  der  sweite  Satz  des  Textes  bewiesen,  und  zugleich  geieigt  iat,  wie 
fttr  einen  bestimmten  Kreis  die  Potens  eines  Punctes  von  seiner  Distani  Tom 
Centrum  abhingt  Dass  dieser  zweite  Satz  dazu  verwendet  werden  kann, 
eine  mittlere  Proportionale  zu  construiren  oder  ein  Rechteck  in  ein  Quadrat 
in  verwandeln,  liegt  auf  der  Hand. 


It6.  Die  ein-  und  nmgescliriebeDeD  belecke.  Ein  Vieleck,  dessen 

Ecken  in  der  Kreislinie  liegen,  heisst  elngescbrlebeoy  —  dagegen 
aniffeftCbrieben9  wenn  seine  Seiten  Tangenten  sind.  —  In  jedem  ein- 
geschriebenen Vierecke  besteht  (125;  93 : 3)  der  sog.  PtolemSteebe 
I^ebnatz  s  Das  Product  der  Diagonalen  ist  gleich  der  Summe  oder 
Differenz  der  Producte  der  Gegenseiten,  je  nachdem  das  Viereck 
gemein  oder  überschlagen  ist.  —  In  jedem  eingeschriebenen  Sechs- 
ecke,  dem  sog.  Hc?xagraiiimain  m^stieom  PascaFs,  liegen  (109, 
125)  die  Durchschnittspuncte  der  Gegenseiten  in  einer  Geraden. 

Zieht  man  an  n  Puncte  einer  Kreislinie  Tangenten,  so  beBtinunen  (79)  die 
n  Puncto  eben  so  viele  eingeachriebene ,  als  die  n  Geraden  mngeachriebene 
n-Ecke,  und  man  kann  somit  jedem  Eingeschriebenen  ein  Umgeschriebenes 
anordnen :  Den  swei  Endpuncten  jeder  Seite  des  Eingeschriebenen  entsprechen 
nun  iwei  Tangenten,  welche  eine  Ecke  des  umgeschriebenen  Vielseits  b^ 
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stimmen ;  diese  Ecke  sei  Jener  Seite  sngeordnet,  —  das  umgeschriebene  n-£ck 
aber  denjenigen  Eingeschriebenen,  dessen  n  Seiten  seine  n  Ecken  zugeordnet 
sind.  —  Bezeichnet  man  den  tJmfang  eines  Kreises  des  Radius  r  mit  u,  den 
Perimeter  des  eingeschriebenen  regelmässigen  n-£cks  mit  p,  den  des  umge- 
Bohriebenen  mit  P ,  so  ist  fttr  180 !  n  =:  ^ 

u  =  n.29.  Arcl^.r  p=:2nrBin9  P:=2nrTg9  f 

also  mit  Hfllfe  von  100 : 7  sehr  nahe 

3  Sin  y     _    8  p  P 
2-f  C0S9  —  2P  +  P 
lüt  Hfllfe  der  ähnlichen  Dreiecke  (a,  e  —  y,  f — s)  und  (c,  y,  s),  (d,  z, 
e  —  y)  und  (b,  f  —  s,  y),  sowie  des  Satzes  von  der  Potenz  (126)  und  des 
erweiterten  Pythagoriischen  Lehrsatzes  (98 : 8)  hat  man 


u  ^  2nr. 


a.  e-{-b.d  = 


f— z 

y 
f— 1 


.c 


z 


f-.b« 


(yi-|..t_2«X)  + 


+  y[(f~«)*+y«  +  2(f~z)x] 
zrf.y  +  Ill^.z.f 

^    y 

=rf.y  +  f(e  — y)  =  f.e  S 

womit  der  Ptolem&ische  Lehrsatz  für  das  gemeine  Viereck  erwiesen  ist,  und 

da  aus  8 

e  .  f  —  a.  c  =r  b  .  d  4 

folgt,  so  ist  er  zugleich  auch  fflr  das  flberschlagene  Viereck  in  der  ausge« 
sprochenen  Weise  richtig.  Ist  f  :=  2  r,  so  werden  /  und  d  zu  a  und  ß  comple- 
mentlr,  und  es  geht  3  in 

'Yf^'iT  '  Yt'^~2t  'Tt  ^^®'  Sin(«+^)  =  8in«.Co8/?  +  Co8«.Sin/? 
Aber,  woraus  hervorgeht,  wie  der  Ptolemiische  Lehrsatz  fflr  die  Sehnen- 
rechnung der  Alten  so  grosse  Wichtigkeit  haben  konnte.  —  Schreibt  man  fflr 

,1BL  das  von  den  Seiten  1,  8,  5  des  eingeschriebe- 
'^  '       neu  Sechsecks  bestimmte  Dreieck  ghi  und 
Jede  der  flbrigen  Seiten  als  Transversale  die 
Involution  y)9,  für  Jede  seiner  Ecken  aber  die 
Potensengleichheit  125  auf,  so  erhftlt  man 

ia.gk.hf  =  ag.kh.fi 

il.gd.he  =  lg.dh.ei 

ib  .  g  c  .  hm  s=  b  g.  c  h  .ml 

gb.ga  =  gc  .gd 

hd.hc=;he.hf 

If  .ie    =  ia  .ib 


11  .gk.hm^  Ig.kh.mi 

Es  liegen  also  die  Puncte  k,  1,  m  so  auf  den 
Verlängerungen  der  Seiten  des  Dreiecks  ghi, 
dass  die  von  ihnen  gebildeten  Abschnitte  eine 
Involution  bilden,  —  also  mflssen  k,  1,  m  in 
einer  Geraden  liegen,  womit  der  Pascal'sohe  Satz  (der  sich  durch  Projeotion 
auf  alle  Kegelsehnitte  ausdehnen  liest)  bewiesen  ist   Pascal  hatte  diesen 


'4k 


172  ~  I^  oentrlBChe  Vieleck  nsd  dar  Kr^.  — 

berflbmt«n  Sats  schon  In  aelnem  la.  Jahre  gernnden,  und  an  die  Spltn 
■einea  auf  aieben  BeiUn  pubüclrtra  „Eaaai  poor  lea  coniqnea.  Paria  lUO 
in  8.>'  geatellt. 

1*V.  BMiehuKeo  xwischen  TeneUsdeneo  Kr^iliirieiL  Bezeiclmet 

&  die  Centraldiatanz  zweier  Kreise  der  Radien  R  und  r,  so  luben 
die  Kreise  für  R  -f-  r  :=*  a  =^  R  —  r  eine  von  der  Centrallinie  anter 
rechtem  Winkel  halbirte  gemeinscbaftlicbe  Sehne,  —  für  a  =  R  +  r 
(äussere  Berührung)  und  a  =  R  —  r  (innere  Berahmng)  eine  zn 
der  Centrallinie  senkrechte  gemeinschaftliche  Tangente,  —  während 
sie  für  a  =  0  coDcentrlseh,  in  allen  übrigen  Fällen  exemtrisck 
heissen.  Für  den  Ort  eines  Punctes,  von  dem  aus  die  Tangenten 
an  zwei  Kreise  gleich  lang  werden  (s.  Fig.  1),  findet  man  (93) 


d.  h.  dieser  Ort,  die  sog.  Radlealaxe,  Chordale  oder  Unle 
der  KlHcben  Potraxen  ist  eine  zur  Centrallinie  senkrechte  Ge- 
rade. Für  zwei  sich  schneidende  Kreise  f^lt  sie  mit  der  gemein- 
Bcbaftlicben  Secante  zusammeii,  —  für  andere  wird  sie  mittelst 
einea  beide  schneidenden  Hill f skr eises  constmirt  Die  paarweiaen 
Radicalsxen  dreier  Kreise  schneiden  sich  (110)  in  Einem  Poncte, 
dem  sog.  Badlealcentmni* 

Q  die  beiden  glelclien  Tangeoten  mit  t,  und  die  Dlatanaen 
den  beiden  Centren  mit  d  und  i,  so  hat  man  nach  98:9,  S 
d'=r'  +  t»  «*  =  f>-ft* 

i'sd'  +  a'  —  aax  • 

_  >t.|.  j»_  j«  _  a»-|-ft.^^« 
*~  2a  ~  2a 

w.  c.  b.  w.   —  Dans  die  Radicalaxe  iweler  sieh  schnei- 
denden Hrelae  mit  ihrer  gemeiDsehafUichen  Saeante  an- 
lammenfillt ,    geht  von   selbst  oder  such  darana  hervor, 
dsss    nir   die  gemeinschaftlichen   Puncte  3   nod  1    Identisch  werden.    —    Hat 
,  man  noch  einee  dritten  Kreis,  so  kann  man  eDtsprechend 

,'j\  1  die  Ewel  weitem  Bezlehnngen 

_  g'  +  g*  — R*  _  A'  +  R'  — r« 

^-      2b  "—    ^n 

atitsch reiben,  and  alle  drei  e^ehen 

3ax  +  2«y  +  2A»  =  a»  +  o«  +  A» 
also  wird 

*'  +  y*  +  «'  =  («-«)*  +  (»-y)*  +  (A-.)« 

und  hierin  liegt  nach  110  die  Bedingung  fllr  d«a  Schnei- 
den der  drei  Radlcalazen  In  Einem  PoDCte.  —  Zieht  man 
la  *wM  anaaer  einander  Hegenden  Ereisen  der  Radien  R  und  r  nad  der 
Hittelpnncle   a   nnd   c   parallele   Radien   und   verbindet   ihre  E^ndpwicte,   ao 
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erhilt  man  iwei  neue  Punote  b  und  b ,  und  findet 

R 


r 


bc 

ab 
cb 


ah 


a  —  ab 

ttb 
ab  —  a 


ab:bc  =  ab : bc 


und  hieraue  erhält  man  sofort 

aR  aR 


ab=z 


ab  = 


R-|-r  R  — r 

Es  sind  also  b  und  b  einerseits  in  Beziehung  auf  a  und  c  einander  harmonisch 
BUgeordnet,  anderseits  von  der  Lage  der  parallelen  Radien  unabhängig^  so 
dass  auch  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  an  die  beiden  Kreise  durch  sie 
gehen  mflssen.  —  Für  das  nach  Oianfrancesco  lÜAlfatti  (Ala  dl  Roveredo 
1731  —  Ferrara  1807 ;  Professor  der  Mathematik  £u  Ferrara)  benannte  Problem 
„In  ein  Dreieck  drei  Kreise  xu  beschreiben,  welche  einander  und  eiDseln  je 
Ewei  Seiten  des  Dreiecks  berflhren^  kann  auf  die  Specialsehrift  „AdamSt 
Das  Malfattisohe  Problem.  Winterthur  1846  in  4.^^  -verwiesen  werden. 

It8«  Pol  und  Polare.  Wenn  (s.  Fig.  1)  ob.od^r^,  so  heissen 
die  Puncte  b  und  d  reciprok9  und  theilen  a  c  harmonisch.  Zieht 
man  durch  einen  derselben,  den  Pol 9  eine  Secante,  —  durch  den 
andern  eine  Senkrechte  zu  ac,  die  Polare 9  so  theilen  (116)  Pol 
und  Polare  (z.  B.  d  und  b  f )  die  entsprechende  Sehne  (e  g)  harmo- 
nisch. Liegt  der  Pol  ausserhalb,  so  fällt  die  Polare  mit  der  ihm 
entsprechenden  Berührungssehne  zusammen.  —  In  jedem  einge- 
schriebenen Vierecke  bestimmen  (116)  die  Durchschnittspxmcte  der 
Diagonalen  und  der  Gegenseiten  ein  Dreieck,  in  welchem  jede  Ecke 
Pol  ihrer  Oegenseite  ist.  Man  kann  hiemach  leicht  zu  jedem  Puncte 
als  Pol  seine  Polare,  —  und  indem  man  für  zwei  Puncte  einer 
Geraden  die  Polaren  und  sodann  den  Durchschnittspunct  der  Letz- 
tem aufsucht,  den  Pol  der  Geraden  bestimmen. 

Liegen  die  Puncte  h  und  d  so  in   einem  Radius,   dass   dieser  Letztere 
mittlere  Proportionale  zwischen  Ihren   Distanzen  vom   Mittelpuncte   ist,   so 

hat  man 

ad  ^^  r  +  0 d  ^^  r  +  (r* •'  o h) 

de   ""   od  —  r   *" 

_  r  +  ob   _ 

r  —  ob   *" 


(r«  :  o  b)  —  r 
ab 


bc 
oder  es  sind  a,  b,  c,  d  harmonische  Panote,  —  folg- 
lich auch  ga,  gh,  gc,  ge  harmonische  Strahlen. 
Nun  ist  aber  ga  J_gc,  folglich  muss  (116)  Bogen 
e  o  =r  ch  sein ;  also  halblrt  b  o  den  Winkel  der  Strahlen 
be  und  bh,  wahrend  bf  J_bc,  —  also  sind  auch  bh,  bc,  be,  bf  har- 
monische Sirahlen,  folglich  g,  f,  e,  d  harmonische  Puncte,  w.  s.  b.  w.  Um- 
gekehrt ist  nothwendig  von  jeden  zwei  Puncten,  welche  eine  Sehne  harmonisch 
theUen,  der  Eine  Pol  einer  Geraden,  welche  durch  den  Andern  geht  ->  Da 
(116)  aech  und  debl  harmonische  Puncte  sind,  -—  da  femer  ga,  ge, 
ge  nad  gh,  sowie  fa,  fe,  f  c  und  fh,  weil  sie  durch  diese  harmonisoben 


174  —  ^'^  centrische  Vieleck  und  der  Kreis.  — 

Puneie  gehen,  auch  harmonische 
Strahlen ,  also  hinwieder  a  k  b  g, 
dmcg,  aldf  nnd  b  n  c  f  har- 
monische Puncto  sein  mflssen,  — 
so  liegen  somit  i  und  h  in  der 
Polaren  von  e,  k  und  m  in  der 
Polaren  von  g,  1  und  n  end- 
lich in  der  Polaren  von  f,  w.  s. 
b.  w. 

1S9.  Sehne,  Pfeil,  Sector  nnd  Segment  Bezeichnen  für  einen 
Mittelpnnctswinkel  fp :  b  Bogen,  s  Sehne  oder  Chorde  (sog.  doppelter 
Sinus),  p  Pfeil  oder  Bogenhöhe  (sog.  Sinus  versus),  F  Sjreisaus- 
schnitt  oder  Sector,  und  f  Kreisabschnitt  oder  Segment,  so  hat 
man  (100,  123),  wenn  9>''  die  Anzahl  der  in  tp  enthaltenen  Secunden 
ist,  und 

Arcg)  =  -^^=«9)".Sinl"  1 

die  häufig  als  Maass  des  Winkels  benutzte  Bogenlänge   für   den 
Radius  1  ist, 

b  =  "^TT  r  ^  =  r .  Are  y  =  r .  y" .  Sin  1"  % 

Femer  (123,  105,  93,  94,  98) 

*^      360''  ""     T      ~2      '    f=j(Arc9-Sm9))  = ^ S 

s*=2rSin-|-  =  2Vp(2r  — ^  r=^ii+l£i  4 

p  =5  r  .  Sin  vers  -|-  =  2 r  Sin2-|-  =  r  —  y  V(2r  +  s)  (2r  — s) 

Sind  die  Winkel  so  klein,  dass,  wenn  man  sie  in  Bogen  ausdrückt, 
ihre  dritten  und  hohem  Potenzen  vemachlässigt  werden  dürfen ,  so 

hat  man  (50,  94) 

Sin  q>  =  Are  <p  =  Tg  y  Ctg  q>  =  -* ==  Cosec  tp       6 

Co8,,  =  l— ^^  Secy  =  l  +  ^^^  1 

Sin  vers.  tp  =  — ^-^  Cos  vers.  q>  =  1  —  Are  ^  S 

woraus  sich  manche,  praktisch  nicht  unwichtige  Nähemngsformeln, 
wie  z.  B. 

Sin  vers  2  y  =  4 .  Sin  vers  <p  =s  4  (See  g>  —  1)  • 

r .  Arc^  q>  a  ^  «ä 

p  —s — z_  s  =  r .  Are  g>      ctc,  lO 

ergeben.  (VI,  VII). 


B 
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Die  Formeln  2 — 4  bedUrfen  kaum  einer  besondem  Ableitung.  —  Die  ersten 

Formeln  5  stimmen  mit  der  selbstverständlichen 

p  =  r(l-C08-2.) 

fiberein,  nnd  hieraus  folgt  auch  mit  Hülfe  von  4 

p  =  r-^ryi--Bin.^  =  r-rT/l--^ 


=r-i-yr;nr 


B' 


d.  b.  die  letzte  der  Formeln  6.  —  Auch  die  K&hemngs- 
formeln  6^10  erhalten  sich  in  der  im  Texte  angegebenen  Weise  ganz  leicht, 
ond  es  mag  einzig  beigefügt  werden,  dass  9  und  10  besonders  von  den 
Artilleristen  hluflg  angewandt  werden.  —  Setzt  man  9  =  4«  oder 


Tg«  =  Tg-?.= 


4  r  Sin«  ^ 
4 


9  n^.  9  B 


4  r  Sin -^  Cos -i- 
4  4 


SO  kann  man  die  zweite  Formel  4  durch 

ersetzen.  Femer  erhält  man  aus  2  und  3  mit  Hülfe  von  51 : 1 
b  ^  r .  Are  9  =  4  r .  Are  o  = 

=  4rTg«a-i-Tg««  +  i-Tg*«-iTg».-|-...) 


tl 


=  .(1  +  Tg«.)  (1 


^Tg««+iTg««-lTg«a-f...) 


=  .0+^Tg..-3^Tg^a  +  ^Tg.„-...) 


I« 


y_br       «(r  — p)_b  — s^.    pa 


=  ¥  +  "''8'-(-r8~87B 


^     Tg««+     * 


6.7 


Tg««-...) 


=.p,el+i±i^(  ' 


i.3-^^8*-+-o-^«5*— -^i 


=  2p-4  +  Ti5-Tg..- 


3.6.7 


Tg^«  + 


5.7.9 


Tg«a  — ...]      IS 


Ist  a  klein,  so  stimmt  somit  f  sehr  nahe  (vergl.  145)  mit  der  Parabelfläche 

-^  p  s  flberein,  und  weicht  jedenfalls  von  ihr  nicht  um 

2  Tg«a        2  4  /p\«       2  /p\« 

also  nicht  einmal  um  das  i-^j  fache  ab,  wie  diess  CuloiaDn  in  seinem  89 

erwähnten  Werke,  wo  er  13  mittheilt,  des  weitem  ausfuhrt.  —  Bezeichnet  r 
den  Mittelpunctswinkel ,  dessen  Bogen  gleich  dem  Radius  ist,  und  für  den 
Wilhelm  Matsk«  (Leiperütz  in  Mähren  1798;  Professor  der  Mathematik  in 
Wien  und  Prag)  den  Namen  Gebren  vorgeschlagen  hat,  so  ist  nach  2 

-IQQO 

r  =  — —  =  57«,295779=:57»17'44",806 
=  206264",  806  s  (1 :  Sin  1")  " 
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nnd  68  kOnnen  manche  Formeln  nnd  Reclinangen  duTeh  EinAhmni;  desselben 
etwas  veretnfaoht  werden;  vergl.  Matska's  betreffende  Abhandlung  in  Bd.  8 
von  Gmnert's  Archiv.  —  Die  luweilen  von  Praktikern  gebranchte  GriVase  q 
(vergl.  Fig.)  kann  nach 

q  =  (8ec-|-  — l).r  =  (l  — Co8-|-)rSec-|.  =  p.Sec^  14 

berechnet  werden.  Fflr  einen  kleinen  Werth  von  9  werden  somit  offenbar  q 
und  p  sehr  nahe  gleich  gross. 

ISO«  Ho€h  OiDlge  BexiehlUlgeD.  Bezeichnet  X  den  Radius  eines 
Kreises  und  b  den  Abstand  zweier  Sehnen  2  a  und  2o  der  Winkel 
2  a  und  2/9,  so  folgen  (s.  Fig.) 

asx.Sina  c  =  x.Sin/?         bs=x(Cosa  —  Cos/?)      1 

und  hieraus  (98) 

^^      2  c  — a  ^      2  c  +  a  * 

Die  Oleichungen  1  lassen  z.  B.  aus  x,  a,  c  zunächst  a,  ß  und 
dann  b  finden,  —  die  2  aber  aus  a,  b,  c  die  Winkel  a,  ß  und 
dann  x  nach  1. 

Für  eine  Anwendung  der  im  Texte  gegebenen,  kaum  einer  Srl&ntening 

bedürfenden  Formeln  vergleiche  s.  B.  347.  —  Sollte  min 
c  aus  a,  b  und  z  bereclmen  müssen,  so  könnte  man  sich 
entweder  der  aus  1  direct  folgenden  Formeln 

Qt  *         n     /.       xCoso  — b  Q,   ^ 

bedienen,  oder  besser  snr  Hülfe  suerst  den  Abstand  der 
Sehne  2  a  vom  Centrum 

d=2ya«  — x«  =  y(a  +  x)(a^x)  S 

berechnen,  und  sodann  c  nach  der  Formel 

C  =  x.Bin/?=Vx«  — x*C08»/?  =  ^x«  — (d  — b)« 

C3y(x  +  d  — b)(x  — d  +  b)'  4 

erhalten. 

XV.  Die  analytisiihe  (reometrie  der  Sbeiie. 

ISl«  Die  Oleichnng  der  Geraden.  Eine  für  jeden  Ponct  emer 
Linie  statthabende  Beziehung  zwischen  Abscisse  nnd  Ordinate,  oder 
zwischen  Radius  Vector  und  Winkel ,  heisst  Glelchang  der  Linie, 
—  und  umgekehrt  stellt  jede  continuirliche  Gleichung  zwischen  zwei 
Coordinaten  eine  Linie  vor.  So  besteht  (s.  Fig.)  für  jeden  Ponct  m 
einer  Geraden  (1)  die  Beziehung 
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die  Oleichnng  einer  Geraden,  und  umgekehrt  stellt  jede  Gleichung 
ersten  Gfrades 

y  =  a|XH-bi        oder        Aix  +  Biy  +  Ci  =  0  9 

eine  Gerade  (1)  vor,  und  zwar  ist 

.,— ^  =  -4j-  =  Tg(l,x)  b.=/9  =  -^        • 

Dabei  heissen  a  und  ß  Parameter« 

Wenn  die  Coordinaten  eines  Punctes  nicht  einzeln  gegeben  sind,  eondem 
nor  eine  Beziehung  zwischen  denselben,  so  wird  der  Punct  dadurch  auch 
nicht  vollkommen  bestimmt:  Jeder  Punct,  dessen  Coordinaten  die  gegebene 
Beziehung  eingehen,  entspricht  derselben  auf  gleiche  Weise.  Die  Qesammtheit 
der  Lagen  eines  Punctes,  welche  einer  Bedingung  genOgen,  haben  wir  aber 
(73)  Ort  dieser  Bedingung  genannt,  —  eine  Beziehung  zwischen  Coordinaten 
bestimmt  also  nicht  einen  einzelnen  Punct,  sondern  einen  Ort.  Ist  die,  die 
Bedingung  ausdrückende  Function  eoDtlnnlrllcb •  d.  h.  ändert  sich,  wenn 
der  Werth  der  einen  Coordinate  einen  kleinen  Zuwachs  erhält,  auch  der 
Werth  der  andern  Coordinate  um  eine  kleine  Grösse,  so  bilden  die  der  Be- 
dingung entsprechenden  Puncte  eine  Folge  von  Lagen,  sind  also  mit  dem 
Wege  eines  Punctes  zu  vergleichen,  —  oder  es  ist  der  Ort  in  diesem  Falle 
eine  Cnrve,  und  zwar  heisst  diese  algfebralseh  (des  n*«»  Grades)  oder 
InuieeeildeDt  ff  je  nachdem   die   Gleichung  algebraisch   (des  n*«"  Grades) 

oder  transcendent  ist  —  Die  im  Texte  gegebenen 
Grundbeziehungen  ergeben  sich  mit  HUlfe  der  bei- 
stehenden Figur  ohne  Schwierigkeit;  Ja  in  manchen 
F&Uen  lässt  sich  die  Gleichung  einer  Geraden  ganz 
unmittelbar  bestimmen:  8o  ersieht  man  z.  B.  ohne 
weiteres,  dass  die  Gleichungen 

SSO         yso         z  =  a         y^b         yszx.Tga       etc. 

Gerade  vorstellen,  welche  der  Reihe  nach  mit  der  der  Ordinatenaze  oder  mit 
der  Abscissenaze  zusammenfallen,  —  zur  Ordinatenaze  oder  Abscisseoaze 
parallel,  also  zur  Abscissenaze  oder  Ordinatenaze  senkrecht  sind,  —  durch 
den  AnHangspunct  gehen  und  mit  der  Abscissenaze  den  Winkel  a  bilden^  — 
etc.  —  Bezeichnet  d  die  Distanz  des  Anfangspunctes  von  der  Geraden  1,  so 
ist  offenbar 


^.^=:^ya^  +  ßt'  oder  d  =  -— ^— 


yä^+ß^        Kl  +  ai* 
Cos(l,z)  =  ^         "        =--i       8in(l,z)  =  -— ^  =  A  8 

und  mit  Benutzung  hievon  geht  1  in 

X  8in  (l,z)  — y  Cos  (1,  x)  =  d  6 

aber,  -^  eine  Gleiehung,  welche  Hesse  in  der  unten  angeflihrten  Schrift  als 
IV^malforBi  der  allgemeinen  Form  2  der  Gleichung  der  geraden  Linie 
gegenftberstellt  —  Ausser  vielen  schon  genannten  allgemeinen  und  manehen 
■piter  anzufahrenden  besondem  Schriften,  sind  für  analytische  Geometrie 
überhaupt,  und  speciell  für  analytische  Geometrie  der  Ebene  etwa  folgende 
Werke  vorzumerken:   „Jean  Paul  de  Gue  de  Ifalves  (Caroasonne  1714?  ^ 

W«lf,  mnMwifc    I.  i2 
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Paria  1785;  Prior  von  St-Oeorge  de  Vigon,  Ifitglied  der  Pirieer-Ac«demic; 
vergl.  sein  Eloge  durch  Condorcet  in  Mim.  de  P»r.  1786),  Usige  de  l'anAlvee 
de  Descartes  pour  diconvrir  Ice  propriitfe  de»  lignee  g^mitriqnee  de  tons 
les  ordres.  Pmria  1740  in  8-,  —  Georg  WoUgang  Krafll  (Tuttlingen  1701  — 
Tübingen  1754;  Professor  der  Mathematik  in  Petersburg  und  Tttbingen),  In- 
stitutiones  geometri«  sublimiori»,  Tubing«  1758  in  4.,  —  Achille- Pierre 
Momls  i«  8^J«wr  (Paris  1734  —  Fontaineblean  1794;  Parlamentsrath  und 
Academiker  in  Paris)  et  Mathieu-Bemard  Cm^Ib  (Pnria  1734  —  Paris  1817; 
Pariamentsrath  in  Paris),  Traite  des  propriitea  communes  k  tontee  lee  courbc». 
Paria  1778  in  8^  —  Jean-Bapüste  Bl«t  (Paris  1774  —  Paris  1862;  Professor  der 
Physik  und  Aatronomie,  und  ^FitgUed  der  Academie  in  Paria),  Essai  de  g^o- 
mitrie  analytique.  ParU  1802  in  8,  (6  M.  1823;  deutsch  von  Ahrena  1817  und 
1S40),  —  Ml««^,  Application  de  l'analyse  k  U  g^metrie.  Pari»  1805  in  4. 
(Nouv.  Wit  par  Liouvüle  1S50),  —  LhatUo*»  Elemen»  d'analyse  geomitrique 
et  d*ana]y^  algebrique.  Paris  1S09  in  4-,  —  Charles  Wmftat  (Varay  1784; 
Marine- Ingenieur  und  Mit|:licd  der  Pariser- Academie),  Diveloppementa  de 
gtvoetrie.  Pari»  1813  in  4.  (Suite  1S22).  —  PcvclcjT.  Appücation  de  l'al- 
g^bre  i  1a  ge^^metrie,  Lausanne  1816  in  4.,  —  Heinrich  Wilhelm  Braadee 
(Gn>den  bei  Ritiebüttel  1777  —  Leipiig  1834:  erst  Deichinspector  im  Olden- 
burgischen, dann  Professor  der  Mathematik  n  Breslaa.  zuletzt  der  Physik  lu 
Leipzig),  Lehrbuch  der  hJikern  Geometrie.  Leipzig  182*— 1824,  2  Bde.  in  4-, 
—  J.  J.  LMrsw»  Analytische  Geometrie.  Wien  1823  in  8.  (Lat  von  Bujanovich, 
V»f:i&»  182$),  —  Lcf^vrc  de  Foarcy,  Geometrie  analytique.  Paria  1827  in 
8.  (5  M.  1$4TX  —  Julius  nacter  (Elberfeld  1501  —  Bonn  1868;  Professor 
der  Mathematik  und  Phy?^  in  Halle  und  Bonn),  Analytisch -geometrische 
Kr;wick:uBg>ra.  Essen  1525— IsSl,  2  Bde.  in  4..  —  und:  Sy»lem  der  analyti- 
schen Geozsetrse  asLf  sese  Be:r^-!ii:i=^vrfL9ra  gegründet.  Bezün  1S35  in  4^  — 
Luiw.^  Jcssas^el  Ma4ami  (Beriin  1T^\  fr^er  Eaufnann ,  jetzt  Privat- 
ge:eb:rter>,  Samml^ir^:  T.^a  As^f^Sen  u=d  Lehrasi»  aaa  der  analytischen 
Oeosetr:<e.  Beriji  In53  ia  :\.  --  IX  flmHai  Sa^^  di  gccmetria  analitica. 
Rc«a  In5^  in  3^,  ~  I»  A.  Stttedke.  Ax^Iyädc^e  C^-metrie.  Halle  1851  in 
^«  —  Mbch.  Ctealvs»  T?a.»  «^  gt*v*me«r3e  ssp^rygre.  Paris  lSo2  in  S.,  ^ 
iX  Vte^  Pro:e9«or  der  Mat^^sjiuk  rx  IVresti^n.  uai  a  fliMJMillfc  t^^^ 
b»v-h  der  Arx:y^i<K'iea  GTfvseir.e.  Le^rx«  15oö.  2  Bd«.  in  &  (2.  A.  18453).  — 
Paa:  He.ir.ch  Bc«ii  ;^Y::^«rt  I^:!>:  Lei^r^r  «er  Maibematik  im  Stuttgart), 
P,-*  li.^^et^  Oyv«<:rje  :n  Jirvr  Az-WTnivrxa*  xj£  Kegelschmine  und  Fliehen 
avty^.ter  vV\i7JiTj:.  ^^.i:;^^;^  :>^T  ;a  5^.  —  Fifri-uAd  ^matMmi^Ihmä  (Gold- 
W?g  tik  :?vi>*,e«  :<:5  —  Fr>r*Ua  ISfl:  Pf.fftwcr  ifter  Miimiitik  zu  Halle 
usnI  Frvr»:Aa\  r.v'iBv^?:«  i^r  a^^lysäcl^n  O^vn^rs*«  iier  Eb^«.  Berlin  1S63 
ai  $.,  -.  \V  A  H'UtwwIk«  FV,»i  ,>;  Mxzitnn.  =r  UT^rpo^:.  Trilinear  Co- 
«^^^i.>A^h»  4cnL  w-oier  set^vNt»  j^r  ai.c-^ra  lajkv:».«»:  Geeow^ry  cf  two  dimensioas. 
v^wrK-vi^  :5^  Ä  ^,  _  Lai^  j.  ^>-;.  M,,,,  ^X:ijc«j.frg':$ll:  Prcfe«9or  der 
MA,i.'»A:A  lu  K.^^^c^Sf-^.  Kjl..*  la^i  E<..«:>erx:\  V-'r>«i3«en  a»  der  ana- 
^:^>>c«  v»,v»t-^^  i«-  fierwv'u  I-:i.w,   «eu  Ptocv^  zaid  d^a  Krescs  in  der 

V><»^  l^.ya^  :nk>  a  5^ Ml  I  nL.  jT^Nctc::..»  k  ja  gec3i.etri«  saperieure. 

IV-*  IxNV  Ä  4..  -«  U  f^ftüuHn.  IVacij«  «  g«cB)«cje  aoalvc^^c:   Geo- 
iK-u-*  |pUM<  IV"**  :s«  ji  4..  —  eoc.* 
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^■,       ^t  —  ^2  __  atbg  — a2bi  ^ 

^t  —  aj  ai  —  9L2 

wÄhrend  (83,  98,  131)  ihr  Winkel 

(l,2)  =  (l,x)-(2,x)  =  ArcTg  ^'-J'l  « 

A  -h  ai  a2 

ftlso  a|  =  a2  die  Bedingung  des  Parallelismus,  und  l  +  aia^^O 
die  dea  Senkrechtstehens  ist.  —  Zwei  Puncte  (X|  ji)  und  (x2  jz) 
haben  die  Distanz 


während 


Xi  —  X2 


die  Gleichung  der  durch  sie  bestimmten  Geraden  ist.    Für  y  =  0 
folgt  aus  4 

•^71—72 
und  sind  daher  yj=sf(xi)  und  y2  =  f(x2)  kleine  Werthe  (Fehler), 
welche  f  (x)  für  zwei  Annahmen  X|  und  X2  annimmt,  so  kann  man 
nach  5  einen  Werth  X3  ausrechnen,  welcher  einer  Wurzel  von 
f(x)a=0  bereits  sehr  nahe  kömmt,  f  mag  eine  algebraische  oder 
eme  transcendente  Function  bezeichnen,  —  und  durch  Wiederholung 
des  Verfahrens  kann  man  x  nach  dieser  Regel,  der  sog.  Regula 
Falsl,  mit  beliebiger  Annäherung  finden.  —  Das  durch  drei  Puncte 
(*i7i)j  (^272)»  (^373)  oder  durch  drei  Gerade  (1),  (2),  (3)  be- 
stimmte Dreieck  hat  die  Fläche 

P^  ^t(72  — 73)+X2(y3  — yi)4-X3(y|  — 72)  ^ 

^  [bi(a2  — a3)  +  b2(a3  — aQ  +  baCai— a2)P  ^ 

2(a2  — a3)  (a3  — aj)  (ai  — a2) 

Der  Abstand  d  eines  Pnnctes  (aß)  von  der  Geraden  (1)  kann  (97) 
nach 

berechnet  werden« 

Statt  2  schreibt  man  auch  oft 
Cos  (1, 2)  =  Cos  (1,  X) .  Cos  (2,  z)  -f  Bin  (1,  x) .  Sin  (2,  x)  9 

1  l-f-ftj  *^t 


10 


um  4  sn  finden,   schreibt  man  181  :  2  ftlr  die  beiden   gegebenen  Puncto 
auf,  bereehnet  daraus  ai  und  b| ,  und  substitnirt  diese  Werthe  in  131  : 2.  » 

12» 
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Die  durch  6  ausgedrückte,  schon  in  20,  44  nnd  60  theils 
citirte,  theils  abgeleitete,  hier  aber  guu  besonders  klar 
nach  ihrem  innersten  Wesen  sich  kennseichnende  Begnla 
Falsi  scheint  snerst  etwa  nm  1600  durch  den  ans  Amol 
gebürtigen,  arabischen  Mathematiker  Mohammed  Belia* 
eddln  ben  Alhossain  in  seiner  „Essens  der  Rechenkunst 

(arabisch  nnd  deutsch  von  Nesselmann,  Berlin  1843  in  8.;  frans,  dnrch  A. 

Marre,  Rome  1864  in  8.)*^  angedeutet  worden  su  sein.   Ihre  Anwendung  mag 

dnrch  folgende  Beispiele  erläutert  werden:  Macht  man  in  der  transoeadenien 

(408 :  16  entsprechenden)  Gleichung 

0  =  u  — 14»  8'  20",1 .  8in  u  —  820«  44'  27",7 

Ar  u  die  Annahmen  u'=:d22*43'  und  u"  =  820^0',  so  entsprechen  ihnen, 

wie  man  durch  Substitution  dieser  Annahmen  in  die  Gleichung  leicht  findet. 

die  Fehler  d'=:  +  5368",7  und  d''  =  — 2542",6,  und  nun  gibt  die  Regula 

Falsi 


n"' =a  820«  0' +  2642",6 . 


822«  48'  — 820«  0' 


=:820«62'82",8 


6363",7  +  2542",6 

wofür  durch  Substitution  in  die  Gleichung  der  Fehler  d"'=:4-14",0  erhalten 
wird.  Wendet  man  auf  u"  und  u'"  nochmals  die  Regula  Falsi  an,  so  erhält 
man  ui^s820«62'lö",6  mit  dem  Fehler  dr^  =  0",0,  —  also  ist  u  =  320«53' 
16",6.  —  Entsprechend  den  in  858  mitgetheilten  Beobachtungen  des  Kometen 
von  1866  I  erhUt  man  nach  412  sur  Bestimmung  von  ^|,  r|,  rg,  k  die  4 

Gleichungen 

r  1 «  =  1,671917 .  ^1 «  —  0,087166 .  ^,  +  0,966908 
rg«  =:  6,177862 .  ^^ «  — 1,268667 .  ^^  +  0,966681 
k  «  =  2,144246 .  ^1 «  —  0,878266 .  d j  -f  0,018640 

('s  +  ^1  +  k)*'^'  —  ('i  +  rj  —  k)*/«  —  0,8042144  =  0 
ICacht  man  luerst  die  Annahme  d|  :=  0,  so  ergeben  die  drei  ersten  Gleichungen 
r|  =  0,988816  r,  =  0,988200  k  =  0,186162 

nnd  hief&r  nimmt  in  der  vierten  Gleichung  die  Seite  links  den  fehlerhaflen 
Werth  —0,281499  an.  Fflr  die  Annahmen  ^|=0,6  ergeben  sich  dagegen  die 
Werthe 

ri  =:  1,168149  r,  =  1,870882  k  =  0,604644 

und  Ittr  diese  der  fehlerhafte  Werth  -f- 2,078049.  Sucht  man  nun  sn  beiden 
Annahmen  und  den  ihnen  entsprechenden  Fehlem  nach  der  Regula  Falsi  eine 
bcMere  Annahme,  wiederholt  damit  die  Rechnung,  —  wendet  neuerdings  auf 
die  nunmehrigen  swei  besten  Annahmen  und  ihre  Fehler  die  Regula  Falai  an, 
etc.,  so  erhUt  man  schliesslich  die  Annahme  d|:=  0,214141,  und  damit 

ri  =  1,016898  r,  =  0,989638  k  =  0,189887 

und  hiefttr  reducirt  sich  nun  die  linke  Seite  der  vierten  Gleichung  auf  KulL 
Es  ist  somit  die  letste  Annahme  eine  gute,  ui^  ebenso  sind  die  mit  Ihr  be- 
rechneten Werthe  von  ri ,  r,  und  k  als  gut  su  betrachten.  —  Ein  ibnliehes 

Beispiel  wird  in  412  noch  weiter  ausgefllhri  und  verfolgt 
werden.  —  Beseichnet  man  die  Fliehe  des  dnrch  die 
drei  Punete  (x^y^),  (x,y,),  (x,y,)  besttanmten  Drdeckes 
mit  F,  so  hat  man  offenbar  (118) 

^^  =  (^i-»i)(yi+yi)  +  (»t-xt)(y.  +  y,)- 
—  (»t-xi)(y,  +  y,) 

woraus  6  sofort  hervorgeht  Für  die  DurchscbnlttspuDCte 
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der  Geraden  (1),  (2),  (8)  aber  erhilt  man  nach  1 
X  —       ^t  — N  _  „       ^a  — ^t  «  _       N  — h, 

ir  —  —  AiUzAi.        V—       b,  a,  —  bt  a,  b,  a,  —  b,  a, 

nndy  wenn  8|  S,  B,  die  mit  den  Geraden  (1),  (2),  (8)  aoBammenfallenden 
Dreieekaaeiten  sind,  bo  ergeben  sich  nach  8  und  6,  wenn 

n_  bi(a,^a,)  +  b,(a,~at)  +  b,(at-a,) 

(»!-•»)(•»  — »i)(ftt  —  «f) 
geaetat  wird, 

S,  =  m(a,-aj)yrT^  8,  =  m  (a»  -  a,)  VTh:;« 

3r_b»— b,/b,a|— bta,      bta,— b,at\   .  b,--bt /bja,— bga^      b,a,^b,a,\ 
a,— a,\    a,— ai  a^— a,    /"""a,— a^V    aj— a,  a,— a,    / 

I  N— N/W*»— W«!      ^i^— ^aa\ 
"^aj— a,V    a,  — a,  a,  — a^    / 

=  aj  (b,  -  b,)  m  +  a,  (b,  —  bi )  m  +  a,  (bj  —  b, )  m 

=  —  m  [bj  (a,  — a,)  +  b,  (a,  —  a^)  +  b,  (a^  —  a,)] 

mit  welch'  letzterer  Formel  (abgesehen  vom  Vorzeichen,  das  fllr  die  FUche 
schlieaelich  immer  positiv  werden  muss)  die  obige  7  vollkommen  fiberein- 
stimmt. —  Setzt  man  in  97:4  statt  y',  y,  x,  /7,  a  nnd  9  der  Reihe  nach: 
d|  ßj  aj  b|,  o  und  (1|  x)  =  Are  Tg  a^,  so  erhUt  man 

d=(^-bOCos(l,x)-a8in(l,x)  =  -&::i^l^^p£i^ 

'  yi  +  Tg«(l,x) 

wo  die  letztere  Formel  die  Im  Texte  gegebene  8  ist,  wfthrend  die  erstere 
mit  der  von  Hef  f  e  gebrauchten  Form 

^=:d  — a8in(l,x)  +  /9Gos(l,x)  M 

flbereInkSmmi  —  Die  vom  Anfangspuncte  auf  die  Gerade  181 : 3  gezogene 
Senkrechte  hat  offenbar  die  Gleichung  y=s  —  z!a|,  und  trifft  auf  derselben 
in  dem  Puncto 

aul 

ISS.  Der  Pmct  der  mittlem  lotfemugen.  Das  Prodnct  des 

Abstandes  eines  Panetes  (x  y)  von  einer  Geraden  in  eine  beliebige 
ihm  zugetheilte  Constante  m  heisst  Moment  des  Panetes  In 
Bealehmc  auf  die  Gerade*  Hat  man  ein  System  soleher  Poncte, 
80  besitzt  der  Ponct 

*""    JFm  ^""    JFm 

die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  ihm  2rm  als  Constante  znordnet, 
für  jede  Gerade  (132 : 8)  sein  Moment  gleich  der  Summe  der  Mo- 
mente aller  Poncte  des  Sjstemes  ist ;  er  heisst  Ponet  der  mittlem 
Entremanffm  oder  Sehwerpnnet  9  —  jede  durch  ihn  gehende 
Gerade  Sekweraxe*  Wählt  man  den  Schwerpunct  sum  Anfangs« 
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puncte  der  Coordinaten,  und  bezeichnet  die  Abstände  der  Pnncte 
des  Systemes  von  demselben  mit  ri,  r^^  etc.,  —  ihre  Abstände  von 
einem  Pnncte  (a,  b)  dagegen  mit  ^|,  q^j  etc.,  —  den  Abstand  des 
letztem  vom  Schwerpnncte  endlich  mit  r,  so  werden  J?mxss  j^mj 
SS  0,  und  man  erhält  (132 : 3)  die  merkwürdige  Beziehung  Steiner'a 

Zu  jedem  Pnncte  einer  Geraden  findet  sich  ein  zweiter,  mit  ihm, 
in  Beziehung  auf  die  Mitte,  symmetrischer  Punct;  werden  somit  allen 
Puncten  der  Geraden  gleiche  Constanten  zugeschrieben,  so  ftllt  ihr 
Schwerpunct  in  die  Mitte,  imd  hat  eine  der  Länge  der  Geraden 
proportionale  Constante.  —  Ein  Dreieck  kann  man  sich  als  eine 
Folge  von  Parallelen  zu  einer  Seite  denken,  und  da  deren  Schwer- 
pnncte (89)  in  der  Geraden  liegen,  welche  die  Mitte  der  Seite  mit 
der  Gegenecke  verbindet,  so  muss  der  Schwerpunct  des  ganzen 
Dreiecks  mit  dem  (112)  bestimmten  Puncte  zusammenfallen.  —  Der 
Schwerpunct  irgend  eines  Vieleckes  wird  gefunden,  indem  man  das- 
selbe durch  Diagonalen  auf  zwei  Weisen  theilt,  und  je  die  Schwer- 
puncte  der  Theile  verbindet  Der  Schwerpunct  eines  centrischen 
Vieleckes  oder  eines  Kreises  fallt  mit  seinem  Centrum  zusammen. 

Bexeichnet  d  den  Abstend  des,  schon  von  Cmrmmt  dureh  seiae  ^Otem^rie 
de  Position  (vergl.  116)*^  in  die  Geometrie  eingeflUirten,  dann  aber  namentlich 
dnrch  die  Arbeiten  von  Steiner  ttki  sie  wichtig  gewordenen  Pnnetes  der 
mitUem  Sntfexnnngen,  von  der  Oermden  (1),  während  ^,  d^,...  die  AbeUnde 
der  einseinen  Pnncte  Xj  y^ ,  x,  y, , . . .  des  Systemes  von  denelbcn  Geraden 
sein  mögen,  so  hst  msn  mit  Hülfe  von  1  nnd  133:14 

d-Jm=5[d  — X. Sin (l,x)-Uy  Cos  (l,x)]  2*111 

ssdJE'm  — 8in(l,x)2'mx-UCosa,x)2'my 

=  d(mi-|-m,+...)  — Sina,x)(m,x^  +  m,Xt  +  ...)  + 
4-Cos(l,x)(m,y^-L-m,y,4-...) 
=rm,  [d  —  X,  Sin  (1,  x)  -4-  y,  Cos  (1,  x)]  + 

4-  m,  [d  -  X,  Sin  ( 1 ,  X)  J-  y.  Cos  (1 ,  X)]  -f . . . 
=  m,  a,-fm^^-i...,  =  2'md 
wodurch  die  im  Texte  aufgefnhrte  Grandelirenschnft  des  Pnaeies  der  BitUen 
Untfemnngen  erhalten  Ist  —  Um  3  su   erhalten,   hat  man   mit  Hfilfe   Ton 
133:8 

X«f»Ä2*m[(x^a)«J-(y  — b)«] 

=rj:m(x«4-yt)  — ja^nix  — 3b2*my  +  (a«-f  b«)2'« 
d.  h.  eben,   weil  jeta«  Abscissen-  nnd  Ordinatenaxe  8chweraxen   slad  nnd 
somit  2*mx  nnd  l'my  verschwinden .   unsere  3,  welche  sieh  Ar  n  Pmicte 
▼on  gleicher  Constanta  (oder  gleichem  Gewichte)  anf 

i«dncir«,  so  dasa  die  Qnadratsumme  aller  Abstände  der  Pimete  einen  Systemes 
▼on  Hnem  andern  Pnncte  ein  Minimnm  wird,  wenn  dieser  letalere  Pvact  mit 
dem  .  chw«rpnncte  des  Sy»tcm«»s  snssmmonnuit.  -  T>\t  nnn  rolgendea  Atae 
•her  die  Schwerpnncte  der  einfachsun  Fignren  bedlkHeii  wohl  heiMa  weitem 
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Nechweisee.  —  Zur  Ergftniiuig  mag  beigefügt  werden,  daes,  wenn  n  Fnncte 
dieeelbe  Constante  haben,  nach  1  für  ihren  Bchwerpunct 

folgen,  das8  also  2.  B.  der  Schwerpunct  aller  Ecken  eines  n  Ecks  mit  dem- 
jenigen der  Mitten  seiner  Seiten  msammenfUlt.  Endlich  ist  fUr  allgemeine 
Formeln  auf  140  und  141  zu  verweisen. 

1S4«  Die  Gleiehmig  der  Kreislinie.  Die  Oleichnng  einer  Kreis- 
linie des  Mittelponctes  (ab)  und  Radins  r  ist  (132:3) 

(X  — a)2  +  (y  — b)«  =  r2  1 

und  somit  speciell  für  b  =  0  und  a  =5  r 


=  y2rx  — x« 


t 


oder  für  a  =  0  =  b 

x«  4"  y*  =  r«  S 

Für   den   Winkel  q>  aber,   nnter   dem   sich  zwei  Kreise  (s.  Fig.) 

schneiden,  folgt  (132:3;  104:6) 

Cosy^^'  +  g»-(a-«P-(b-/gp  ^ 

^  2rp 

Und  so  weiter. 

Die  Oleiehungen  1 — 4  bedfirfen  wohl,  wenn  man  die  im  Texte  gegebenen 

Andeutungen  und  die  Figur  benutat,  keiner  weitem  Ab- 
leitung, und  fllr  eine  Anwendung  von  4  kann  auf  880 
verwieBen  werden.  —  Hat  man  ausser  dem  Kreise  8  noch 

eine  Gerade 

ytsa^x  +  bj  « 

80  mflssen  Ar  allfillige  gemeinschaftliche  Puncto  beider 

Linien  auch  beide  Gleichungen  bestehen.  Eliminirt  man 

aber  aus  denselben  y,  so  erhUt  man 


x«  +  2x 


^t^ 


eine  Gleichung,  welche.  Je  nachdem 
d  +  Äi«)»  < 


+  V:zl!.=o 


oder 


r«  = 


b|« 


1  +  aj« 


:   l  +  si*  ^  *-r»i 

ist,  swei  reeUe,  iwei  gleiche  oder  swei  imaginäre  Wurseln  hat,  so  dass  die 

Gerade  6  in  Besiehung  auf  den  Kreis  8  eine  Secante,  oder  Tangente,  oder 

inssere  Gerade  darsteUt,  je  nachdem  (vergL  181 : 4)  ihr  Abstand  d  vom 

Krelsmittelpuncte  kleiner,  ebensogross  oder  grösser  als  d^  Radius  ist.  — 

Bleiben  wir  bei  dem  FaUe  der  Tangente  stehen,  und  ^d  X|  yi  die  Coordi- 

naten  des  Berfihrungspunctes,  so  folgen  aus  6  und  6 


Sjb, 


oder 


1+.,« 


yi=«i»i+bi=s 


_         *! 


1  +  ., 


a,Ä— 


und  fDr  diese  letstem  Werthe  geht  5  über  in 


2» 

yi 


ft 
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80  dM8  letEtere  Gleichung  der  Tangente  an  den  Pnnet  Xf  y|  rageh9rt  — 
Bezeichnen  aß  die  Mittelpnnctscoordinaten ,  r  den  Radius  eines  durch  drei 
Puncte  (Z|yt),  (X|y|),  (23X1)  gehenden  Kreises,  so  bestehen  nach  1  die 
drei  Gleichungen 

und  aus  diesen  folgen 

*~  2[xi(y,-y,)  +  x,(y,-yi)  +  x,(y,-y,)]  ^^ 

._,^iCV+yt*-'8*-y8')+^»(^8*+y»'-'i^yt')+«3C'i*+yi«-3Et«-yt*) 

^""  2[x,(y,-y,)+x,(y,-y,)+x,(yj-y,)] 

zur  Bestimmung  des  Mittelpunctes ;  mit  ihrer  Hfllfe  kann  sodann  aus  einer 
der  Gleichungen  9  der  Radius  gefunden,  und  durch  Einsetaung  in  1  die 
Gleichung  des  durch  die  drei  Puncte  gehenden  Kreises  erhalten  werden. 
Stellen  in  letzterer  Gleichung  (entsprechend  dem  in  182  bei  Entwicklung  der 
Regula  Falsi  Gesagten)  yiyiyt  kleine  Werthe  vor,  welche  yc=f(z)  annimmt, 
wenn  für  x  zweckmässige  Annahmen  Xi  x,  x,  gemacht  werden  ^  so  stellt  der 
aus  ihr  fOr  y  :=  0  hervorgehende  Werth  von  x  offenbar  nahe  eine  Wursel  der 
Gleichung  f  (x)s=0  dar;  praktisch  dürfte  es  jedoch  zweckmissiger  sein,  elaer 
solchen  Rechnung,  entsprechend  dem  von  CHilfliwili  gemachten  Vorschlage, 
eine  graphische  Bestimmung  jenes  Werthes  zu  substituiren. 

IM*  Die  Linien  zweiten  Gradei.  Auch  die  allgemeine  OleichoDg 

zweiten  Grades 

ay^  +  bxy  +  cx^  +  dy  +  ex-hfssO  1 

stellt,  da  sie  continoirlich  ist,  eine  Linie  dar,  —  und  zwar  moss 
diese  Linie  zweiten  Grades,  da  eine  der  Constanten  durch  Division 
weggeschafft  werden  kann,  durch  5  Puncte  bestimmt  sein.  Eüminirt 
man  aus  1  und  der  Gleichung 

einer  Geraden  die  Grösse  x,  so  findet  man  die  Gleichung 

y«[aa«-f  baH-c]  +  y[a(ad  +  e)  — /9(ab  +  2c)]+    • 

H-[c/?^  — a/?e  +  a«f]  =  0  • 

und  es  hat  daher  eine  Gerade  mit  einer  Linie  zweiten  Grades  zwei 
Puncte  (Secante,  Sehne),  oder  einen  Doppelpunct  (Tangente),  oder 
gar  keinen  Pnnct  gemein. 

Da  aus  1  durch  Differentiation 

^,_  by  +  2cx  +  e 
^  '        bx  +  2ay  +  d 

folgt,  so  entspricht  im  Allgemeinen  jedem  kleinen  Zuwachse  von  x  ein  kleiaer 
Zuwachs  von  7,  also  1  einer  Folge  von  Puncten.  —  Die  flbrigen  AusaprUcbe 
des  Textes  bedfirfen  kaum  einer  weitem  Erliutcrung.  —  Speciell  fftr  die 
Linien  zweiten  Grades  sind  ausser  dem  in  3  angeflihrten  Fundamentalwerke 
von  App^ll^nlnSt  und  den  sie  meistens  sehr  eiollsslich  behandelnden  Werken, 
welche  in  181  aafgeslhlt  wurden,  etwa  noch  folgende  Schriften  in  erwihnen: 
„Philippe  de  La  Hlre  (Paris  1640  —  Paris  1718;  erst  Maler  und  Architekt, 
dann  Mitglied  der  Academie  und  Professor  der  Mathematik  In  Paris),  Tb^rie 
des  coniques,  Paria  1673  in  fol    (lat  1685),   und:   Nouveanx  ilteenta  des 
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secttone  eoniques.  Paria  1679  in  12.  (Auch  1701  in  8.),  ~  de  IVespttal» 
Traitd  analytiqne  dea  secttona  ooniqnea.  Paria  1707  in  4.  (2  «d.  1720),  ^ 
Rob.  Slau«ii»  TreaÜse  on  conic  eectlona.  Edinburgh  1736  in  4.  (lat  Edin- 
burgh 1750;  drei  erate  Bflcher  deutsch  von  Camerer,  Tttbingen  1800  in  8.),  — 
H.  P.  Hanllteii,  Analytical  System  of  Conic  SeeÜons.  Cambridge  1880  in  8., 

—  SchelllNich»  Die  Kegelschnitte.  Berlin  1843  in  8.,  —  O.  8aliii«n,  Conic 
Beetiona.  8.  ed.  London  1866  in  8.  (4.  ed.  1863 ;  deutsch  von  Fiedler,  Leipaig 
1860),  —  (9iaalM»  Trait^  des  aectiona  eoniques.  Vol.  1.  Paria  1866  in  8., 

—  etc-" 

ISC*  AZ6B  und  littelpilDCt.  Bezeichnen  n  und  t  die  Coordinaten 
der  Mitte  der  Sehne,  so  hat  man  (135:2,  3;  18) 

t  =  «u  +  ^        und    .    t=/>(«^  +  Vi~;"^V^         » 
'  2(aa2+Da  +  c) 

and  eliminirt  man  hieraus  ß^  so  erhält  man  für  den  Ort  der  Mitten 

aller  nm  Are  Tg  a  geneigten  Sehnen 

ab  +  2c  ad  +  e  ^ 

t  = 5 — :-k u 


b  +  2aa  Jb  +  2aa 

d.  h.  eine  Gkrade,  eine  sog.  Axe«  Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
statt  a  den  Factor  von  u,  so  erh&lt  man  für  die  Axe  aller  zu  der 
ersten  Axe  parallelen  Sehnen 

t  =5  au  4-M  • 

so  dasa  die  neue  Axe  ein  Element  des  ersten  Sehnensystemes  ist. 
Zwei  solche  Axen  oder  Sehnensysteme  heissen  conjoglrt^  und  ihr 
Winkel  ia  ist  (132 : 2)  durch 

Tgu-g  agg  +  ba  +  c  ^ 

^^'^""^  b(l-a2)4.2(a  — c)a 
heatimmt   Ffir  ^  =  90<>,  d.  h.  für 

„«JLH^dÜL        wo        k  =  F(a  — c)2  +  h2  S 

nennt  man  die  conjugirten  Axen  Maaptaxen)   es  gibt  also  nur 

Ein  Paar  Hauptaxen,  —  denn  das  Doppelzeichen  bezieht  sich  auf 

beide  Axen,   nicht   auf   zwei  Paare.    Für  den  Durchschnittspunct 

zweier  Axen  erhält  man  (132: 1)  nach  2  die  von  a  unabhängigen 

Coordinaten 

A       2ae  —  bd       ^       2cd  —  be  ,«       .^^   ^ 

A ass B  =5 wo      g  =  b'*  —  4ac   • 

g  g 

Es  schneiden  sich  somit  alle  Axen  in  demselben  Puncte,  dem  sog. 

Mittelpuncle* 

Die  erste  Olelchnng  1  folgt  nnmittelbar  ana  185:3,  —  die  aweite  ana 
185:8  nach  18  in  Folge  der  Ueberlegung,  daaa  die  Ordinate  der  8ehnenmitte 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  die  Ordinaten  der  8ehnen-Endpuncte 
darstellenden  Wnrseln  der  Olcichnng  185:3  sein  mflsee.  —  Fflr  Aufstellung 
der  OleicltuDgen  3  und  8  genügen  die  im  Texte  gegebenen  Andevtongen, 
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welche  auch  für  Ableitung  der  Fonnel  4  ausreichen.  —  Bell  f»s=öO«,  also 
Tg^  =  oo  werden,  so  mnss 

b(l  — o«)  +  2(a-c)a  =  0        oder       b.««— a(a— c)«— b=0 
sein ,   und  hieraus  ergibt  sich  5  unmittelbar.   Für  diesen  Werth  von  •  aber 
wird  der  Factor  von  u  in  2 

ab  +  2c_  (a  +  cT^b  b  ra4-cä:km«-h2a«-2ac±2ak) 

"'b  +  2a«"— "b«  +  2a(a-c  +  k)-"  4a«k«— [b«  +  2a(a-c)l« 

_      a— c±k 
^  b 

womit  bewiesen  ist,  dass  sich  das  DoppeUeicheo ,  wie  der  Text  behauptet, 
lediglich  auf  die  beiden  Hauptaxen  bezieht.  —  POr  den  DurchschnittopuBCt 
Kweier  Axen  erhält  man  nach  2  und  132 : 1  die  Coordinaten 

A—     (a|d  +  e)(b-f  2a«,)-(e,d  +  e)(b  +  2a«,)     __2ae  — bd 
^""  Ca,b  +  2c)Cb  +  2a«i)  — (•ib  +  2c)(b  +  2a«,)         b,  — 4ac 

j.^     fab-f  2c)(«,d  +  e)--(«,b  +  2c)(atd  +  g)     __2cd-be 
"^  (a,b  +  2c)(b-h2a«i)--(o,b  +  2c)(b  +  2a«,)         b,  — 4ac 

d.  h.  6.  —  Eine  ihnlicbe  Entwicklung  wie  in  dieser  und  den  folgenden 
Nummern  gab  ich  schon  1S37  in  meiner  damals  von  meinem  unveigeaslichen 
Lehrer  J.  J.  v.  Littiww  provocirten  und  in  den  17.  Band  der  AnBalca  der 
Wiener-Sternwarte  aufgenommenen  Erstlingsarbeit  ,3eitMig  m  Theorie  der 
Curven  iweiten  Grades-,  —  nur  steuerte  ich  damals  ra  Onnaten  der  Paitbel 
auf  den  Scheitel  los,  $utt  auf  den  Minelpunck 

in»  TnitftnMtitt  oi  DltkalllK.  Verlegt  man  den  Anfangs- 
punct  der  Coordinaten  in  den  Mittelpnnct,  nnd  dreht  die  Abacifiscn- 
mxe  in  die  Richtung  der  einen  Hanptaxe,  d.  h.  aetzt  man  (97) 
«»A«  /?^B,  nnd 

Tg7  = ^ Mn-y= j^ 5m2^p  — j^ 

TS^T  =  -Y^        ^^^'^==^2Tr^        Co62y  =  ^ 

$o  j^'ht,  wenn  nvvh 

hasbde  —  a.e*  —  c^d*  ^ 

jX;?*^tJt  wird.  lSo:l  in 

^  _  "^^  =  1  » 


•9^ 


je  ^a  -•  c  —  k'  g  a  —  c  —  k) 

Ä>  d***  die  liv.:ea  iwe::ea  Grai<r*  rjhrh  bei^ien  Area  symmetriÄclu 
uiul  ^Ve  ia  xInt  lU^v.rxxea  :V*er?.c=i  S<in^=  ri^>ch  2  a  'grosae  Axe) 
uv.d  ib  ,VU.v.y^  Axc  *£-i.  —  I>:.''erL:^2:  P;:=!c:e  i^  grossen  Axe, 
>fcrUhe  >vNÄ  a.'-  Vi^.:vtir.v^ra  .xier  s^-^.  SCteiKte  der  kleinen  Axe 
um  d^  ::^^<  j:?\\^^  A:^«  a^^tel>;£.   )i5fi;ss5«rn  Mw^mmmmmtim  nnd 
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ihre  Entfernimg  ae  vom  Mittelpuncte  BxcentrlcItSt«  Nach  dieser 
Definition  ist  ^ 

a2«a2e«  +  b2      oder,  wenn      p--^-l/^Jf=^    • 

a*  '    (a  +  c  +  k)*  a 

Für  x=sae  wird  7  =  p,  d.  h.  der  sog.  Parameter  p  ist  die 
Ordinate  im  Brennponcte.   Umgekehrt  hat  man 

b  =  l/^  =  ayi  — e2«p(a  +  c  +  k):V=i  8 

Man  sieht  aus  diesen  Beziehungen,  dass  die  Werthe 

g  =  —  e<l  a«+  b==H- 

0  8=  1  oo  oo 

+  >1  ~     .     .    ]    . 

mit  einander  correspondiren,  und  hierauf  stützt  sich  die  Eintheilung 
der  Linien  zweiten  Qrades  in  Ellipsen  (g  «=  — )j  Parabeln  (g  =  0) 
und  Hyperbeln  (gss+).  —  Verlegt  man  den  Anfangspunct  in 
einen  Scheitel  der  grossen  Aze,  d.  h.  lässt  man  in  3:x  in  x  —  a 
ühergeheui  so  erhält  man  für  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel 

7«  =  2px  — -^x«         y2  =  2px        y«  =  2px-)- -^-x«    9 

Bezeichnen  femer  r|  und  r2  die  Radien- Vectoren  eines  Punctes  in 
Beziehung  auf  die  beiden  Brennpuncte,  so  hat  man 

Ti^  =  (x -h  a  e)2  +  y*         oder         ri  =  a  +  ex  ^^ 

r2»-=(x— ^e)2  +  y*  ra  =  a  — ex 

also  för  die  Ellipse,  wo  ex<a,  ri-f-r2  =  2a,  —  für  die 
Hyperbel,  wo  ex  >  a,  ri  —  r^  ==  2a.  —  Bezeichnet  man  endlich 
die  Winkel,  welche  r|  und  T2  mit  der  grossen  Axe  gegen  den 
nächstliegenden  Scheitel  hin  bilden,  mit  v,  so  hat  man  noch 

r  =  a+e(+rCosv  +  ae)        oder        r  =  -r— ; — ^7= 11 

~    ^^  ^     ^  1  +  e.Cosv 

als  Polargleichung  der  Linien  zweiten  Grades  in  Beziehung  auf  den 

Brennpunct  —  Bildet  die  grosse  Axe  mit  der  Abscissenaxe  einen 

Winkel  n,  so  geht  in  11 :  v  in  (y  —  n)  über,  und  man  erhält  für 

drei  Puncte  successive 

p— ri[l-feCo8(vi— n)]=r2[lH-eCos(v,— n)]=r,[lH-eCos(vj— n)] 

r^CosCv, — n) — riCos(vi — n)      rsCoeCvs — n) — rj  Cob(vi — n) 

Tg  n  =  ^'trzCCosva— Co6V|)H-r2r3(Cosv3— Co8V2)-f  rari  (Cvt  — Cv^) 
r|r,(Sin  Vj  — Sin  v^+r,r3(Sin  Vj— Sin  V3)-|-rjr,(S  Vj— S  vj) 
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80  dass  eine  Linie  zweiten  Grades  bestimmt  ist,  wenn  man  ausser 
dem  Brennpnncte  drei  ihrer  Poncte  kennt 

Die  erste  der  Formeln  1  entepricht  dem  einen  Werthe  ans  136 : 1 ,  — 
die  flbrigen  sind  daraus  mit  Hülfe  der  goniometritchen  Formeln  96:3  und 
98 :  9,  11  abgeleitet  —  FObrt  man  nach  97 : 1 
x  =  A  +  x'Coi9  — y'Siny  y  =  B  +  x' Siny  +  y'Coay 

in  135:1  ein,  so  erhält  man 

0  =  a(B  +  x'Siny  +  y'Cos9)«  + 
+  b(B  +  x'Siny  +  y'Cos9)(A  +  x'CoB9  — y'8in9)  + 
+c(A+x'Co89— y'8in9)«+d(B+x'8in9+y'C0By)+ 

+  e(A+x'Co8  9  — y'8iny)  +  f 

=:a^y'«  +  b^y'x'  +  c^x'«  +  d^y'  +  e^x'  +  ^ 

wo 

b                                       k  +  a  — c    .    b*    ,      k  — a  +  c 
a'  =  aCos«9  — -2-8in2  9  +  c8in«9  =  a— Ij^ ^"äF"^^ 5k 

_a  +  c  +  k 

^2 

ab    .  .   a  —  e    .    be      ^ 
b'  =  a8in29  +  bCo83  9  — cSin2  9  = f"  "^    ~~k l""T"~ 

b                                       k  — a  +  c        b«    ,      k  +  a  — c 
c'=2a8in«9  +  y8in29  +  cCos«9  =  a ^ "2Y"*"* 2k " 

^^  a  +  c  —  k 

""  2 

2ed  —  be    .  .   2ae  —  bd    ,    .      ^ 
d-  =  2aB  +  bA  +  d  =  2a-=^^^ — ^  +  b +d  =  0 

.      «     A    .   ».«  .  A     2ae  — bd    ,  ,   2cd  — be    ,  ^^^ 

e'  =  2cA  +  bB  +  e  =  2c J-b l-e=0 

g  g 

f'  =  aB«  +  bAB  +  cA«  +  dB  +  cA  +  f= 

a(2cd  —  be)«  +  b(2cd  —  be)(2ae  —  bd) +c  (2ae  — bd)«   , 

= ?  + 

,    d(2cd  — be)+e(2ae  — bd)    ,  -      h.g        2h    ,  ,_  gf— h 

+ +'="?       T"*"  -     g 

oder  also  die  mit  8  und  4  übereinstimmende  Qleichnng 

Es  geht  ans  dieser  Ableitung  heryor,  dass  wenn  man 

x  =  x'Cos9  — y'Sin9  y  =  x'Sin9 +  y'Coa9 

in  135 : 1  eingeführt,  d.  h.  nur  die  Abscissenaxe  in  die  Richtaag  der  einen 
Hauptaxe  gedreht,  und  nicht  auch  den  Anfangspunct  yerl^  bitte,  a',  b',  c* 
dennoch  dieselben  Werthe  erhalten  haben  würden,  dagegen  d'z=d,  e'=:e 
und  f '  =  f  geblieben  wäre.  ~  Um  in  5  und  6  je  den  iwelten  Werth  von  p 
und  e*  SU  erhalten,  hat  man  mit  Hülfe  von  4 

>_b^_      4(h-fg)«         g(a  +  c-k)  _2(h-fg)[(a+c)«--k«]_ 
**  -  a»^g«(a  +  c  +  k)«  *     2(h-fg)     —  g(a  +  c  +  k)»  "" 

_  2(h-  fg)(4ac-b«)  _     2(fg--h) 
""         gC»  +  c  +  k)«         —  (.  +  c  +  k)» 

c«-l-  *'-.l--*+-*'^^-l  +  —    « 

*       tt«^  a  +  c  +  k— '^  (a  +  c  +  k)« 
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alle  Übrigen  Besiehungen,  nnd  bo  auch  die  in  7  und  8  enthaltenen  brauchen 
keine  weitere  Ableitung.  —  Aus  3  folgt  mit  Hfilfe  von  8 

y t  -.  (flf  _  xt)  (1  _  e«)  IS 

und  substltnirt  man  diesen  Werth  von  y*  in  die  ersten,  einfach  dem  pytha- 
gorÜBchen  Lehrsatse  entsprechenden  Gleichungen  10,  so  erh&lt  man  die 
■weiten.  —  Die  Gleichungen  11  und  die  ersten  Gleichungen  12  bedürfen  wohl 
keiner  weitem  Ableitung,  —  die  zweiten  und  dritten  Gleichungen  12  aber 
gehen  aus  den  ersten  gans  einfach  hervor,  indem  man  je  zwei  durch  letstere 
gegebene  Werthe  von  p  einander  gleichsetst,  aus  Jeder  der  swei  neuen 
Gleichungen  e  berechnet,  die  beiden  Werthe  wieder  einander  gleichsetzt,  und 
aua  der  erhaltenen  Gleichung,  nachdem  man  sie  beidseitig  durch  Cos  n  divi- 
dirt  hat,  die  nunmehr  einzige  Unbekannte  Tg  n  ermittelt  —  Die  schon  von 
ProdoB,  Guido  Ubaldi  und  Stevin  behandelte,  meist  aber  nach  Claude 
Myterge  (Paris  1586  —  Paris  1647;  Schatzmeister  in  der  Generalität  von 
Amiens),  welcher  sie  in  seinem  Werke  „Prodromus  catoptricorum  et  dioptri- 
corum,  sive  conicorum  operis  libri  2.  Parisiis  1631  in  fol.  (neue  Ausgabe  in 
4  Bfichem  1630  und  sp&ter)^  besprach,  benannte  Aufgabe  „den  Weg  eines 
Punetes  einer  Geraden  zu  finden,  welche  auf  zwei  festen  Geraden  gleitet^, 

l&sst  sich  auf  folgende  Weise  ganz  einfach  lOsen: 
Theiit  der  beschreibende  Punct  M  die  Gerade  im 
VerhUtnisse  a :  b  s=  m,  so  hat  man 

t.Sing        a  +  b       ,j 

=s  — i  —  =r  1  -|-  m 

oder 

t.  8ina=:y(l+m) 

t.CoBo  =  y(l  +  m)Ctga 

und  somit,  da  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatze 

(x  — t.Co8a)«  +  (t8ino--y)«=a« 
ist,  Bofort 

[(l+m)«Ctg«o  +  m«]y«  — 2xy(l  +  m)Ctgo+x«  — a«=rO  14 

Es  ist  also  der  gesuchte  Weg  eine  Linie  zweiten  Grades,  und  zwar,  da 
g  =  -- 4m*  wird,  eine  Ellipse,  welche  wegen  A  =  0  =  B  ihren  Mittelpunct 
in  Ohat  -^  Fflr  den  speciellen  Fall,  wo  a=:90®  und  k<h,  folgt  k  =  l  — m*, 
a=:b,  (^a.  Fllr  einl&sslichere  Behandlung  dieser  Aufgabe  vergleiche  z.  B. 
YjHeinr.  Brilndltt  Das  Problem  des  Mydorge.   Schaffhausen  1860  in  4." 

tMS.  Die  Tangenton  ud  Konnalen.  Bezeichnen  xi  und  xt  +  i 

die  AbBciflsen  zweier  Punete  einer  Corve  7ssf(x),  so  hat  die  sie 
verbindende  Gerade  (132:4;  60)  die  Gleichung 

Setzt  man  i  ==  0 ,   bo  gehen  die  beiden  Punete  in  einen  Doppel- 
punct  und  die  Secante  in  eine  Tangente  über,  so  dass  Letztere  die 

Gleichung 

y  —  y  1  =  f '  (xi) .  (x  —  X|)  =  p .  (x  —  X,)  1 

die  zu  ihr  senkrechte  Normale  aber  (132)  die  Gleichung 

y  — yi  =  — (X|  — x):p  » 

haty  wo  zur  Abkürzung  d  yi :  d  X|  =  p  gesetzt  wurde. 
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Die  Oleichungen  1  und  2  bedürfen  keiner  weitem  Ableitung.  —  Da  tu 
134:3  sofort  p  =  —  ^i  ^  ^i  folgt,  so  erhUt  man  nach  1  flir  die  Tangente 
an  den  Kreis 

y  — yi  =  — ^(x  — Xi)         oder         yyi  +  xxi  =  yi«  +  Xi«  =  r« 
und  nach  2  fAr  die  Normale 

y  — yi  =  ^(x-xO  oder         y=3^x 

Xj  Xj 

Erstere  Gleichung  stimmt  mit  134:8  flberein,  —  letztere  sagt  einfach  tot, 
dasB  beim  Kreise  die  Normale  immer  durch  den  Mittelpunct  geht  Fftr  weitere 
Anwendungen  von  1  und  2  können  die  folgenden  Sitae  verglichen  werden.  — 

Versteht  man  unter  Tangente  und  Normale  auniclist 
die  Ewischen  dem  betreffenden  Puncte  der  Curve 
und  der  Abscissenaxe  enthaltenen  Stflcke  derselben, 
—  unter  Bubtangente  und  Bubnormale  aber  ihre 
H — ^  g^^^ ■ — jjj^i^ — I    Projectionen  auf  die  Abscissenaxe,  —  und  bedenkt, 

dass  1  oder  2  für  y  =  0 

x  =  Xi  — -^  oder  x  =  x,  +  yj.p 

ergeben,  so  erhUt  man  offenbar 

Bubt  s=  ^  Tang.  =  Vyj'  +  Bubt.«  =^  Vl  +  P*  » 

8ttbn.=2yi.p  Norm.  =  Vyj «  +  öubn.«  =  yj  l^l  +  p«  4 

wo  p  die  Tangens  des  Winkels  bezeichnet,  welchen  die  Tangente  mit  der 
Abscissenaxe  bildet. 

1S9«  Der  KrümmiUlgskrall.  Bezeichnen  X,  x  +  i  und  x  — i 
die  Absciflsen  dreier  Puncte  der  Curve  y  =  f  (x),  —  A,  B,  R  aber 
Mittelponctscoordinaten  und  Radius  des  durch  sie  bestimmten  Kreises, 
so  hat  man  (134) 

R2==[x  — Ap  +  [f(x)  — BP  =  [x  +  i  — Ap  +  [f(x±i)— BP  1 

und  hieraus  folgen  (60) 

^_  l  +  f(x)P(x)H-f^(x)^  +  i>y(x,i) 

f-(x)-hi.V(x,i)  « 

A  =  x-h[f(x)  — B]f'(x)  +  i.ö(x,i) 

Setzt  man  i  =  0,  so  wird  aus  den  drei  Poncten  ein  dreifacher  Pnnct 
und  der  Kreis  zum  sog.  KrVaunimgvkreliey  für  welcheui  wenn 
k  =  l  +  f'(x)S 

Der  Ort  der  Krümmungsmittelpuncte  einer  Curve  heisst  ETOtate^ 
—  diejenige  Curve,  welche  eine  gegebene  Linie  zur  Evolute  hat» 
Evolvente  derselben. 
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Au  1  folgt  nnKchst 

[x-Al«  +  [f(x)-B]«  =  [x-A]»±9i(x-A)  +  i«  +  [f(x)-B]« 

±21[f(x)-B]f'(x)+     . 
+  1»  [f  (X)«  +  (f  «  -  B)  f"  (X)]  ± 

oder,  wenn  man  beidseitig  hebt,  and  durch  +21  theilt 
0  =  x-A  +  [f(x)-B]f'(x)  +  '/,[l+f'W+aW-B)f"(x)]  + 

+  -J[(fW-B)r"(x)+3f'(x)f"(x)]  +  ... 

Schreibt  man  letztere  Oleichnng  fttr  beide  Zeichen  auf,  und  addirt  oder  sub- 
trahirt,  eo  erhUt  man  die  beiden  2,  und  aus  diesen  folgen  für  1  =  0  sofort 
die  beiden  ersten  der  3,  während  mit  ihrer  HQlfe  sodann  aus  1  die  dritte  3 
sofort  hervorgeht  —  Fflr  die  Anwendung  dieser  Formelo,  sowie  für  Beispiele 
von  Evoluten  und  Evolventen  können  die  folgenden  B&tse,  s.  B.  143  und  149, 
verglichen  werden. 

140«  Di6  Quadratur.  Betrachtet  man  die  von  zwei,  den  Abscissen 
X  und  xH- Ax  entsprechenden  Ordinaten  y  und  y  + Ay,  der  Curve 
und  der  Abscissenaze  eingeschlossene  Fläche  als  Flächenelement, 

so  hat  man 

AFr=>y.Ax 

AF<=(y-f  Ay)  Ax 


also  an  der  Grenze 

dF  =  y.dx 


oder 


-JV.dx 


wo  a  und  b  die  Grenzwerthe  der  die  za  berechnende  Fläche  be- 
stimmenden Abscisse  bezeichnen.  Entsprechend  hat  man  für  das 
von  r,  r  +  A  r  mid  der  Carve  eingeschlossene  Flächenelement 


df  = 


r«.dv 


oder 


-^/ 


ß 


r^.dv 


Die  zur  sog.  Qaadratar  nach  1  oder  2  geforderte  Integration 
wird  mechanisch  durch  Umfahren  mit  den  sog.  Planimelera  von 
Oppikofer-Wetliy  Amsler,  etc.  erhalten. 

Die  im  Texte  gegebene  Ableitung  der  Formeln  1  und  2  dürfte  genügen; 

dagegen  möchte,  abgesehen  von  den  in  folgenden 
Sitsen  gegebenen  Anwendungen,  als  vorläufiges  Bei- 
spiel die  Quadratur  des  Kreises  hier  Fiats  finden : 
Nach  1  hat  man  mit  Hülfe  von  134 : 3  die  FUche  des 
Viertelkreises 


y*^. 


X^AX 


h:  ^ 


x«.dz 


oder  also  mit  Hülfe  von  67 :  14 


F        r'  xVr«  — X«    ,    r«   .      ^,    xT        r«         ^,    , 

T=L  2 +  ^Arc8in-J=-2-Arc8inl 


r«« 


oder 


F  =  r« 
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wie  In  m:  1.  -  Da  der  Schwerpunct  de«  Fllchenelemento.  dF  ottenbmr 
die  CoordiB.ten  x  und  '/.  S  t«*,  •«  "<«'  »«*  »«'l  ■>"  ««^hwerpuMt  d« 
durch  1  gegebenan  Fl&che  F  in 

So  I.  B.  hat  man  fBr  deo  KrelaqnadranUn  mit  BennUnng  obiger  Be«Üinmoi.g 
nnd  mit  HQlfs  vod  68 : 4 


und  d«r  Schwerpunct  de*  Halbkreltee  «Uht  aomlt  ebeDfalla  um  4  r  :  8  «  tok. 

Ceotmm  »b.   -   Der  1886   »o»  Johannee   Oppikrf*»  (Uoter-Opplkoa    >n 

Thnrgat.  1783  -  Prinenfeld  1864;  IngeniMr  und  Btra»WBli.«pecU)T  !■  Bc« 

and    Thu^an)    eKundene    FI«d- 

meter  beatebt   ms   einem  Kegel, 

der  aber  einem  Brett*  so  ntg^ 


ir. 

s*"x::a 

tu- 

ÜB- — i — ^^^T^f^^ — .r 

0 

T 

s 

T^Sy 

-K 

--"-^» 

■teUt    Ut, 

oben  Kante  deoudben  par*U«'l 
■teht,  ond  daaa  er  andonriu  <r«i 
1  adne  Axe  lotlren  kann.  Aof 
dem  Kegel  Uegt  eine  «a  der  «- 
wlhntcn  Kante  MnkrMbte  RoUe 
A,  deren  In  eine  SpltM  naaUnfca- 
4er  THIger  In  der  ConliMe  I  dea 
BreUes  nisehlebbar  bt,  wlhnnd 
■ich  hinwieder  du  ganne  Brett  in 
einer  n  I  aenkraebten  CosUsm  II 
•IBM  tweHcn  Brettes  bewegt,  wo- 
bei der  Kegel,  indem  ein  ebenbUa 
kegdnrmlger  AnaaU  E  desselben  sieh  aaf  einer  am  iwaiien  Brette  befeatiKtm 
Schien«  BC  reibt,  »ine  dieser  Bewegung  entsprechende  Drehiug  eAUt.  FUrt 
man  die  Spitie  mit  HOlfe  der  beiden  Bewegnngen  n  i^end  einem  Panel«  O, 
■o  erbUl  die  RoUe  A  eine  bestimmte  DUtau  a  Toa  der  Bpitse  des  Kagcli, 
utid  ngieich  steht  ein  bestimmter  Poaet  a  der  «bT  ihiwt  Brnfnage  beftnd- 
lirhen  Tbellui«  dem  Indei  D  ge^nftber.  Wird  die  Spitae  tob  O  naek  P 
gelUrt,  so  gleitet  die  Rolle,  ohne  das*  sich  der  Kegel  dreht,  am  x  aaf  der 
Kante  fort;  wird  sie  aachfaer  tob  P  nach  M  geftthrt,  so  behUt  die  Rolle  die 
Entfttaang  (a  +  x)  tub  der  Spitie  des  Kegcia,  dagegen  Wird,  wi«  oben 
•Inrch  iW  \U^  der  Conliase  U  aotbwcadig  gewordene  Tcr- 
d*r  Kr(il.  and  damit  aach  di«  alch  an  Ihm  reibeade  Bolto  A, 
,  slsd  Lauter«  non  eine  ncae  Able«Bae  f  ergeben,  —  aad  iwnr 
Dnhaag  •«<neits  j,  and  «ndcneits  (x-t-a)  propoatleaal  seis, 

/•-•  =  ■(»  +  »>? 
n    rtne    Tvm   Appirate    abhingige   Constante    bcnekhacL 
-  U   Bach  N   gebracht .  so  wird    ■ 

A^='"t«1-«-rdi>dj=m(ai.x)dy 


-*  Die  analytUehe  GeometriB  der  Ebene.  -^  193 

statt  haben,  und  somit,  wenn  die  Spitee  yon  M  nach  O  geführt  wird,  und 
dann  die  Rolle  die  Ablesung  ß  ergibt,  eine  Summe  von  Drehungen 

(a  +  x)dy  =  — ml    (a-f  3l)  dy=:— -may  *-m  I    xdy  = 

:=  —  may--m[xy'|    y.  dx]=r  — m  (a  +  x)y  +  m  (    y.dx 

entatehen,  so  dass  BchlieBslich 

/?-«=r(/3  — /?')  +  (/?'- a)  =  mry.dx  4 

oder  die  AbleeungedifiTerena  an  der  Rolle  der  umfahrenen  Fläche  proportional 
ist,  somit  Letstere  wirklich  durch  Erstere  gemessen  werden  kann.  —  Der 
Winkel  des  Kegels,  der  bei  den  ersten  Erstellungen  des  Oppikofer'schen 
Planimeters  durch  die  Mechaniker  Johanner  Pfftffli  (Bignau  1802  —  Bern 
1888)  und  Heinrich  Rudolf  Ernst  (Bern  1803  —  Boulogne  1863)  nur  0  %  ^ 
betrug,  ist  nach  der  gegebenen  Theorie  willkQrlich,  und  es  ist  das  unbe- 
strittene Verdienst  des  Ingenieur  Kaspar  Wetll  (Männedorf  1822),  etwa 
1849  geaelgt  au  haben,  dass  unter  Vergrösserung  desselben  auf  90®  die  prak- 
tische AusfOhrung  und  Brauchbarkeit  wesentlich  gewinne.  —  FOr  die  weitere 
Geschichte  dieses  Planimeters,  —  die  zu  Gunsten  des  Trigonometers  Johann 
Martin  Hermann  (Pfronten  bei  Fflssen  1786  —  Manchen  1841),  der  schon 
1814  die,  nachher  aber  wieder  total  in  Vergedsenheit  gerathene  Id^e  gehabt 
haben  soll,  in  Ähnlicher  Weise  eine  Fliehe  durch  blosses  Umfahren  au  be- 
stimmen, in  neuester  2eit  erhobene  Prioritfttsfrage,  —  die  verschiedenen  nach 
und  nach  für  die  Construction  vorgeschlagenen  Modiflcationen,  '—  etc.,  vergl. 
„Christoph  Trunk»  Ingenieur  zu  Eisenach:  Die  Planimeter,  deren  Theorie, 
Praxis  und  Geschichte.  Halle  1865  in  8.,  —  Ernst  Fischer»  Professor  in 
Aarau  und  München:  Die  mechanische  Planimetrie,  ibre  geschichtliche,  theo- 
retische und  praktische  Bedeutung  (Schweiz,  polyt.  Zeitsohr.  1868),  —  etc.** 
—  Der  von  Jakob  Analer  (Stalden  bei  Brugg  1823;   frOher  Professor  der 

Mathematik  in  ^chaifhansen,  jetzt  Chef  einer 
mechanischen  Werkst&tte  daselbst)  etwa  1856 
erfundene  Polarplanimeter  besteht  aus  swel 
Bt&ben  D  und  L-fl?  welche  in  A  dur<di  eine 
längs  L-f-1  etwas  verschiebbare  ChamÜre 
verbunden  sind.  Am  Ende  von  D  befindet 
sich  eine  Bpitse  P,  um  diesen  Endpunct  in 
der  Operationsebene  als  eine  Art  Pol  flxiren 
au  können.  Bei  F  ist  ein  sog.  Fahrstifl,  um 
dea  Endpunct  von  L  Iftngs  einer  gegebenen  Contour  hinzuführen.  Am  Ende 
von  1  eltst  eine  getheilte  Rolle  (R),  an  der  ein  Index  spielt,  auf  der  Ope- 
rationsebene. Wird  der  Fahrstifk  von  F  nach  einem  benachbarten  Puncto  F» 
geführt,  so  dreht  sich  der  Radius  Vector  R  um  einen  kleinen  Winkel  A  fi 
und  beschreibt  dabei  eine  Fliehe  ^F;  gleichseitig  geht  A  nach  A*,  und  die 
Rolle  nach  (R>),  wobei  der  Radius  Vector  r  ebenfalls  nahe  die  Drehung  A? 
macht,  wUrend  die  Rolle  in  Folge  ihrer  Fricüon  eine  Drehung  AM  erleidet 
Ist  e  der  nahe  mit  einer  Geraden  su  verwechselnde  Weg,  den  die  Rolle 
surücklegt,  und  a  sein  Winkel  mit  der  Rolle,  so  ist,  da  nur  die  in  die  RoUen- 
ebeae  fallende  Ck>mpononte  von  c  sich  als  Drehung  der  Rolle  seigen  kann, 

AMs=5C.Cosa       und  da  nahe  — =^9^-^ 

r  R 


w*ir,  wirtbuk  L  18 


-  Die  aiiftlytiBclM  Geoatatila  der  Eb«iw.  — 


L'+D'  +  iLl  — B' 


wUiniid  ku  den  Dreleekeii  F  P  R  und  F  A  R  tdgoiuinaMMli 

R«=r»+(L+1)«— Sr(L+l)Ooi«  D»  =  r'+I»— «rlCo». 

liao  dnch  SnbtneUoD 
Rt— D'=L*  +  SL1  — arLCoBo        oder 
»0  ethUt  iii«n  somit 

AM  =  rCoiB.Af=       ^3i7 -A» j^ 

oder  dnreli  Integratioii  iwiieben  den  Orenien  0  nnd  f,  wenn  die  alt  den 
Dlmeiuionen  des  lutniinenteB  ■DKunmenhlngeDde  Constvite 

Lt  +  D>+aLl_  - 

3  *~ 

geaetct,  vnd  3  bsrflckrichtlKt  vtrd, 

P  =  0.w— L.M  • 

Umschreibt  mu  mit  dem  FUrettft  das  geaehlo— «ne 
Figur,  Meaerbtlb  welcher  der  Pol  F  liegt,  von  A  tm 
Sinne  des  Ubrietgen  bli  wieder  lueh  A,  und  iat  die 
Tbellnng  der  Rolle  «o  beschAffen,  due  Dtelwn  n*eh 
linke  die  Ablesung  vermehrt,  eo  bat  man 
PssPABP  — FBOP  — PCDP  +  PDAP 
=Cw'  +  L.M'  — (Cw'  — LM")  — (Cw"  — LM-'O  +  tCW-f  Ljn») 

sLhf  « 

wo  H  die  OeiammtdrehnnK  der  Bolle  beMiebnet.  bt  deher  die  Tbelling  u 
ZieUterer  eo  eingerichtet,  due  lie  flkr  eine  beaUmmte  Lingeneiubelt  LM  tn 
eaUprecbenden  FUchenelDheilen  gEbt,  so  erbUt  man  In  dleiem  FaQe  ana  der 
Oiffereaa  der  Ableaungen  vor  Begüm  nnd  am  Sohlnaae  der  UmaelirelbaBg 
nnmittelbar  die  Fliehe.  Um  daa  Instrument  bleranf  ca  prOlta,  Bwaehrwlbt 
man  i.  B.  einen  Krele  von  gegebenem  Radiua,  nnd  aleht,  ob  die  afageleatne 
FlKche  mit  der  berechneten  genau  Qbereinatinunt;  Ut  et  »lebt  der  Fall,  eo 
wird  A  (e.  Flg.  3)  etwa«  verschoben,  die  Probe  wiederholt,  et«.  —  Hat  man 
rine  grfleaere  Flgar  in  meeeeu,  ao  wird  der  Pol  Innerhalb  derselben  betottgt, 
eo  daas  man  nnn  eine  volle  Umdrehnng  wt=3>  an  machen  hat,  na  die 
Figur  cn  nmfabren,  wo  sodann  ilatt  6  die  direet  6  entnonunena  Foiael 

FsC.ax  — L.M  a 

ananwenden  iat  In  diesem  Falle  Ist  also  eine  geaana  Samitntia  von  C.S> 
nothwendig,  und  nm  diese  in  erbalten,  Wird  wieder  ein  Krela,  aber  von 
relativ  grossem  Radtna,  angewandt,  —  der  Pol  F  in  »alBem  lOttalpnnet  b^ 
fesügt,  —  nnd  das  erhaltene  LM  nm  das  berechnete  F  vermehrt  —  Verg). 
fBr  den  Polarplanlmeter  anseer  den  oben  erwähnten  SehrUleB:  nAHatvr* 
Ueber  die  mechanUehe  BeBÜmmnng  des  FlKcheninhaltaa ,  dar  atattsAen 
Momente  and  der  Trlgheltsmomeote  ebener  Figoren,  Inabeaondero  Ibar  daea 
neuea  Planüneter  (Zttrch.  Vlerteljahrsschr.  18U),  ~  Emil  Seklms  (Ztrtch 
1817;  Professor  der  Mathematik  nnd  Physik  in  Aarao,  Ben  nnd  Omt),  Uabar 
daa  Polarplanlmeter  von  Prof.  Amtier  in  Sohafffaansen  (Bamei  UUtk.  U5T), 
—  etc." 

141.  Me  RHUlMtion.  FOi  du  Bogenelement  A  a  lut  man  (s.  flg.) 


=  "'  +  ''  =  =  -tS^  +  ^*-Te»'-Ay 
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also 


v^^m 


Al-<vT+Ti^»-fTg9-A^ 


Nnn  ist  (138) 


^  iii)  -  ii 


Tg» 


also,  wenn  d  7 :  d  z  ss  p  und  d  t  :  d  v  s=  q  gesetzt  werden, 

-||-  =  Vl-fp«         oder         s=f  VT+^.dx  1 

nnd  entsprechend  ^ 

womit  die  sog.  Reetlllcatloii  geleistet  ist 

Die  Avfttellwig  der  Formeln  1  nnd  2  bedarf,  ausser  dem  Hinweise  auf 

die  Figur,  nach  dem  im  Texte  Gesagten  kaum  einer 
^,^        weitem  Erlftuterung.   Beispielsweise  bat  man  nach  1 
und  66 : 4  für  den  Halbkreis ,  da  wie  138  IQr  den 
Kreis  p=: — ^^x:y  ist. 


=  rr    ArcSinil  =r[Arc8inl— Arc8in(— l)]=3rif 

Fir  weitere  Anwendungen  vergleiebe  die  folgenden  Sfttie.  —  Der  8obwer^ 
punei  eines  Bogens,  dessen  Endpuncte  die  Abeeissen  a  und  b  haben,  hat 
aaeh  188  : 1  offenbar  die  Coordinaten 


=fr.- 


ds 


=irj- 


ds 


also  I.  B.  derjenige  des  Halbkreises,  da  fDr  den  Kreis  wie  oben 

rdx  rdx 


ds=:-=-:^  = 


Vr-i- 


ist,  mit  Hfllfe  von  68 : 8  die  Coordinaten 

1    r+'      ,  1  r+'  1        3r 

,=—/_, .dx  =  -[_x]=-il  =  o,68e6.r 

nnd  ihnlleh  in  andern  Fällen. 

14S»  Dia  Illipia.  Hat  man  zwei  concentrisohe  Kreise  der  Radien 

•  und  iy  ssieht  (s.  Fig.  1)  cd  beliebig,  ef  ||cg  und  d.f  Xcg,  so 

ist  (137:3)  f  ein  Pnnet  einer  Ellipse  der  Halbaxen  a  und  b,  und 

eine  durch  zwei  solche  Puncte  ff  und  f  ^  bestimmte  Gerade  hat  die 

Gleichnng 

*  y  =  x.Tgö  +  /?  1 

wo,  wenn  y  +  i^  =  2y  und  q)  —  iiß^28  ist, 


Tgfl--^Ctgy 


XI  — fc  Cos* 
''^^-SilTy- 
18 
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—  Die  jk&alytlscbe  Oeomeirie  der  Et^ese.  — 


und  die  L&nge 


Uft 


a  b  Sin  2  a 


ß.CoBd 

Sind  Fl  und  Fj  (s.  Fig.  2)  die  Brennpuncte  der  Ellipfle,  also  (137) 
rj-|-r2  =  2o,  und  macht  man  mcs=rj  und  mdJ_<^Fi»  ^  *** 
ri  H-  r,  (87)  die  kürzeste  Verbindung  von  F|  und  T,  mit  m  d ,  — 
also  liegt  jeder  andere  Punct  von  md  ausser  der  Ellipse,  oder  es 
ist  md  Tangente,  —  die  dazu  Senkrechte  mn,  welche  ^(rg,  r,) 
halbirt,  Normale  in  m.  —  Für  a=b  wird  die  EUipse  zum  Kreise. 

Es  tat  offenbar  ^ 

x,=:aCo89  yi  =  bSlnf  « 

also 


yt  =  b8iii^ 


Ebenso  bat  man 

Xf  :=  a  Cos  ^ 
also  nach  132 : 8 

fi  f,  =  y{a  Cos  9  -  a  Cos  ^f)«  +  (b  Sin  9  —  b  J^ln  ^)« 


=  2 Sin ^ ]/o«Sin« y  +  b«  Cos« y 

Femer  erbilt  man  . 

T^^       y>-y>         b(8iny-81n^)  b^ 


X,  —  X, 


hCo9t 


a  (Cos  9  —  Cos  9) 
llLy\,=:-Ii—  oder  ß=j,+l'^ ^x^=:h{Binf+Ct^rOo^9)—  ^, 
d.  b.  die  3,  nnd  mit  ibrer  HQlfe 


also 


b .  Cos  t 
b«  Cos«  y  =  »•  Sin  V  Tg«  Ä  9|ny  = — 


ya«Sin*y  +  b«Co8«y  = 


aSIn 


Z.^^ 


obCos^ 


CosÄ  "■   /?Cos« 

woraus  In  Verbindung  mit  5  sofort  3  folgt  —  Verlingert  man  rt   über  F| 
hinaus  bis  an  die  Ellipse,  so  bat  man,  wenn  diese  VerlingemiiK  mit  r«  b^- 

seichnet  wird,  naob  187:11 

P  P 


'i  = 


1  +  «  Cos  V 
nnd  hieraus  folgt 


'»—  i  — eCosT 


'i  +  'i 


P  = 


odar  M  Ist  D«eh  17 : 7  der  Parameter  daa  hannonisohe  Mittel  swlMhea  4ea 
beidaa  Segmenten  einer  sog.  F*cali«hiie< 

14S.  Waitera  BniAugMI.   Da  ans  der  Mittelpunetsgleichnng 
d«r  Ellipse  (137) 

dx  ~ 


f'(x) 


f "  (x) 


b« 


d»y 

dx«  ~        ««y» 


fdgen,  80  haben  für  sie  (1 38)  Tangente  nnd  Normale  die  Gleichnngen 
7  -  71  =  -  -j^^  (X  -  X,)      «nd      y  -  y,  =  J*  ^J  (x  -  x.)  « 


—  Die  analytlBChe  Geometrie  der  Ebene.  —  197 

w&hrencl  für  den  ErümmnngBkreiB  (139) 

*  a*F  ""  ins  * 

folgen.  Femer  hat  man,  wenn  a  die  sog.  Abplattmifft  d.  h.  die 
Differenz  der  Axen  in  Theilen  der  grossen  Aze,  bezeiclinet,  mit 
Hfilfe  von  137 :  6—8 


a 


«-*     i_ynri5  =  i_i 


a  b 

b  =  o(l— «)         e«»=2o  — a2         p  =  b(l  — tt)  • 

0 _^  ttCoBy  _ 

*~  Vr+Tgy.Tgv        VI  —  e« Sin« y 

-,  0  (1  —  e«)  Sin  qp  _ 

■^  •*  VI  — e«Sm«y 

8  =  e«x  =  (2o  — a«)rCo8V  lO 

tt.SecY  l/  Coay 


Coev       VH-  Tg  9 .  Tg  V  Cos  v .  Coa  (y  —  v) 

=  naheaVl  — e2Sm>9>  =  a  (1  — "y  Sin«^)  =  o  [1  —  «  Sin'y] 

Rr=     ^'^*     g.        tt(l  — eq        ^b«r«Coa»v^ 
"*  »«  Co6»  9  "  (1  —  e«  Sin«  <f)*/*        a*  Coe»  9>  °" 

Für  die  Scheitel  an  der  kleinen  und  grossen  Axe,  d.  h.  für  z  «s  0, 
ya>b  und  xara,  yssO  ergeben  sich  speciell 

A«0  B  =  ^^^^  =  -y(aH-b)a  »«x    »• 

a<  —  bs  b' 

a  ci 

Endlich  erhält  man  (140 : 1 ;  67 :  14) 

f„lry?ZriSdx  =  ^.n  IS 

a  Jo  4 

als  Fläche  des  Ellipsenqnadranten. 
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—  Die  aualytlBcbe  Qeometrie  der  Ebene.  — 


Die  Formeln  1—6  gehen  nftch  der  im  Texte  gegebenen  Anleltug  ohne 

Schwierigkeit  hervor,  —  ebenso  7  mit  Hfilfe  von 
2  und  der  beiatehendea  Figur.  Aus  7  folgt 

y=-^Tgy.x  M 

und  wenn  msn  diesen  Werth  in  187 : 3  efaisetst, 
erh&lt  man 


^1 


x:= 


Va*+b«Tg«9 

woraus  mit  Hfllfe  von  7  oder  187:8  die  beiden 
Formeln  8  leicht  hervorgehen.  —  Mit  Hfllfe  Ton 
7,  8  und  der  Figur  findet  sich  9  ohne  Schwierig- 
keit —  Bftit  Hfllfe  von   19  und  137 :  6  erhUt 


s^x  — y.Gtgf  =  x r-.x  =  e*.x 


Uli 


d.  h.  die  erste  Formel  10 ,  aus  der  sodann  die  sweite  nach  6  sofort  fidgt.  — 
Die  drei  ersten  Formeln  11  gehen  aus  der  Figur  mit  Hfllfe  von  8  hervor; 
femer  ergibt  sich  mit  Hfllfe  von  8  und  9 

woraus  der  erste  Nftherungswerth  folgt,  dem  sodann  die  flbrigen  leicht  «nt^ 
nommen  werden.  -*-  Ebenso  folgen  die  12  mit  Hfllfe  von  9  und  187:6  ohne 
Behwierigkeit.  -*  Aus  der  Figur  folgt 

i^^.K  =  (l  — e«).N 


N:x=sn:x  — s 


oder 


n^ 


oder  18,  woraus  mit  Hfllfe  von  12  auch  sofort  14  hervorgeht  —  Ifit  Hfllfe 

von  19  folgt 

o*y«  +  b*x«  =  b*x«Tg«9  +  b«x«  =  b*x«:Cos«9 

und  hieraus  geht  durch  Einfflhrung  in  4  sogleich  die  erste  Formel  15  hervor, 
aus  der  die  flbrigen  mit  Hülfe  von  8,  11,  14  und  187:6,6  leicht  folgen.  — 
Die  16.  und  17.  sind  SpeciainUe  von  8  und  4.  —  Ans  140 : 1  folgt  mit  Hfllfe 
von  137 : 8  und  67 :  14  endlich 


s=--- . -TT- Are  Sin  1  :=—— . » 
a     2  4 

oder  18.  -*  Fflr  die  Anwendung  dieser  wichtigen  Formeln  i.  B.  auf  875^377 
verweisend,  msg  hier  noch  angeführt  werden,  dass  GerllD^  (s.  Omnerfs 
Archiv  V  61)  für  N  den  Namen  C^n^rninle  gewihlt,  und  sie  mit  Vortheil 
in  eine  Reihe  von  Formeln  eingeführt  hat  Beaeichnet  man  nimlich  Tangente, 
Subiangente  und  Subnormale  (vergl.  188)  der  Reihe  nach  mit  t,  st  nnd  an, 
den  durch  die  Normalen  gebildeten  Abschnitt  auf  der  kleinen  Axe  mit  p', 
und  setst  die  Düferens  swischen  Conormale  und  Normale  N  —  nssq,  so  hat 
man  nach  der  Figur  und  mit  Hfllfe  von  9,  10,  18  und  14 

xsN.Cos9  y=:(l  — e*)N8in^  M 

*sn=:nCos9s(l_e<)NCo8f  st  =  yTg9C=(l  — e*)N8lnf T^y    M 

*=C^  =  (^"-*'>^'^«^  p'=sTgf  =  e«N8iny 


-^  Die  analytlsohe  Qeoiüetrie  der  Ebene.  — -  \QQ 

q=-ö^  =  -^  =  e«N  r8in(9  — v)  =  p'CoB^=^NSiii29    ML 

rCoB(9  — v)  =  N  — p'Sin9  =  N(l  — e«Sin«9)  =  -^ 

e*N* 

Tg(f  — v)  =  -^-p-8in2  9        etc. 

In  35  liegt  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  du  Rechteek  ans  der  Co- 
nMmale  und  der  Projection  des  Rsdine  Vectors  auf  dieselbe  oonstant  ist,  — 
eine  Eigenschaft,  anf  welche  Oerling  schon  In  einem  Programme  „De  parallaxi 
elationis.  Marb.  1880*',  wo  er  auch  die  meisten  der  eben  aufgestellten  Formeln 
nun  ersten  Mal  mitgetheilt  habe,  hingewiesen  zu  haben  scheint  —  Ans  14 
folgt,  wenn  Bin^ s=s  gesetat  wird, 

N«  =  a«(l  — e«s«)-*        und        N.  dNc=ft«(l  — e*i«)-*.e«adi 
also,  wenn  M  der  Modnlns  der  gemeinen  Logarithmen  ist,  mit  Httlfe  von  67 : 1 

d.logN  =  M.-^  =  MeHl  — e«B*)"*.ad» 

=  Me«(l  +  e«a«-|-e*»*  +  e«»«-f-...)sda 
oder  dnrch  Integration,  da  fftr  9^0  nothwendig  log  N=loga  werden  muss, 

logN=  M  (i.e«»«  +  ie*a«  +  ye«»«  +  ...)  +  logo 

.  =-~^(e«Bin«f  +  ie*8in*9+i-e*Sin«f +  ...)+loga         M 

wonuush  sich  leicht  eine  Tafel  fttr  log  N  entwerfen  llsst  (vergL  877  und  XV). 
-^  Snbstituirt  man  in  1  fttr  y  und  b  nach  187 : 8,5,  so  erhUt  man 

und  mit  Hfllfe  erstem  Werthes  nach  141 : 1  fttr  den  iwischen  dem  Scheitel 
der  kleinen  Axe  und  dem  über  dem  Ende  der  Abscisse  stehenden  Poacte 
enthaltenen  Ellipsenbogen 

Da  39  mit  69:4  Übereinstimmt,  so  kann  somit  69:5  anr  ReotÜkcatlon  der 
Ellipse  Tcrwendet  werden.  80  folgt  a.  B.  mit  Hfllfe  davon  die  L&nge  des 
Bnipsenqnadranten,  da  in  diesem  Falle  offenbar  x  =  ai  also  9  =  0  gesetit 
werden  mnss, 

8=i.[.-(i.)'-i(44..)--i(4ii,.)'-...] 

woraoa  1.  B.  fttr  es=0  und  a:=r  der  bekannte  Kreisnmfang  4B=s2rsi 
hervorgeht  —  Beseichnet  ^  das  Supplement  des  Tangentenwinkela,  so  hat 
man  nach  2 

Tg^=— i— ^  wlhrend  Tgvss^ 

und  somit  mit  Hfllfe  von  187 : 8 

T^fl-TcfT  I  Ol-    Tg^  +  Tg»    _tt«y.«  +  >'*»i»-  g't'  ,- 

Tg»«Tg(T  +  y)_  i_Tgy.Tgy  -  («»-6»)T.y,  -  (a«-i«jx,y.     " 

Anderseits  ergibt  sich  IBr  den  Winkel,  welchen  die  mit  dem  Badina  Vector  r 
snsammeniiaUende  Axe  mit  der  au  ihr  co^jngirten  Axe  bildet,  nach  186 :4| 
wem  man  0=:Tgviry|:X|,  a=:a*,  b=:o  und  ossb*  setit,  die  Foimal 

**'•-'•  a(o»-b«Jy,:x,  -(o»-b«Jx,y,  *' 
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Es  ist  also  fA=:6y  oder  man  erbilt  sn  irgend  einer  Axe  die  eonjngirte  Axe, 
indem  man  an  den  Einen  Endpnnct  der  Erstem  eine  Tangente  und  in  dieser 
durch  den  Mlttelpnnet  eine  Parallele  sieht  —  Besieht  man  einen  Punct  der 
EUipse,  anstatt  durch  rechtwinklige  Goordinaten  auf  die  Hanptaxen,  durch 
schiefwinklige  Goordinaten  auf  irgend  swei  eonjngirte  Azen,  d.  h.  setct  man 

xsrx'Gosa  — y'  Sin/? 

y=:x'8ino  +  y'Gos/? 
wo  a  ein  beliebiger  Winkel  Ist,  und  nach  136 : 3 

Tg(90«  +  Ä  =  _^j|^ 
oder  , 

Tg/Jsr-Js-Tg«  M 

so  erhllt  man  nach  187 : 8  die  neue  Ellipsengleichung 

^,,/Co8«a  ^  8in«tt\  ^  y,,/SinV  ^  Go8«/g\     ^^,^,/CoBaSinß     Sin«Cos^_^ 

Beaelchnet  man  aber  die  halben  conjugirten  Axen  mit  a'  und  (',  so  hat  man, 
da  ihre  Endpuncte  Ellipseopuncte  sind,  nach  187 :  8  • 

a'».8in«a    .    a'«.Gos«o       ,  ,  1         Gos'o    ,    Sin«« 
6i + ii =  1        «der        _,-  =  _^+_p_ 


b'*.Gos«Ä    ,    6'«.8in«Ä       ,  ^  1  Sin«  Ä    ,    Go8«Ä 


S4 


wlhrend  mit  Hülfe  von  83 


^25iL^_«£«LC2i£  =  Co.aC«6/»(^-^)=rO 


folgt,  wofür  sich  obige  Gleichung  in 


't  v'« 

■ — fr--^— =1 


ft'l  '  b- 

susammensieht,  so  dass  sich  also  fDr  eonjngirte  Axen  die  Form  derEUIpeea- 
gleiehung  nioht  verändert.  Aus  84  und  88  folgen 

,, oTb; tt^  b«  (I  +  Tg«  g)  _  a^  Gos«  ß  +  h*  Sin«  ß 

*    ""  0«8in««  +  b«Cos«o  ■"   o*Tg«a  +  a«b«  "*  a«  Cos« /? -h  b«  6in«  ^ 

,,, a«b^ tt«b^(14-Tg«/g)  _  g* Sin« g  +  b^ Cos« « 

"    —  a«Gos«^+b«Sin«/J  ""  o«b«  +  b*Tg«/J  ^  o«  öin«  a  +  b«"Cos«  a 

und  hieraus  durch  Addition 

^it  i  fcii—  tt*b«(8in««  +  Co8«a)  +  tt<8in«tt  +  b^Gos««  _   ^      ,^ 

"    "*■  a«  Sin« «  +  6«  Cos« a  "*  "*" 

so  dass  die  Quadratsumme  der  Halbaxen  constant  ist.  —  Da  endlieh  B  +  ß 

+  00<»  —  a r=  180<»  oder  $==90^  —  (ß— a),  so  folgt  mit  HOlfe  von  33  und  36 

Sin  6  ==  Gos  09  —  a)  ==  Gos  Ä  Cos  «  +  Sin  Ä  Sin  «  ==  ^5£i^^±|!^42M 

Vl  +  Tg«/9 
__    tt«  Sin« tt  4- b«  CoB«  g  _   ob 

""  Va«  bin«  g  +  b«  Cos«  g  ""  «'J^' 
so  dass  (118)  alle  in  die  Ellipse  eingeschriebenen  Vierecke,  welche  eoiyngtrte 
Axen  SU  Diagonalen  haben,  gleich  gross  sind. 

144U  Dia  Panbal.  Ist  (s.  Fig.)  fb_lbc,  fc  beliebig,  fd»dc, 
dm  J_  cf  nnd  cm  ||  bf,  so  ist  (137 : 9)  m  ein  Panct  der  Parabel  des 
Brennpanctes  f,  Scheitels  a  und  Parameters  p  =  2q.  Die  HOlfs- 
linie  dm   hat  offenbar  nur  m  mit  der  Parabel  gemein  oder  ist 
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Tangente,  —  die  Normale  mnX^"^  hälftet  Z^emt^  —  bc  heisfit 
LeilUiile  oder  DIrectrIz«  —  Aus  137 :  11  folgt  die  Polargleichnng 

r  =  ^    .  Jj = 3^ —      oder      r  =s  2  q  —  r  Cos  v  =  q  -f-  x    1 

IH-Cosv        n    »t^ 

wo  die  letztere  Form  sich  nnmittelbar  aus  der  Figur  Terificiren  läset. 

Man  hat  offenbar 

y«=mf»— Cit— q)«={x+q)«— (x— q)«Ä,4qx=2pxt 

also  ist  der  Ort  wirklich  eine  ParabeL  —  Befesiigi 
man  In  e  das  eine,  in  f  das  andere  Ende  eines  Fadens 
der  Lftnge  oe,  Iftsst  die  a.  B.  dnrch  die  eine  Kafhete 
einer  sog.  Equerre  d^gestellte  ce  Iftngs  einem  naeh 
der  Directrix  gelegten  Lineale  gleiten,  nnd  sucht  mit 
einem  Stifte  m  den  Faden  fortwährend  An  jener  Eqnerre 
festanfaalten,  so  beschreibt  m  die  Parabel. 

14ft.  Wtitea  BaiieklUlgeiL  Da  für  die  Parabel  y.dj^p.dx, 
so  hat  sie  (138)  die  Tangentengleichung 

y  — yt  =  -£-(x  — xj)  1 

ans  der  folgt,  dass  die  Tangente  in  der  Distanz  X|  hinter  dem 
Scheitel  auf  die  Abscissenaxe  trifft  Für  die  Quadratur  der  Parabel 
folgt  (14D) 

F=/;ydx  =  »^/y/..dx=»|xy.-^  t 

Theilt  man  eiae  durch  ein  Correnstück,  zwei  Ordinaten  und  die 
Abscissenaxe  begrenzte  Fläche  F  durch  gleichabstehende  Ordinaten 
in  2n  Streifen,  und  betrachtet  die  von  den  paaren  Ordinaten  be- 
stimmten Curvenabschnitte  als  Parabelbogen,  so  kann  man  nach  der 
sog.  SbBpsoii^schen  Regel 

F--^[y«-y2.  +  2i(y^  +  2.yah-i)]  » 

setzen,  wo  x  den  Abstand  der  äussersten  Ordinaten  y»  und  ys. 
bezeichnet 

Fftr  7  =:  0  oder  alsp  Ar  den  Dnrchschnittspnnct  der  Tangente  mit  der 
Abaeissenaxe  erhält  man  nach  1  nnd  187 : 9 

p(x  —  Xi)  =  — yi«=r  — 2px,        oder       x^  — X| 

wie  im  Texte  behauptet  ist  -^  Da  aus  der  Parabelgleichung  durch  Diffe- 
renüren 

-T-^  =  ^         so  folgt  nach  138:4         8nbn  =  p 
dx       y  ^  '^ 

so  dass  also  bei  der  Parabel  die  Subnormale  constant,  und  somit  auch  eine 
leichte  Hormalen-Construotion  ermöglicht  ist  —  Bezeichnet  man  das  von  der 
Sehne  k  bestimmte  Parabelsegment  mit  o,  so  ist  nach  2 
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oder 


=  3f^[*y.'-*yi'-8Cyi+y.)(y.*-y,»)] 

=2riör.-y.)*  4 

S^tit  man  ferner  den  dnroli  r|  und  r^  getUdein 
Parabelsecior  gleich  b,  bo  hat  man,  da  mit  HfOfe  Ton 
144:1 

k«  =  (y.-yi)«  +  (x,-X4)«  =  (y,~yi)«  +  (r,-rO« 

(y.-yi)*  =  k*-('i-'i)* 


und  nach  104 : 8 

8üiw  =  -5^V(ri  +  r,  +  k)(r,  +  r,-k)(r,-r,+k)(r,-r,  +  k) 

laiy  Ittr  B  den  Auadrack 

=|ik.-(r.-r.)f«  .  P=^f^'  +  V(r.+r.)«-k*] 
Ferner  folgt  ans  144 : 1 

Vj  +  W 


COB«^ 


Cofl 


2 


Co.i 


=  [coe:j-Tg3..8lni]' 


oder,  unter  Benntning  von  IM :  7, 


008——!^       •]/(*i+*»  +  ^)(.'i+**  —  ^      |/«7 
'  fflni  l/»  +  r.-rO(k-r,4-rt) 

_VfrrTr.)»-k»-3r. 


Ans  6  und  IM :  1  erhilt  m«n  »ber 


4q  =  4riCo8*-^=:4r, 


_  k«-fa-r,)« 


1  +  Tg»:^       '.  +  't-V(',+ri)»-k' 


und  biefOr  gibt  6 

8  =  i-  [kt  _  (r,  -  r.)']  '/• .  [r,  +  r,  +  i  VCr,  +  r.)»  -  k«  ]  S 

Bezeichnet  man  endlich  den  von  q  nnd  r  beatiflunten  ParabelBeetor  mit  f 9  m 
iBt  nach  140 : 2  mit  Hfllfe  von  144 : 1 

,=i/,...,=f/-^=,./(.  +  T^|).4^i  = 

2 


=  «i*(t«t  +  t'^«*t) 


EodUeh  ist  offenbar,  wenn  bod  ala  Parabelbogen  des  Bcheitela  0  belndtei 
wirdy  mit  Hfllfe  von  2 
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abedes 


.gf.Cos» 


yo+jL.i  +  l-bd.ef 
2  n  ^  8 

_yo  +  yt  i+l      ^ 

■"       2       '  n  "■   8  "  n  Cos  a 

=-^(yo+*yt  +  yt) 

Bechnet  man  aber  auf  entsprechende  Welse  alle  im  Texte  erwÄlmten  n  Doppcl- 
streifen ans,  so  geht  durch  ihre  Bnmmation  offenbar  8  hervor,  —  etne  Formel, 
welche  den  Namen  von  Thomas  Slmpsf^n  trigt,  der  dieselbe  in  seinen  „Map- 
thffmstiffyl  dissertations  on  physlcal  and  analytical  snbjects.  London  17i8  in 
4.^  anerst  gegeben  haben  solL 

146«  Dia  HfperbeL  Sucht  man  (s.  Fig.)  eine  Reihe  von  Puncten 
m  auf,  welche  von  zwei  gegebenen  Puncten  f|  und  fj  dieselbe 
Distanzendifferenz  rj  — 12  =  2a  —  ab  <:  ft  fj  besitzen,  so  erhält 
man  (137)  eine  Hyperbel,  die  aus  zwei  unendlichen  Aesten  besteht, 
die  beiden  Puncte  fi  und  f|  zu  Brennpuncten ,  ab  zur  grossen, 
und,  wenn  ac«ofi=ad  ist,  cd  =  2b  =  2a  Ve«  — 1  zur  kleinen 
Axe  hat.  Ist  0  =  6  oder  ab  =  c  d,  so  heisst  die  Hyperbel  «lelcli- 

seltlc. 

Da  naoh  dem  im  Texte  HitgetheUten  f|  f,  =  3  .  ae  =  2  Vo«  +  b*  ist,  so 

hat  man 

r4«  =  y«  +  (x+l^+P)«  ^ 

rt*  =  y*  +  (x  — Vo«+P)» 
also  durch  Snbtraction 

rj«  — r,«  =  4xVo«  +  b« 
oder,  da  r|  —  r,  =  3 a  ist, 


r.  +  r.s=-?^yi?+F 


Hierans  folgen  aber 


t,^±yir:pSi+a 


r,c=-iVa«  +  b«  — 0  • 

miminirt  msn  s.  B.  ans  1'  nnd  2^  die  Grösse  r|,  so  findet  man  sofort  snr 
Probe  die  gewöhnliche  Gleichung  der  Hyperbel  —  Ist  fti  =  2a  =  f^k,  so 

ist  wegen  rj  —  r^  =  2  a  nothwendlg  i  m  =  r^ 
und  mk=:r|,  idso  ^fjmf^S  A^mi,  also 
i  k  s=  fj  f,.  Wenn  man  also  swei  Lineale  I 
und  n  mit  liftngeneinschnitten  hat,  die  sieh 
um  f|  und  f^  drehen,  und  deren  Puncte  i 
und  k  durch  ein  Stäbchen  der  lAnge  f|  f, 
verbunden  sind,  so  beschreibt,  wie  schon  van 
Sch^olen  im  4.  Buche  seiner  „Exercitatlo- 
num  mathematicarum  libri  quinque.  Lugduni 
1657  in  V^  geseigt  haben  soll,  ein  in  den 
beiden  Einschnitten  laufender  Stift  m  eine 
ByperbeL  —  Vergleicht  man  die  Gleichung 
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der  gieioliseitigeii  Hypeibol 

X«  — y«c=a«        mit  der  Gleidumg       x*  +  y*=o* 
des  Kreises,  so  siebt  BSl^  wie  sieb  gleiebseitige  Hypeibel  vad  Kieis  gewisser- 
msssen  er^nsen,  ja  erstere  (s.  134)  sls  eis  idealer  Kreis  Be%efiusi  werdes 
kaan.  Stellt  bmm  entsprechend  den  gOMomctriscben  FwctioacB  h3r>grfc^li^*l^ 
gegenQber,  indem  man 


€of-x  =  Cosxi 
eetst,  so  dass 

Csf.*x  — 8cx.*x  =  l 

so  folgen  Hr  die  byperboliscben 


ets.x=:  — iSinxi 


Coe«x  +  8in*x=l 
aacb  50  aofori 


M 
4 


<Eotx  = 
Cstx  = 

e*  + 

e-" 

X« 

l.S 

-+ 

eäxsr 

^  +  T 

X» 

-+ 

x= 


l.S.3.4 

X» 


1. S.S. 4. 5.6 


+  . 


l.a.S.4.5  ^  l.i.3.4.5.6.7    * 

etc.,  und  man  kann  dieselben  rar  Verfinfarbnng  gewisser  BerecbniiBgcn  mit 
Yortbeü  gebrauchen,  snmal  wenn  man  Ar  sie,  wie  ee  s.  B.  doreb  W. 
Ugww«kl,  Professor  der  Madiematik  in  Berlin,  Im  satoem  „Tasebenbech 
der  Matbffimstib    Beritn  1867  in  &«"  geaeb^ea  irt,  eine  Tafsl  müeigi,  tob  der 


0,0 

0> 
0,3 

0,5 
0,6 
O.T 
0,8 
0,9 
1,0 


ein  Master  geben  mag. 

141.  Wdtan 


eiax 

M.» 

X 

eiBx 

:     0,0000 

1.0000 

4 

1,0 

1,1753 

:    (^1003 

1,0050 

1,6 

3,1393 

:     0,3013 

1,0301 

3,0 

3,6369 

■     0,3045 

1     1,0453 

«,* 

6,0503 

t     a4108 

\     1,0811 

3,0 

10,0179 

a53ii 

1     14376 

3,5 

16^36 

a6367 

1,1855 

4,0 

37Ä99 

*     0,7586 

•     1,3553 

^ 

45.0030 

0,88^1 

1     1t3374 

5,0 

74,3033 

'     1,0266 

:     1,4331 

V 

1333439 

•     1,1753 

'     1,5431 

6,0 

301,7133 

I 


€^.x 


1,5481 

3,3534 

3,7633 

6,1333 

10,0677 

16,5738 

37,3063 

45,0141 

74,3099 

133,3480 

301,7156 


a'        b« 
so  nähern  sich  ihr  die  Geraden 

b 


Dm  fiir  die  Hyperbel  (137) 
also         73 


^  — Vx«  — tt« 


=  ±xTg 


nne&dlieh«  und  heissen  ABysq^Mm» 
auf  die  Asjmptoten  als  Axen  bezogenen 
des  Punctes  m,  so  ist  -.s.  146,  Fig.  1^ 

X  =  0*1  -r  xt)  Coe  • 


Bexeichnen  X|  nnd  yi  die 
schiefwinkligen  Cooidinaten 


y«^V|  — X|)Sin 
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ond  duch  Sabslitütioa  dieser  Werthe  in  1  erhält  man 

als  sog.  AsTmptotengleichung  der  HjperbeL  Die  Constante  V4  (a^+b^ 
wird  Potenz  der  Hyperbel  genannt 

Für  die  gleicheeitige.  Hyperbel  ist  Tg  a  ^  1 ,  oder  es  stehen  die  Asymp- 
ioten  senkrecht  sn  einander,  nnd  setst  man  */,  q*s=  1,  so  ist  nach  3 

also  hat  man  nach  140 : 1  die  Flache,  welche  durch  Hyperbel,  Asymptote  nnd 
die,  den  Abseissen  a  nnd  b  entsprechenden  Ordinalen  eingeschlossen  wird, 

F=j;,.dx.=/;i^=|;;iogx.]=.og4  . 

d.  h.  es  werden  solche  Flachen  unmittelbar  durch  natfirliohe  Logarithmen 
gegeben,  nnd  es  hat  somit  eine  gewisse  Berechtigung,  Letstere  umgekehrt 
byperbelische  an  heissen.  —  Da  sich  die  Flächen  zweier  gleichwinkligen 
Parallelogramme  oiTenbar  wie  die  Producte  der  Nebenseiten  verhalten,  so 
folgt  aus  8,  dass  alle  je  von  einem  Puncto  der  Hyperbel  nnd  den  Asymp- 
toten bestimmten  Parallelogramme  gleich  gross  sind.  —  Ist  u  ein  durch  x' 
und  y'  bestimmter  Winkel,  wahrend  x  nnd  y  seinem  Drittheil  entsprechen, 

so  hat  man 

x'ssrCosa  y'srSina 

X  =  r  Coa  -^  y  c=  r  Bin  ■=- 

Nun  ist  einerseits  identisch 

r«8in-|-a  =  3r«an-2.Cos4 
und  anderseits 

r«  Sin  -1-  a  =  r«  Sin  (a  —  4)  =  '*  (^*»  o  Cos  -5-  —  Cos  «  Sin  "-) 
o  8        ,  3  3 

als«  hat  man  durch  Oleichsetsung  iind  Einführung  der  obigen  Wertiie 

2  X  y  =:  X  y '  —  y  x'  6 

nnd  diese  Gleichung  gehört  offenhar  einer  Curve  iweiten  Grades  su,  welche 
durch  den  Anfangspunct  geht,  und  den  a  entsprechenden  Kreisbogen  in  */, 
trlift,  also  die  sog.  Trlseettoa  des  Winkels  ausführt  Um  uns  diese  Curve 
nlher  su  bringen,  verlegen  wir  den  Anfangspimct  in  der  durch  die  Figur 
angedeuteten  Weise  nach  O',  so  dass,  wenn  X  nnd  Y  die  neuen  Coordinaten 

■*■*'  X-X-—  v-^-T 

denn  hiefDr  geht  6  sofort  in 

4XYc=x'y'  » 

Ober.  Es  ist  also  unsere  Trlsectrix,  wie  schon  Pappns  gewusst  haben  soll, 
eine  gleichseitige  Hyperbel,  und  swar  fallen  deren  Asymptoten  mit  den  neuen 
Coordinateaaxen  susammen,  wahrend  %  x'  y'  ihre  Potena  ist  —  Das  muth- 
roasslich  von  Piatot  oder  wenigstens  su  seiner  Zeit  gestellte  Problem  der 
Trisection  hat  frlkher  die  Geometer  vielfach  beschäftigt:  Sicher  ist,  dass 
X.  B.  schon  der  griechische  Mathematiker  Iflkomedeat  der  nach  Einigen 
ein  Zeitgenosse  von  Archimedes  war,  nach  Andern  freilich  erst  um  150 
V.  Ohr.  florirte,   erkannte,   dass,   wenn  man  aus   dem  Scheitel  b   des  su 
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tbeUenden  Winkels  0  mit  beUeUgem  Bft- 
dins  aba=r  einen  Halbkreis  besehrelbey 
nnd  dann  dnrch  a  eine  Gerade  ad  so 
siebe,  dasB  ed=r  werde,  der  so  est- 
stehende  Winkel  ß=zy^a  Bti^  da  ^ s=  9/1 
nnd  a=ifl  +  ^^^Sß-y  denn  man  weiss, 
dasB  Nikomedes  die  Concboide  (160)  unter  Anderm  sur  mechanischen  LOsmg 
der  Trisectlon  brauchte,  und  e  beschreibt,  da  für  eg  =  y  und  gf^x 

af  df  ,  ,-         af.x  ,  ..  yx 

=  -j-= oder      df  =  — T oder      df— xss—y — -- 

y        df  — X  *f  — y  af  — y 

r«  — y«=:(df  — X)«       also        (r«  —  y*)  (a f  —  y)«  =r  y « x« 

wenn  d  auf  de  gleitet,  nach  150  wirklich  eine  Concboide.  Befllnflg  be- 
merkend, dass  (wie  die  Fig.  andeutet)  dieselbe  Constmction  auf  alle  mdg^iehen 
Theilungen  ausgedehnt  werden  könnte,  da 

^  =  2/7        a=:Qß       d^a  +  ßrsAß        t^S  +  ßssbß    etc. 

mag  sum  Schlüsse  noch  angefahrt  werden,  dass  sich  auch  nodi  andere  Oso- 
meter des  Altertbums  in  ähnlicher  Weise  mit  der  Trisectlon  befassten, 
dieselbe  noch  in  neuerer  Zeit  vielfach  theils  von  sog.  DUlettanten  auf  soi 
struetivem  Wege  versucht,  theils  in  der  snalydschen  Geometrie  mU 
siehung  auf  die  verschiedenen  mdgUchen  Lösungen  besprochen  worden  Ist; 
verg^.  für  mehreren  Detail  s.  B.  den  von  Grmert  in  seinen  Bchlnssbaiui 
von  KlfigePs  Wörterbuch  (Y  885—845)  darüber  aufgenommenen  ArtikeL 

14S«  Dia  sog.  beiondarn  Pincte.  Zu  den  besondern  Pmicten 
der  Canren  gehören  unter  Anderm  die  sog.  Wendepmcte»  wo 
die  Ordinate  ein  Maximum  oder  Minimum  annimmt,  —  die  sog. 
Inflexlons«  oder  Beaffancapuncle  9  wo  die  Concayit&t  in  Con- 
vezität  übergeht  9  —  die  sog.  Spitzen  9  in  denen  sich  zwei  Aeste 
der  Curve  vereinigen ,  und  eine  gemeinschaftliche  zwischenliegende 
Tangente  haben ,  —  die  sog.  vlelAielien  Ponete,  in  denen  ach 
zwei  oder  mehr  Aeste  einer  Curve  schneiden,  ohne  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  zu  besitzen,  —  die  sog.  eonjvclirten  oder 
laollrten  Puncte  einer  Curve,  die  sich  ergeben,  wenn  für  eine 
bestimmte  Absdsse  die  Ordinate  reell,  für  eine  kleine  Znlage  in  + 
zur  Absciflse  aber  imaginfir  wird,  —  etc. 

Wendepuncte  sind  s.  B.  die  Scheitel  der  EUipse.  Ein  Beispi^  flir  Benguags- 
puncte  findet  sich  bei  der  OloclLenlinle  in  149,  —  Ittr  Spltsen  bei  der  NsÜ- 
sehen  Parabel  und  Cissoide  in  149,  —  für  vielflsche  Puncto  bei  dem  Foliufli 
CartesU  In  149  und  der  Lemniscate  in  150,  —  fOr  coigugirte  Punete  bei  der 
Concboide  in  150,  — -  etc. 

149.  liniga  Cinan  dritten  Gnd«.  Der  Ort  der  Oleichimg 

yS  •=  ax^ 1  heisst  Neil's  Parabel 

x'H-y'  =  axy S  Folium  CartesU 

y2«^(x  — b)(x  +  c)  ...»  aiockenlinie 

a 
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Und  so  weiter« 


a  —  X 


•  •  .  4  heiflst  Cissoide  des  DioUes. 


WUirend  hier  im  Angemeinen  für  die  Cnrtreii  dritten  und  hOhern  Oradee 
anf  Specialseliriften,  wie  i.  B.  anf  „Newtoii»  Enumerfttio  lineanun  tertii 
ordinis  (nent  1704  ele  Anhang  der  Optik  erschienen}  dann  als  Opuseulnm 
IV  im  ersten  JBande  der  „Opnscnla^,  v.  8;  anch  selbstst&ndig  mit  Beigabe 
▼on  Btirlingni  betreffender  ^nstratio^  Paris  1797  in  8.))  —  SkdmoDt  Higher 
plane  carves.  Dublin  1862  in  8.,  —  eto.^  verwiesen  werden  mnss,  mögen  die 
im  Texte  genannten  ^eelellen  Cnrven  dritten  Grades  etwas  nfther  betrachtet, 
werden:  Die  nach  William  Hell  (Bishop-Thorp  in  Yorkshire  1687  —  White 

Waltham  in  Berkshire  1670;  Mitglied  der  Roy.  Boc.)  be- 
nannte cnbische  oder  semicnbische  Parabel  besteht  oiPen- 
bar  ans  swei,  anf  der  positiven  Seite  der  y  liegenden, 
in  einer  Spitse  S  znsannnenlaufenden  unendlichen  Aesten 
SM  nnd  8M'.  Sie  ist  die  Evolute  der  gewöhnlichen, 
sog.  Appolonischen  Parabel;  denn  setst  man  die  aus 
der  Gleichung  144 : 2  der  letstem  folgenden  Werthe 


f(x4)  =  2px4        f'(x,)=^ 

yi 


f"(Xj)=3- 


yi* 


in  die  Formeln  189 : 8  efai,  so  erhUt  man 

'.-''=T^=-^('+^)=-*+«-) 


«•=(«,- i)' + (l,  -  B)' = -iti^iÄ 

Ana  5  und  6  ergeben  sich  nun  successive 


^  = 


_A-p 


^  -   p4    -        p4        - 


8 


(A-p)» 


8  P*  P*  37.  p 

und  setat  man  daher  Bssx,  A  — p=:y  und  37.p^8.ay  so  hat  man  Ar 
die  Gleichung  der  Farabel-Evolnte 

y»  =  a.x« 
d.  h.  die  Gleichung  der  Neil'schen  Parabel,  die  manchmal  auch  unter  der 
Form  8  gegeben  wird.  Fflr  X|S=o  wird  auch  yi  =  o,.also  A  =  p  =  R,  B^o; 
es  liegt  somit  der  Scheitel  8  der  Neil'schen  Parabel  von  dem  Scheitel  der 
sQgehörlgen  Parabel  gerade  um  den  Parameter  der  lietstem  ab.  -^  Da  femer 
naeh  1 

^^P^       oder       /4iV-J^— «y 
dy        2az  \dy 

folgt,  so  hat  man  nach  141 : 1  und  68 : 4 


/dxy_    9y^    _  9y 
\dy/  ~  4a»x«  ""'ia 
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Es  ist  alflo  Mich  NM  =  SM4-p  >  und  da  flberdiees,  wenn  f  den  Winkel  der 
Tangente  an  M  mit  x,  und  ^  den  Winkel  des  Krftmmnngendhu  von  N  mit 
y^  beieichnet,  mit  Hülfe  von  188:1 


fn  2ax        p 


=:Tg^ 


8y«  -  4X4«  ""  ^pxj«  -  y,  -  7^^^    ^  y^^B 

80  ist  der,  anch  gana  allgemein  mögliche,  Nachweis  geleistet,  dass  die  Evol- 
vente durch  Abwicklung  der  Evolute  eraengt  werden  kann,  und  jede  Evolute 
rectiflcabel  ist  Die  Neil'sche  Parabel  wurde  bereits  durch  Neil  selbst  rectifi- 
cirt,  siehe  „WalllSt  Epistola  primam  inventionem  et  demonstrationem  »qna- 
Ittatis  linen  curv»  paraboloidis  cum  recta  anno  1657  factam,  Onillelmo  Keile 
asserene  (Phil.  Trans.  1678)^,  und  es  soll  diess  überhaupt  die  erste  genaue 
Rectiflcatlon  gewesen  sein,  welche  von  einer  Curve  gemacht  wurde.  —  Die 
durch  2  ausgedrückte  Curve  dritten  Grades  trigt  den  Namen  von  D«0carteat 
weil  er  diese  merkwürdige  Linie  im  dritten  Theile  seiner  „Lettre«,  oü  sont 
traittes  les  plus  belies  questions  touchant  la  morsle,  la  physiqne,  In  m^ecine 

et  les  math^matiques.  Paris  1667,  8  YoL  fai  4. 
(lat  Lngd.  Batav.  1668  —  1688)  auersl  besprach 
Besieht  man  sie  auf  die  den  Winkel  der  Coordi- 
natenaxen  halbirende  Gerade,  d.  h.  setst  man 

xs:n.Cos46<>-f  t.8in45*=    ^ 


Vi 

l 


(u  +  t) 


Sin  46«  — t.Co«46»=-^  (n  — t) 


so  geht  2  für  a=s  f -r-.a  in 


Vi 


u»  +  8ut«=:«(u«-t«)        oder       t:=uV-^^=^ 

«  +  8u 

über,  woraus  nun  leicht  hervorgeht,  dass  die  entsprechende  Curve  In  Bestehuag 
auf  die  neue  Axe  symmetrisch  ist,  und  aus  einer  Bchleife  des  Durehmessen 
a  besteht,  welche  in  swei  unendliche  Aeete  verlünft,  die  eine  mir  Axe  eenk- 
rechte,  um  V,  a  hinter  dem  Anfangspuncte  liegende  Asymptote  haben.  8eUt 
man  a  — uss*,  also  u  =  a  — s*  und  du  =  ^2s.ds,  so  ergibt  wkeh 


also 


oder  es  ist  sowohl  die  Fliehe  der  ganaen  BeUcife, 
als  die  awischen  den  unendlichen  Aeetea  und  der 
Asymptote  liegende  Fliehe  gleich  >/,  m\  —  also,  da 
diese  beiden  Flichentbeile  im  Oegnnaatae  atebra, 
die  Geeammtfliche  gleich  Null.  —  Die  durch  S 
gegebene  sog.  Gloekenlinle  fallt  für  b^o^c  mit 
der  Neil'schen  Parabel  anaammen;  für  a^b^c^l 
dagegen  nimmt  sie  die  in  der  belatehendaa  Figur 
dargestellte  Form  an,  und  beetdil  «berhavpt  für 
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positive  Werthe  von  b  und  e  ans  einer  gesoliloBBenen  Linie,  und  einem  (bei 
W)  Wendepnncte  seigenden  unendlichen  Aste;  fttr  c^o  verschwindet  die 
gesehlossene  Linie ,  -*-  für  b  =  o  dagegen  verbindet  sie  sich  als  Bchleife  mit 

dem  unendlichen  Aste,  der  in  diesem  Falle  auch 
keinen  Wendepunct  mehr  selgt,  v?lUirend  O  ujid  8 
sich  au  einem  vielfischen  Puncte  vereinigen.  —  Die 
Cissoide,  welche  etwa  im  6.  Jahrhundert  unserer 
Zeitrechnung  von  dtin  griechischen  Mathematiker 
mildes  erfanden  worden  sein  soll,  veird  durch 
Construction  erhalten,  indem  man  von  einem  Puncto 
A  eines  Kreises  aus  verschiedene  Becanten  lieht, 
und  Je  A  B  =  C  D  abtrigt  Sie  besteht  offenbar  aus 
iwei  sich  in  A  zu  einer  Bpitse  vereinigenden  im- 
endlichen  Aesten,  welche  D  E  sur  gemeinschaftlichen 
Asymptote  haben,  und  Ihre  Oleichnng  geht  aua 


C^-S.|.Co.,  =  ]^f+^ 


9 


Tg,=^ 


wo  a   den  Durchmesser  des  Kreises  beseichnet,  durch  Elimination  von  9 
hervor.  Es  folgen  nBmUeh  successive 


x«  +  y«  =  a«(Cos«f  —  2  + 


Cos« 


i^  =  x«  + 


9 


.)  =  a« 


x4-x«(xt  +  yt)4.yf(x«  +  y«) 


y«  = 


X» 


X  ■  -  -         a  —  X 

d.  h.  4.  Die  dasoide  kann  auch  leicht  reetiücirt  werden,  indem  aus  4 

^y_    8x«  +  y«  a.dx     |/4a-8x 

dx  — 2y(a  — X)         "^        "■•"2Ca  — x)*^     a  — x 

folgt,  oder,  wenn 

4a  — 8x        ,      , 

SS  u'    also    X  =:  a 


a  —  X 
geaetet  werdm, 


u»-4 
u«  — 8  ' 


ds  =  a.du  — 


a  —  x  = 


8a. du 


u«  — 8 


dx=s 


2au.du 
(u«  —  3)« 


8  — u« 

woraus   durch   gliedweise  Integration   mit  Hfllfe  von   66 : 2   ohne   weitere 
Behwierigkeit  an's  Ziel  gelangt  wird. 

ISO.  liniga  Cenen  ?ierteD  Ond«.  Der  Ort  der  Gleichung 
X*  .  y*  =  (a  H-  y)2 .  (b* — y*)  1  heisst  Conchoide 
x«  H-  y«  =  V4  a2  x2  +  b*  —  a«  t  Cassinoide 

x*H-  y*  =  Ä  Vx*  —  y2    .  .  .  .  •  Lemnificate 

X»  4-  y»  =r  0  (x  +  I^x2-hy2)  .  4  Cardioide. 

Und  so  weiter. 

Die  von  dem  griechiaehen  Ifathematiker  IVlkonede«  theils  sur  ^  Tri- 
■eetion  (vergl.  147),  theils  (vergl.  Pappus  m,  IV)  sur  LOsung  des  Problemes 
der  WlkflU Verdopplung,  d.  h.  sur  geometrischen  Lösung  von  a :  x :?  x  :  y 
ssy:Sa  erfundene,  und  sp&ter  von  Newton  sur  constmctlven  LOsung  der 
Oleiehvagen  vierten  Grades  gebrauchte  Conchoide  oder  Muschellinie  wird 
in  ihren  beiden  Aeaten  I  und  n  durch  die  beiden  Pnnete  A  bestimmt,  welche 
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von  einem  auf  X  gleitenden  Poncte  B  in  der  von 

ihm  mit  dem  festen  Poncte  C  bestimmten  Ocxaden 

nm  eine  constante  Distans  b  abliegen;  denn  min 

hat  offenbar 

a:u=:yi:(Xi— u)=:y,:(u--x,) 
und 

b«  =  y«+(x— u)« 

woraus  1  dnrch  Elimination  von  u  hervorgeht  Es 

l&sst  sich  also  die  Conchoide^  deren  beide  Aeste  X 

snr  Asymptote  haben ^  mit  Httlfe  eweier  8t&be  X  nnd  AG,  welche  fBr  B 

und  G  mit  Laufrinnen  versehen  sind,   sehr  leicht  mechanisch  beachreibeiL 

Besieht  man  die  Conchoide  auf  G  als  Anfangspu&et  nnd  GD  als  Axe,  d.  h. 

ersetit  x  nnd  aity  durch  y  und  x,  so  geht  1  in 


'•="(t^)'— 


fiber,  woraus  sofort  geschlossen  werden  kann,  dass  der  Punct  (x=o,  ye=o), 

d.  h.  der  neue  Anfangspunct  G  ein  Punct  der  Gonchoide  Ist  Ist  nun  (wie  in 

Flg.)  6<a  und  cugleich  x<a — b,  so  ist  b:(a  — x)  ein  ichter  Bruch,  also 

y*  negativ,  oder  y  unmöglich,  —  es  ist  also  G  in  diesem  Falle  ein  IsoUrter 

Punct   Für  b  =:  a  hört  diese  Isolirung  auf,  indem  dann  II  den  Punct  G  als 

Spitse  in  sich  apfhimmt,  —  und  für  b>a  endlich  bildet  II  hinter  G  eine 

Ihnliche  Schleife,  wie  die  (s.  149)  bei  dem  FoUum  GartesU  beschriebene  und 

abgebildete.  —  Der  Ort  eines  Punctes  M,  dessen  Produet  der  Diatansen  r, 

und  rt  von  swei  gegebenen  Puncten  A  und  B  ood- 

stant  ist,  hat,  wenn  AB  =  3a  und  r|  r|  c:  b*  gesellt 

wird,  die  Gleichung 

[(a  +  x)«+y«].[(a-x)t+yt]  =  b4 
oder 

(at-fx«  +  y«)«  — ia«x«  =  b« 

d.  h.  2.  Es  hat  dieser  Ort  ungeschiektar  Weise  des 

Namen  Gasslnoide  (d.  h.  Gassini  ähnlicher  Linie)  erhalten,  well  der  beithmts 

Astronom  Giovanno  Domenico  Cassini  (Perinaldo  1635  ~  Paris  1713;  ent 

Professor  der  Astronomie  in  Bologna,  dann  Dlrector  der  von  1667—1673 

erbauten  Pariser^Stemwarte ,  vergl.  sein  Eloge  par  Fontenelle  in  Mte.  de 

Paris  1713,  und  Arago  Oeuvres  m;  er  war  Vater  von  seinem  Nachfolger 

Jacques  Gassini  1677->1756,  vergl.  sein  Eloge  par  Fouchy  In  Mte.  de  Tar. 

1756,  —  Grossvater  von  dessen  Nachfolger  Gteai^Fran^is  Gasaini  de  Thny 

1714— 1784,  veigL  sein  Eloge  par  Gondorcet  m  Ifte.  de  Par.  1784,  —  und 

Uigrossvater  von  des  letitem  Nachfolger  Jacques-Dominique  Caasisi  Vieonte 

de  Thury  1748—1845,  dem  Verfasser  der  „Hteolres  ponr  servlr  k  Phistoixc 

des  scienees  et  ^  celle  de  l'observatoire  royal  de  Paria.  Paria  1810  in  4^ 

welche  Ar  ihn  und  seine  Voreltern  su  vergleichen)  die  mit  Recht  wieder 

längst  vergessene  Idee  hatte,  man  kAnnte,  um  gewisse  Bechmn^gsvorthole  n 

ersielen,  die  Planeten  eine  solche,  ftr  b>ay3  gau  ellipeen  ihntirhe  Cum 

um  die  Sonne  be8chreil>en  lassen.  —  FlUt  man  von  einem  in  der  Bbeae  ciBcr 

Gurve  als  eine  Art  Pol  angenommenen  Puncto,  Senkrechts  aaf  dls  Ts^nsin 

dieser  Gurve,  so  liegen  die  Fusspunets  in  einer  neuen  Gorre,  der  sog.  Wm^ 

paacteararvet  —  und  es  mag  hier,  entsprechend  meiner  Abhandta^g  v^<^^. 

die  FuBspunctencurven  der  linien  iweiten  Grades  (Grelle  XX)^, 

werden,  dass  sich  die  durch  3  gegebene  Lemniaests  sls  eiss 

curve  der  gleichseitigen  Hyperbel,  die  durch  4  gegebene  CardioUs  aber  ab 
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eine  FnespnnctencnrTe  des  Kreises  darstellen  Iftsst,  w&hrend  die  in  149  be- 
traebtete  Cissoide  eine  FnsspiinctencnTve  der  Parabel  ist.  Legt  man  n&mlich 
dnreb  den  gewählten  Fol  ein  au  den  Hanptaxen  einer  Linie  aweiten  Grades 
paralleles  Coordinatensystem,  so  wird  Letsteres  (vergl.  187)  in  Bealehnng  auf 
dasselbe  durch  eine  Gleichung 

ay»  +  ®**  +  «ly+*3t  +  f=0  6 

ausgedruckt ,  also  nach  188:1  eine  Tangente  an  den  Punct  (X|,  y|)  derselben 
duroh 

y — yi=: (x  — Xj)      wo       m  =  2cX|-{-A9       n  =  2ayi-f  d        1 

so  dass  der  Fusspunct  eines  vom  Anfangspuncte  auf  diese  Tangente  gefftUten 
Senkrechten  nach  183:15  die  Coordinaten 

mX|-{-nyi  mX|4-nyi 

^  m«  +  n*  •'*  m'-f-n* 

hat,  und  durch  Elimination  von  X|,  y|  aus  den  Gleichungen  8  und  der  für 
(X|,  yi)  aufgeschriebenen  6  die  Gleichung  der  Fusspunctencnrve  herrorgehen 
muss.  Um  diese  Elimination  au  vereinfachen,  fuhren  wir 

X|  s=  r  Cos  ▼  yi  =  r  Bin  V         wo         Ctg  v  =:  —  • 

d.  h.  Polareoordinaten,  ein,  und  erhalten  dann  sofort  mit  HUlfe  von  7  und  8 
die  Httlf^leichungen 

(3cx|  +  e)  Sin  vs=  (2  ayi -f  d)  Cos  V 

-,                -,,           m'Cosv  +  nmSinv        ,  mnCo6v4-n*8inv 
f=«,CosT  +  y,8iiivs= jji^p .xi+ ^^, y, 

^  X|  Cos  V  -|-  yi  Sin  ▼ 
aaa  denen 

_d8invCosv-|-2arCosv->e8in»v       _e8lnvCosv+2cr8inv— dCos'v 
^^         2(aCos«vH-o81n«v)  '  ^*""         2 (a Cos* v  +  c öin* ▼) 

folgen,  dubstituirt  man  letitere  Werthe  in  die  für  (X|  y^)  aufgeschriebene  6, 
so  erhilt  man  nach  einigen  Reductionen  schliesslich 

r«  +  r('-5-Co8V+~SinvW./^8invCosv  + 
'\c  'a  /'2ac  ' 

,    4cf— e«o,  ,     ,    4af— d«  ^    ,        ^ 

j 8in*vH 1 Cos*v  =  0 

*        4ac  '        4ac 

sls  allgemeine  Gleichung  der  Fusspunctencurve  einer  Linie  zweiten  Grades. 

—  Liegt  beispielsweise  der  Pol  in  der  Peripherie  eines 
Blreises  des  Radius  a,  d.  h.  hat  man  statt  6  nach  184: 2 

y*+x«  — 2ox  =  0 

also  assl^c,   d^Os=f  und  e:c  —  2a,  so  wird  die 
Fusspunctencurve  nach  11  durch 

r«  — 2orCo8v  — o*8ln*v  =  0  oder  r  =  o(l  +  Cosv)  M 

dargestellt  Restituirt  man  aber  in  12  nach  0  die  recht- 
winkligen Coordinaten,  so  erhilt  man  die  mit  4  übereln- 
•ttDmenda  Oleldrang 

(xt  +  yt-.2ox)(x«  +  y«)  =  o«y« 

•0  daas  unsere  Fusspunctencurve  wirklich  mit  der  schon  von  Louis  Gair^ 
(Ciofontaine  en  Brie  1668  —  Paris  1711;  Academiker  in  Paris)  in  den  H4m. 
de  Par.  1705  betrachteten,  aber  erst  von  Giovan   GaatiUon  (CasU^onein 

14* 
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ToBCADA  1708  —  Berlin  1791 ;  ProfesBor  der  Mathematik  in  Utrecht  und  Berlin) 
in  Phil.  Trans.  1741  so  benannten  Cardioide  abereinstimmt,  welche  ftbri^na 
anch  unter  den  Epicycloiden  nnd  Brennlinien  auftritt  —  Liegt  dagegen  der 
Pol  im  Scheitel  einer  Parabel,  d.  h.  hat  man  statt  6  nach  187:9 

y«  — 2px  =  0 
oder  a=l,  cc=d  =  f=0  nnd  e  =  — 2p,  so  wird  die  Pnsspnnctencurve, 
da  in  diesem  Falle  nur  die  mit  dem  Theiler  c  behafteten  Glieder  in  Bechnnng 
kommen  können,  nach  11  durch  die  Polargleiehung 

2rCosv  +  p8in*v  =  0  IS 

dargestellt  Restitnirt  man  auch  hier  nach  9  die  rechtwinkligen  Coordinaten, 
so  erhUt  man  die  mit  149 : 4  übereinstimmende  Gleichung 

so  dass  also  in  der  That  die  Fusspunetencurve  in  diesem  Falle  eine  Gissoide 

ist  —  Liegt  endlieh  der  Pol  im  Mittelpvncte 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  der  Halbaxen  t, 
d.  h.  hat  man  statt  8  nach  147 : 1 

y«  — x«  +  o«  =  0 
also  az=l,  c  =  —  1,  d=3e  =  0  und  f^a*, 
so  wird  die  Fusspunetencurve  nach  11  durch 
die  Polargleichung 

r*=:a*Cos2v  M 

dargestellt,  welche  hinwieder  fikr  rechtwinklige 
Coordinaten  in  die  mit  8  Ubereinatimmende 
Gleichung 

abergeht,  so  dass  in  der  That  die  Fusspunetencurve  in  diesem  Falle  mit  der 
schon  durch  Jakob  Bem«nlli  in  Act  Erud.  1894  betrachteten  Schleifenlinie 
oder  Lemniscate  Obereinstimmt,  —  einer  Curve,  bei  welcher  der  von  BinigagUa 
gebürtige  Marquis  Giulio  Carlo  Fagnan«  (1882 — 1788}  in  seinen  „Produaiou 
matematiche.  Pesaro  1750  2  Vol.  in  fol.^  die  merkwürdige  Eigenschaft  nach- 
wies, dass  sich  auf  ihr  unendlich  viele  Bogen  angeben  lassen,  die  einander 
entweder  völlig  gleich  sind,  oder  von  denen  der  Eine  die  Hilfte  des  Anden 
ist.  —  Ueber  andere,  namentlich  einige  merkwürdige  Fliehen-Eigenschafleo 
der  Fusspunctencurven  vergl.  theils  meine  erw&hnte  Abhandlung,  vor  Allen 
aber  die  betreffende  Abhandlung  von  Steiner  im  18.  Bande  desselben  Jovr- 
nales,  durch  welche  ich  zu  der  meinigen  veranlasst  wurde. 

ISl»  Einige  traoscendente  Owen.  Der  Ort  der  Oleichnng 

y  =  a""  oder  x  =  log  y    ...  1  heisst  Logistik 
t  =»  Sin  u 

n  Sin  V 
Und  so  weiter. 


« 

Sinosoide 

• 

Quadratrix 

4 

Kettenlinie. 
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Die  fUseUich  von  Manchen  Ctnnter»  durch  Verwechslung  mit  der  eine 
logarithmische  Theiltmg  tragenden  Linie  seines  Rechenstabes  (vergl.  14} ,  in- 
gesehriebene,  dagegen  sp&testens  von  Hngenv  in  einem  Anhange  xn  seiner 
„DisaertatiD  de  causa  gravitatis  (Op.  rel.)^  behandelte  Linie  der  Gleichung  1, 

hat  natflrlich  den  Namen  logarithiiilselie  Linie  oder 
LoglstUr  erhalten,  und  besteht  aas  einem  unendlichen 
Aste,  welcher  die  Ordinatenaxe  im  Abstände  1  vom  An- 
fjsngspunete  in  A  schneidet,  und  hinter  derselben  sich 
der  Abscissenaxe  als  Asymptote  n&heri  —  Aus  1  folgt 
durch  Differentiren 

p=:-3-^  =  ylogÄ    also  nach  188:8     Subtss  — =  -^ 

'       dat       "    *•  p        loga 

so   dasB  die  Logistik  die  merkwttrdige  Eigenschaft  hat, 

dass  bei  ihr  die  Bubtangente  P  Q  einen  constanten  Werth 

besitat.  Construirt  man  daher  eine  Parabel,  die  PQ  als  Parameter  und  somit 

(146)  als  Bubnormale  hat,  so  kann  man  diese  so  an  die  Axe  der  X  legen  und 

UngB  ihr  verschieben,  dass  sie  immer  im  Durohschnittspuncte  cur  Logistik 

senkrecht  steht  —  Da  femer  mit  Httlfe  von  140: 1  und  64 :4 


ß 


-/'-=/ 


ß 


dx  = 


loga 


a  «^  a 

folgt,  so  ist  die  swischen  Logistik,  zwei  Ordlnaten  und  der  Axe  enthaltene 
Fliehe  immer  gleich  dem  Rechtecke  aus  der  DifTerens  der  Ordinaten  und  der 
Subtangente.  —  Die  durch  2  ausgedrückte  Sinusolde  ist  eine  Art  Wellenlinie, 
welohe  man  erhält,  wenn  man  die  Bogenwerthe  der  Winkel  als  Abscissen, 
die  Binus  ala  Ordinaten  aufkrftgt   Zieht  man  durch  den  Punct  M  derselben 

unter  dem  Winkel  9  eine  Gerade  aur 
Abscissenaxe,  so  schneidet  sie  dieselbe 
in  der  Entfernung  m  vom  Anfangspuncte, 
so  dass 

m=:u  —  t.Ctg9 
=  u  —  eSinu     wo      e=:Ctg9  B 

und  hat  man  daher  eine  Slnusoide  con- 
struirt, so  kann  man  mit  ihrer  Httlfe  m 
Jedem  m  graphisch  n  finden,  oder  die  transcendente  Gleichung  6,  für  deren 
Bedentang  415  an  vergleichen,  ann&hemd  lösen.  —  Die  sog.  Quadratrix, 
deren  erste  Conatmction  gewöhnlich  dem  um  880  v.  Chr.  lebenden  griechischen 
Hathematiker  Dlnostrates  lugeschrieben  wird,  geht  durch  alle  Puncte  Q, 

deren  Radhis  CM  den  Quadranten  AB 
in  gleichem  Verhältnisse  theilt,  wie  die 
Parallele  QP  den  Radius  AC  =  a}  denn 
in  diesem  Falle  verhilt  sich 

y :  a  ^  V :  Vt  9*  B 

d.  h.  es  besteht,  da  ycsrBinv  ist,  die 
Gleichung  8.  Ifan  kann  somit,  wie  es  in 
der  Figur  angedeutet  ist,  leicht  eine  be- 
liebige Menge  von  Puncten  der  Quadratrix 
erhalten,  indem  man  Blreisllnie  und  Radius 
entsprechend  in  gleiche  Theile  theilt,  ^- 
sodann  durch  diese  Puncte  die  Quadratrix 
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liehen,  und  so  s.  B.  aneh  den  Punct  G  erhalten,  in  welchem  sie  B  C  schneidet 
Es  geht  anch  leicht  hervor,  dase,  wenn  AD:=a,  EF||BC  eine  Aeymptote 
der  Quadratriz  ist,  «-  daes  eich  Letstere  nicht  nur  unterhalb  B  C  in  Reicher 
Weise  wiederholt,  —  eondem  ((ass  sich,  wenn  man  über  den  Hslbkreii 
hinausgeht,  ein  aweiter  unendlicher  Ast  bildet,  der  in  der  Höhe  ia  wieder 
eine  Asymptote  hat,  etc.  —  Da  aus  6  folgt,  dass  sich  swel  Ordinalen 
der  Quadratriz  genau  wie  die  augehOrigen  Winkel  Terhalten,  so  rieht  man 
leicht  ein,  dass,  wenn  man  y  in  beliebig  viele  gleiche  Theile  iheilt,  die 
Theilpuncte  durch  Parallele  an  BC  an  die  Quadratrix  bringt,  und  durch 
die  erhaltenen  Puncto  Radien  sieht,  diese  Radien  den  Winkel  v  in  ebensoviele 
gleiche  Theile  zerlegen.  Wirklich  soll  schon  Dinostrates  die  Triseetlon  snf 
diese  Weise  aussuführen  gelehrt  haben.  —  Mit  Hülfe  von  0  und  60 :  10 
erhilt  man 

JL-.Tgv__»_^     ^  J_ 

x-     y     -2av^''^8''  ^  lö''  ^•••'^ 

und  hieraus  folgt  für  v=0  sofort  xs=2a:ff  oder  also  CO  =  2a:3f,  nad 

mit  Hülfe  von  6 

ay  «         a*  . 

•"=00  ••T=-c5-  • 

Es  Iftsst  sich  also  mit  Hülfe  von  C  O  Jeder  Bogen  und  der  ganae  Quadnot 
leicht  rectificiren  und  somit  quadriren,  —  eine  Eigenschaft  der  Quadratriz, 
welcher  diese  offenbar  ihren  Namen  verdankt.  —  Ersettt  man  in  1  die  Gitaen 
y,  a  und  x  durch  y:h,  e  und  x:h  oder  — x:h,  so  erh&lt  man  die  swd 
logarithmischen  Linien 


X 


yj  =  h .  e  *•  und  yi  :=  h .  e     ** 

und  es  l&sst  sieh  daher  die  Ordinate  einer  Kettenlinie  als  arithmetiBehet 
Mittel  der  Ordinaten  aweier  logarithmischen  Linien  darstellen;  für  weitere 
Eigenschaften  der  Kettenlinie  vergL  284. 

tB9.  liniga  Spiralen.  Der  Ort  der  Gleichung 
r  s=  -^ — 1  heiflst  Archimedische  Spinde 

r  =  a**^  oder  v  =  i/«  log  r   .  .  S  logarithmiflche  Spirale 

r*  =  "5 — S  parabolische  Spirale 


a 


r=— 4  hyperbolische  Spirale. 

Und  so  weiter. 

Die  durch  1  ausgedrückte,  durch  den  aus  Bamos  gebürtigen,  meist  sber 
in  Alexandrien  lebenden  Mathematiker  Konon  erfundene,  und  von  sdiisni 
Freunde  Arehlmedea  in  einer  seiner  scharfsinnigsten  Abhandlungen  valer» 
suchte ,  und  daher  meist  nach  ihm  benannte  Spirale  liest  sich  olTenbsr  vd 
die  in  der  Figur  angedeutete  Weise  sehr  leicht  ans  dem  Kreise  des  Badisa  1 
ableiten,  welchen  sie  nach  dem  ersten  Umlaufe  schneidet  ~  Die  swis^« 
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den  iwel,  dn  Winkeln  Vi  und  vg  enl- 
Bpreelienden  lUdlBn  Vectoren  r,  und  i| 
entliftiteae  Fliehe  ist  nMh  110 : 3 


"  24, 


f  («,'  — lil')  = 


rC'«'-'i') 


£b  16 1  dlesB  eine  der  Qn^dratoreii, 
welche  sctiOD  Ärchlmedea  durchinflUi- 
Ten  wueite.  —  Lftast  man  den  PobI- 
tionswinkelD  0,  i,  2t,  3<), ...  X(t=v 
die  Radlenvectoien  a,  aq,  aq*,  aq*,... 
r  in  d«r  Einheit  &  ansgedrückt  wlid, 


^  —        und       X  ^  log  I !  log  q 


ii,=i!fi.„=,.„ 


so  erhUt  man  ofFenbar  die  3  entaprechende  sog. 
logaritbmiaohe  Spirale,  wie  eine  solche  in  der 
belatabenden  Figur  IBr  d^iSO"  und  q^I,OS 
venelchuet  worden  iat.  —  Setien  wii  der  Ein- 
tachheit  wegen  «^  10  und  somit 


du=jj~ 


'=r 


I. log  10 

•o  erhalten  wir  die  iwiachen  iwel  Badlen  Vectoren  r,  und  r,  liegende  FUehe 
naoh  U0:3 


-W- 


wihrend  der  entaprsohende  Bogen  nach  111:2 


if:-^- 


l=r'  VT+^.dr=Cr,-r.)KITF 


ist,  wo  f&r  die  vorstehende  Flgni  ß  und  yi-\-ff  nahean  gleich  9  >u  setsen 
■Ind.  Die  logsrltbioische  Bpirale,  welche  für  negative  Werthe  von  v  sich  von 
A  ans  In  nnendliehen  vielen  'Wndnngen  dem  Pole  nihert,  wie  sie  sich  für 
positive  Werthe  von  demselben  entfernt,  ist  schon  von  Jakob  BcriMalll 
cinliMlieh  stndirt  worden,  nnd  als  er  unter  Andern  fand,  dasa  Ihre  Evolnte 
vrieder  eine  logarithmische  Bpirale  sei,  frappirte  Ihn  diese  Eigenschaft  so, 
daas  er  sich  diese  Linie  nebst  den  Worten  nEadem  mutata  resurgo"  auf  setneo 
Grabstein  setsen  lless;  vergl.  auch  die  beitIgllchB  Note  von  Emil  8^l0s  im 
Jahrgänge  1S66  der  von  mir  redi|^rten  „Tierteljahrsschrift  der  naturforschenden 
Oeaellsehaft  in  Zfirick."  —  Die,  well  Ihre  Gleichung  derjenigen  einer  Parabel 
gleich  sieht,  ala  par«b«llMhe  beielchnete  Spirale  8  geht  Ihnlich  wie  die 
Archlmedisehe  vom  Änfangspunete  ans  in  Immer  grQssern  Windungen  um 
denselt>en  herum,  —  die,  well  One  Gleläinng  mit  der  Aaymptotangjaichung 
der  Hyperbel  Aehnliehkdt  hat,  als  b^perbcllMbe  beieiobnete  Bpirale  4 
hat,  da  jader  Pnnot  derselben  von  der  Axe  die  Diatans  r.Blnv  =  a.fflnv:v 
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hat  nnd  Bin o :  v  ifir  vsO  gleich  der  Einheit  ^rird,  in  der  Dietani  a  von  der 
Aze  eine  211  ihr  perallele  Asymptote,  kömmt  von  derselben  her  ane  dem  TJn- 
endlioben,  und  bewegt  eich  sodeim  in  immer  Ueinem  Windungen  gegen 
den  Anfengspunct  hin,  —  etc.  —  Anf  Omndlage  derselben  oder  IhiitirJier 
Gleichungen  kann  man  auch  Spiralen  eneugen,  indem  man  die  v  von  irgend 
einem  Puncte  einer  Kreislinie  des  Radius  1  ans  auf  derselben  als  Absdsaen, 
und  die  r  normal  zur  Kreislinie  als  Ordinaten  anftrBgt,  —  und  so  weiter. 

ISS»  Die  RoU-LinieiL  Rollt  ein  convexes  Vieleck  der  Flfiche  f 
auf  einer  Gheraden,  so  beschreibt  jeder  damit  verbundene  Pnnct  eme 
aus  Kreisbogen  bestehende  sog.  RoU-LInlef  welcher  nach  mer 
vollen  Umwälzung  (129)  die  Fläche 

entspricht  Setzt  man  (133)  die  Constanten  m  gleich  ay  und  ist  7 
die  vom  Schwerpuncte  der  Ecken  beschriebene  Fläche ,  so  wird 

F  =  f4-y(-Sr2a4-r2-Sa)  =  f  +  y5r2«-fraii  t 

Diese  von  Steiner  zuerst  aufgestellte  merkwürdige  Beziehung  gih 
auch  noch,  wenn  das  Vieleck,  und  damit  auch  die  BoU-Linie,  in 
eine  Curve  übergeht. 

Da  offenbar  die  Winkel  der  beim  Rollen  entstehenden  Kreissectoren  der 

Reihe  nach  den  Drehwinkeln  a  des 
Vielecks  gleich,  und  die  swischen 
diesen  Sectoren  liegenden  Dreiecke 
den  von  dem  beschreibenden  Puncto 
mit  den  Vielecksseiten  bestimmten 
Dreiecken  oongruent  sind,  so  liest  sich  wohl  1,  unter  Voraussetsung,  die  • 
seien  in  Bogen  ausgedrückt,  unmittelbar  aus  der  Figur  ab,  und  aus  1  folgen  nach 
133 : 2,  wenn  r,  r|,  r,, .. .  die  Abst&nde  des  Bchwerpunetes  der  Beken  vom  be- 
schreibenden Puncte  und  diesen  Ecken  beseichnen,  die  2.  bis  4.  sueceeslTe  ohne 
Schwierigkeit  Vergl.  für  eine  Anwendung  154,  und  ttkr  weitere  namentlich 
nStelner»  Von  dem  Krttmmungsschwerpuncte  ebener  Curven  (Crelie  21)^. 

IM»  Die  Cjeloide.  Rollt  ein  Ejreis  des  Radius  a  auf  einer 

Geraden  den  Winkel  1;  ab,  so  beschreibt  der  vom  Centrum  gegen 

die  Gerade  um  b  abstehende  Punct  eine  Roll-Linie,  für  welche 

x=ai/  —  bSini/                   y  =  a  —  b.Cosv  1 

oder  

x  =  aArcCos-?^^  — Fb^— (a  — yP  1 

Je  nachdem  b=,  -<::,r>a  heisst  diese  RoU-Linie  gemetaic^  Tcr^ 
iSngerte  oder  verkünte  Cyclolde»  Der  Inhalt  der  gemeinen 
Cycloide  ist  (153)  F  =  3  a« «  » 


—  Die  Analytische  Oeometrie  der  Ebene.  — 


217 


-^«T 


und  da  fSr  aie 

dzssa(l  —  Co8v)dt;      dj  =  aSini/dt;     also 

folgt,  80  hat  man  (141) 

g=J'yi  +  (-|^Ydy  =  2aJ^Smy.dt;  =  8aSm2-|- 


Für  v^s=2n  erhält  man  hieraus  die  Länge  der  gemeinen  Cjcloide 
gleich  8  a. 

Die  Oleichmigeii  1  folgen  unmittelbar  ans  der  beistehenden  Figur;  eUminirt 

man  ans  ihnen  v,  so  wird  2  erhalten. 
Die  vom  Sehwerpuncie  oder  Mittelpuncte 
der  roUenden  Kreislinie  enengte  Linie 
ist  offenbar  eine  ParaUele  cur  Axe  von 
der  Llbige  Sa»,  und  es  ist  somit  die  in 
153  eingeführte  Fl&che  9=z2a*)f  und  die 
Fliehe  der  gaimen  Cyeloide  nach  163 : 4 

F  =  2a*ff  +  b<ff  6 

woraus  8  für  b  =  a  hervorgeht  Eine  besondere  Ableitung  von  4  und  6  dflrfte 
flberflflsalg  sein;  dagegen  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  schon  ChÜUUel 
die  Cyeloide  geometrisch  betrachtete,  —  dass  bald  darauf  Qiles  Persone  de 
B«beival  (Roberval  bei'Beauvais  1602  —  Paris  1675;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Academiker  in  Paris)  die  durch  8  ausgedrückte  Quadratur  voU- 
sog,  —  dass  sp&ter  Paseal  und  die  beiden  &ltern  Bem^ulll  sich  vielfach 
mit  dieser  merkwürdigen,  auch  Roalettet  Tr^cholde  und,  als  Linie  des 
kflnesten  Falles  (s.  254),  Braehystoehrone  genannten  Curve  befassten,  — 
und  dass  endlich  Hugeiis  nachwies,  es  entstehe  durch  Abwicklung  einer 
Cyeloide  wieder  eine  ihr  gleiche  Cyeloide,  und  es  sei  diese  Curve  (s.  255) 
ingleioh  eine  Tantoelurone  oder  lsoelur«iie*  Vergl.  auch  „Pascalt  Histoire 
de  la  ronlette.  Paris  1658,  —  J.  GreenlngliiSt  Historia  oydoidls.  Hamb.  1701 
in  4.,  —  Ruggiero  Giuseppe  Bose«Tleh  (Ragusa  1711  —  Ifailand  1787;  Prof. 
der  Mathematik  in  Rom),  De  cyeloide  et  logistica.  Rom»  1745,  —  Besaut» 
NonveUe  manitee  de  dtaiontrer  les  proprl^tte  de  la  oycloid6  (Mtai.  de  math. 
et  de  phys.  Tome  8),  —  W.  Zehmet  Elementare  und  analytische  Behand- 
Inng  der  verschiedenen  Cydoiden.  Iserlohn  1854  in  8.,  —  etc.^  —  Rollt  der 
Kreis  anstatt  auf  einer  Qeraden  auf  oder  in  einem  Kreise,  so  heisst  die  entp- 
Btehcode  Curve  Bpleydoide  oder  Hypoeyelolde»  und  hat  offenbar  die 

Gleichungen 

x  =  (a±b)  Sin  o  — b  SinO^ic) 

y  =  (a4:b)  Cos  a  ^T b  Cos  (ß± o) 

wo  das  obere  Zeichen  für  die  Epicycloide, 
das  untere  für  die  Hypocycloide  gilt,  und 
wo  die  Winkel  a  und  ß  die  Besiehung 
aa  =  b/7  eingehen.  Aus  7  kann  man  s.B. 
für  die  Epicydoide  durch  Quadrirwi  und 

Addiren  die  Gleichung 

x«  +  y«  =  (a+b)«+  b«  —  2b  (a+b)  Cos/?  S 

erhalten,  vrelche  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Figur  ergibt   Für  bssa, 
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x^yi  und  y=:Z|-|-ft  geben  die  Gleichungen  7 

yi  c=  2  a  Sin  a  (1  —  Cos  a)  Z|  =:  2  a  Cos  a  (1  —  Cos  a) 

und  hieraas  folgen 

|s^  =  Tg,  yy,«  +  x,'  =  8>a-C0Ba)=ra<i(l-        ^        ) 

oder  v+yi*=2«(W+y.»-».) 

eine  Gleichung,  welche ,  wenn  man  den  Sinn,  in  welchem  die  Abscisse  g»- 
Eählt  wird,  wechselt,  mit  der  Gleichung  150:4  der  Cardioide  Übereinstimmt, 
sobald  man  a^y,  a  setst;  es  bietet  uns  also  die  Cardioide  (vergL  150  Fig.  3) 
ein  Beispiel  einer  Epicydoide  dar.  Zum  Schlüsse  mag  noch  angefllhrt  werden, 
dass  die  Epicydoide  1674  von  Ole  Römer  entdeckt  wurde,  ale  er  nach  der 
voriheilhaftesten  Gestalt  der  ZUme  eines  Bades  suchte. 

XVI.  Das  Raundreieek  und  die  RauntrigOMiiiietrie. 

IW«  Das  Ramn-Eck.  Eine  Ebene  wird  durch  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegende  Pnncte,  also  durch  zwei  sich  schneidende  oder 
parallele  Gkrade  bestimmt,  und  schneidet  daher  jede  andere  Ebene 
in  einer  Geraden,  der  sog.  Spur»  Kante  oder  Knotenllnle«  — 
Dreht  sich  abwechselnd  eine  in  einer  Ebene  befindliche  Ghrade  tun 
pinen  ihrer  Pnncte  und  dann  die  Ebene  um  die  Gerade,  so  entstellt, 
wenn  nach  n  Doppelbewegungen  Gerade  und  Ebene  wieder  in  die 
ursprüngliche  Lage  zurückkehren,  ein  n^Kant  oder  Ranin-ii^Eck« 
Die  Drehwinkel  der  Geraden  heissen  Kantenwinkel»  —  die  Dreh- 
winkel der  Ebene,  für  welche  Einheit,  Eintheilung  und  Benennung 
ganz  analog  sind,  wie  beim  Linienwinkel,  FlScIienwlnkrt«  Die 
Kanten,  Euitenwinkel  und  Flächenwinkel  des  n-Eants  entsprechen 
den  Ecken,  Seiten  und  Winkeln  des  n-Ecks. 

Wie  ich  schon  1S48  in  Gmnert  m  446  beklagte,  herrscht  in  den  Be- 
nennungen grosse  Verschiedenheit:  So  verwenden  Thibant,  SteiBer,  Okm, 
Baltser,  etc.  den  Namen  Fläehen Winkel  in  der  im  Texte  angenonuDenen 
Bedentnng,  w&hrend  Umpfenbach  dafür  den  Namen  Kell  brancht,  —  Grdle 
Rmuneekenwinkelt  —  MoUweide,  Vega,  Gmnert,  etc.  Neigonffwlakcl 
■weier  Ebenen t  —  Kittgel,  Mohs,  Rose  etc.  Kantet  —  Naumann  sogtr 
Kanten  winkelt  einen  Namen,  welchen  dagegen  Steiner,  Kfllp,  Pross,  etc. 
mit  mir  in  der  im  Texte  gegebenen  Weise  su  der  Beceichnnng  des  Wlakels 
sweier  Kanten  anwenden,  da  der  für  letztem  von  MoUweide,  Gmnert,  BluDf 
etc.  gew&hlte  Name  ebener  Winkelt  und  auch  der  von  Ohm,  TeOkainpf} 
etc.  gebrauchte  Name  Linienwinkel  ihnen  weniger  passend  schien.  —  As 
die  in  73  gegebene  Litteratur  Aber  Elementargeometrie  schlieaaen  sich  s.  B. 
noch  die  Bpecialschriften  „Crelcenneh*  Theoretisches  Lehrbuch  der  Stereo- 
metrie. Frankfort  1835  in  8.,  —  Wickelt  Formeln  und  Aufgaben  nr 
Stereometrie.  Nflmberg  1841  in  8.,  —  Christ  Heinrich  Naifelt  Lehrbueh  der 
Stereometrie  und  der  ebenen  Trigonometrie.  Ulm  1844  In  8.,  —  Aiip»t 
Wlegmid  (Altenburg  1814;  Lehrer  der  Mathematik  und  Dlreetor  der  Lebeo»- 
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veniehenmgBgeaellschaft  sn  Halle),  Lehrbuch  der  Btereometrie  und  sphlrischen 
Trigonometrie.  Halle  1846  in  8.,  —  ete.^  an. 


Ua  BentaricliteB  ud  Pn^ectioneii.  Eine  Oerade  ab  steht 

(Fig.  1 ;  83,  86)  auf  aUen  durch  ihren  Fosspnnct  a  gehenden  (Geraden 
einer  Ebene  (b.  B.  anf  ae)  senkrecht,  sobald  sie  auf  zweien  der- 
selben (ac  und  ad)  senkrecht  steht,  und  heisst  dann  senkrecht 
zur  Ebene.  —  Dabei  ist  die  Senkrechte  offenbar  die  kürzeste  Ver- 
bindung des  Punctes  b  mit  der  Ebene,  und  alle  Puncte  der  Letztem, 
welche  von  b  gleich  weit  abstehen,  stehen  auch  von  a,  der  sog. 
Projeeflon  von  b  auf  die  Ebene,  gleich  weit  ab,  und  umgekehrt 
~  Ist  (s.  Kg.  2)  ae  _L  cd_L  bf,  so  heisst  ef  Projection  von  ab 
auf  cd,  und  wenn  eg||ab  mit  cd  den  Winkel  9>  bildet,  femer 
bg  II  ae  II  f  h  ist,  so  muss  auch  eg  ==  ab,  und  (da  Ebene  bfh  J_cd) 
gfj_cd,  also  ef=ab.Cos9  sein.  —  Projicirt  man  auf  eine 
Oerade  alle  Seiten  eines  ebenen  oder  räumlichen  Vielecks,  so  ist  die 
Projection  irgend  einer  Seite  gleich  dem  Gegensatze  der  algebraischen 
Summe  aller  andern;  haben  daher  zwei  Vielecke  eine  gemeinschaft- 
liche Seite,  so  sind  für  eine  und  dieselbe  Gerade  die  Summen  der 
Projectionen  aller  übrigen  Seiten  derselben  einander  gleich. 

Ifacht  man  fa;=:ab,  nnd  lieht  cd  beliebig,  so  ergibt  sich  leicht  die 

Folge  von  Congnienzen  abc  S  afc,  abd  S5  afd, 
b  d  c  SS  f  d  c  nnd  b  d  e  s  f  d  e ;  ans  letsterer  Con- 
gmens  folgt  aber  be=:ef,  wodurch  offenbar  die 
Behauptung  des  ersten  Batses  erwiesen  ist  Derselbe 
Beweis  liest  sich  anch  leisten,  indem  man  durch 
irgend  einen  Pnnct  e  in  ae  so  eine  Qerade  cd 
sieht,  dass  ce  =  ed  wird.  Man  hat  alsdann  nach  110 
2  (b  e»  +  e  d«)  =  b  d«  +  b  c«  und  2  (a  e«  +  e  d«)  =  a  d«  -f  a  o« 
also  durch  Subtraction  mit  Hülfe  des  pythagor&ischen  Lehrsaties 

2(be«  — ae«)  =  2.ab« 
folglich  muss  (nach  93)  Winkel  bae  ein  Beehter 
sein.  —  Der  sweite  BaU  folgt  mit  Httlfe  von  98  und 
91  gans  einfach  aus  dem  ersten,  —  der  dritte  Sats 
ist  im  Texte  mit  Hfilfe  von  Fig.  2  vollständig  be- 
wiesen, —  und  der  vierte  Sats  bedarf  wohl  flber» 
e       ~~'f  haupt  keines  besondem  Beweises,  so  finchtbar  er 

sich  anch,  s.  B.  in  192,  zeigen  wird. 


U  Dia  Panllelan.  Sind  zwei  Gerade  zu  einer  dritten  Geraden 
parallel,  so  sind  sie  auch  unter  sich  parallel,  und  zwei  Winkel  mit 
parallelen  Schenkeln  sind  (89,  86)  gleich.  Parallele  zu  einer  Senk- 
rechten stehen  (156)  senkrecht,  und  umgekehrt  sind  Senkrechte  zu 
derselben  Ebene  parallel.  Eine  Parallele  zu  einer  Geraden  einer 
Ebene  kann  (1&5)  diese  Ebene  nicht  schneiden,  und  ist  daher  auch 
«Is  parallel  mit  ihr  zu  betrachten. 
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lat  ab  II  cd  und  ef  ||  cd,  so  muss  Moh  ab  ||  ef  Bein.  L^  man  nlmlich 

durch  ab  und  irgend  einen  Punct  g  in  ef  eine  Ebene, 
so  fiUt  die  dadurch  in  Ebene  cdef  gebfldete  Kante 
mit  ef  zusammen;  denn  wflrde  sie  nicht  suaamen- 
iaUen,  so  mfisste  sie  cd  schneiden,  und  es  hitten 
sodann  die  Ebenen  abed  und  abg  ausser  ab  noch 
einen  Punct  gemein,  was  offenbar  nicht  angeht  FlUt 
sie  aber  zusammen,  und  wlre  dennoch  ef  nicht 
parallel  ab,  so  mttssten  ab  und  ef  sich  sehneiden, 
und  der  Durchschnittspunct,  als  den  beiden  Ebenen 
ab  cd  und  cdef  angehörig,  in  cd  liegen,  was  wieder  nicht  angeht  — >  Ist 
ca  II  db,  sowie  ce  |j  df,  und  trBgt  man  ca  =  db,  ce  =  df  ab,  so  folgt 
ab4^cd4t=«f9  folglich  hat  man  successiTC  ae^^bf,  A>^<^®S3  ^hdt 
und  /.ace  =  2.^^^)  w.  c.  b.  w.  —  Die  folgenden  Bitte  bedttrfea  kamn 
eines  ausftUirllchen  Beweises. 

IM«  Eigeofehafteil  der  Projectioiiail.  Verbindet  man  die  Pro- 
jectionen  der  Endpuncte  einer  Geraden  auf  eine  Ebene  durch  eine 
Gerade,  so  enth&lt  diese  (157,  155)  die  Projectionen  sämmtlicher 
Puncte  der  Geraden,  und  ist  somit  als  ihre  Projection  zu  betrachten. 
—  Steht  eine  Gerade  auf  einer  Gnaden  einer  Ebene  aenkrecht,  so 
steht  (156,  84)  auch  ihre  Projection  zu  derselben  senkrecht  und 
umgekehrt.  —  Zieht  man  von  einem  Puncte  eine  Senkrechte  auf 
eine  Gerade  einer  Ebene,  errichtet  in  dem  Fusspuncte  eine  Senk- 
rechte in  dieser  Ebene,  und  fallt  von  dem  ersten  Puncte  auf  letztere 
Gerade  noch  eine  Senkrechte,  so  steht  diese  (93,  156)  zur  Ebene 
senkrecht  —  Jede  Gerade  bildet  (156)  mit  ihrer  Projection  auf  eine 
Ebene  einen  kleinem  Winkel  als  mit  einer  andern  Geraden  der- 
selben, und  dieser  kleinste  Winkel  dient  als  Maass  der  Neigung  der 
Geraden  gegen  die  Ebene. 

Der  erste  Bats  bedarf  kaum  eines  ausführlichem  Beweises;   die   tbrigen 
Sitse  können  dagegen  auf  folgende  Weise  begrilndet  werden:  Steht  aej.de 

und  a  b  J_  Ebene  b  e  d ,  so  ist  auch  b  c  J_  de; 
denn  macht  man  cd  =  ce,  so  ist  nothwendig  aach 
ad  =  ae,  also  (156)  bd  =  be.  —  Bteht  acj.de, 
b c  J_  d  e  und  a b  J_  b  c,  so  ist 

ad«  =  ac«  +  cd*  =  ab«  +  bc«  +  cd« 
=:ab«  +  bd« 
also  steht  ab  auch  auf  bd,  folglich  (156)  anf  der 
Ebene  bed  senkrecht  —  Ist  ab  I  Ebene  bde,  so 
ist  a<.ß',  denn  sieht  man  ac  J_de,  so  ist  ae>ab, 
also  auch  (ac  :ad)>(ab  :ad),  oder  8in/?>8ina;  oder,  wenn  dessdb 
abgetragen  wird,  so  ist  immer  noch  ac  >  ab,  also  (85)  auch  f^m. 

1S9«  Die  SenkreehterainkeL  Wenn  auf  zwei  Kanten  Senkrechte 
in  den  sie  bildenden  Ebenen  gezogen  werden,  so  haben  (156)  die 
Flächenwinkel  gleiche  Grösse,  wenn  diese  sog.  Senkrechtenwinkel 
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einander  gleich  sind.  —  Theilt  man  einen  Senkrechtenwinkel  in 
gleiche  Theile,  nnd  legt  durch  die  Theillinien  und  die  Kante  Ebenen, 
80  zerfallt  auch  der  Flächenwinkel  in  gleiche  Theile.  Es  sind  somit 
die  Flächenwinkel  den  Senkrechtenwinkeln  proportional  und  können 
durch  sie  gemessen  werden.  —  Jede  Ebene,  welche  durch  eine 
Senkrechte  zu  einer  Ebene  gelegt  wird,  steht  (156)  auch  senkrecht, 
und  umgekehrt  müssen  zwei  zu  einer  dritten  Ebene  senkrechte 
Ebenen  auch  eine  zu  ihr  senkrechte  Kante  haben. 

Legt  man  swei  gleiche  Senkrechtenwinkel  auf  einander,  so  fallen  (156) 
die  Kanten,  also  auch  die  £benen  auf  einander.  —  Würde  die  Kante  sweier, 
in  einer  dritten  Ebene  senkrechter  Ebenen  nicht  anoh  senkrecht  stehen,  so 
kSnnte  man  in  ihrem  Fnsspnncte  eine  Senkrechte  errichten,  nnd  diese  Senk- 
rechte würde  sodann  mit  den  Kanten,  welche  die  swei  ersten  Ebenen  In  der 
dritten  bUden,  swei  nene  senkrechte  Ebenen  su  Letsterer  bestimmen,  was 
offenbar  nngereimt  wire. 

160«  QnuidbezieliiiDgen  am  Ranmdreiecke.  Bezeichnen  a  =  2  a, 

bss2b,  c  =  2c  die  Seiten  eines  Baumdreieckes,  A  =  29[,  B  =  2499 
Cbb2C  aber  ihre  Gegenwinkel,  so  hat  man  (94,  104) 

Sina  :  Sinb  ==  Sin  A  :  SinB  1 

Co8  c  =  Cos  a .  Cos  b  +  Sin  a .  Sin  b  .  Cos  C  9 

Aus  2  folgt 

^             Cos  a.  Cos  (b  —  x)  ^  m        n     n     « 

Cofl  c  s= Y^ — ^ ^^        Tg  X  =  Tg  a .  Cos  C     3 

VyOS  X 

Sm  a .  Sm  b  ~  om  a .  om  b 

femer,  dass,  wenn  auch  a  die  grösste  Seite, 

Cos  c  «c:  Cos  (a  —  b)     oder     c:=>-a  —  b     oder     a-<:b-|-c 
Bezeichnet  endlich  s  =  a4-&  +  C  die  halbe  Summe  der  Seiten,  so 
folgt  aus  4 

o.    /r       1  /Sin  (s  —  a)  Sin (s — b)        >^     ^      l/Sin8.Sin(8  —  c)  - 

8m  C  =  1/ 4j. — ^  G-   i: >     Cos  6  =  1/  — h: 0.  -r-^  » 

^  Sm  a .  Sin  b  ^       bm  a .  Sin  b 

Ter  ff  —  l/Sin  (s — a) .  Sin  (s  —  b)  ^ 

ig*-K       Sins.Sin(s— c) 
Und  so  weiter. 

Ist   od  =  l,   de_Lioh,   dfJLoh,    dgJ_oi   und  hdJ_od_Ldi, 
so  sind  die  A,  B,  C  der  Fignr  Senkrechtenwinkel,  messen  also  die  Dreiecks- 
winkel A,  B,  G,  nnd  es  ergeben  sich  sofort  die 
Gleichheiten 

Bina  _  df  __  de:dg  __  SinA 
.  Binb  ~  dg  ""  derdf'""  8inB 

hi<=  oi*  -f  oh<  — 2.  oi  .oh.Cosc 
hi*s=dh*-f  cli>  —  2.dh.di.CosO 

Erstere  Gleichheit  stimmt  mit  1  flberein,  wUurend 
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man  durch  QlelohBetsmig  der  beiden  Werthe  von  hi* 
(o  i«  —  di*)  +  (o h*  —  dh*)  -{-  2  .  dh  .  di .  Co8  C  s=  2  .  0  i .  0 h  .  CMC 

oder  i  +  Tga.Tgb.CoBC  =  ^.-g^.Co80 

d.  h.  2  erhftlt,  worave  sieh  die  übrigen  Formeln  nach  dem  im  Texte  befolgtes 
Gange  ohne  Schwierigkeit  ableiten  lassen.  —  Zieht  man  noch  gk  J_oh  und 
el  II  oh,  so  findet  man  auch 

Cos  a  =  of=:ok-|-le=:og.  Cos  e  -f-  g  e  .  Sin  c  ^ 
=  Cos  b  .  Cos  0  -j-  Sin  b  .  Sin  c  .  Cos  A 

d.  h.  wieder  die  Formel  2,  nur  in  einer  etwas  andern,  noch  fast  ein&cheni 
Weise.  —  Mit  Hülfe  von  1  kann  man  leicht  «eigen,  dass 

Sin  a.  Sin  b.  Bin  Css  Sin  a.  Sine.  Sin  BsSinb. Sin  o.  Bin  Asd         . 
BinA.SinB.Sinc=SinA.SinC.Sinb=:SinB.8inC.Sina=D 

wo  d  und  D  bestimmte  Zahlen  sind,  welche  das  betreifende  Ranmdreieck 
charakterisiren.  Beceichnet  man  femer  den  Winkel,  unter  welchem  man  de 
von  o  aus  sieht,  oder  gewissermassen  die  Höhe  des  Raumdreiecks  in  Be- 
siehung auf  die  Seite  c,  mit  y^  so  bat  man  offenbar 

Sin}f  =  de  =  df .  Sin6  =  Sina.ShiB 

und  ebenso  ergeben  sich,  wenn  a  und  /?  in  Beciehung  auf  die  Seiten  a  und  b 
entsprechende  Bedeutungen  haben, 

Sina  =  Sinb.8inC  Sin /?= Sine.  Sin  A 

so  dass  man  die  7  auch  durch 

Sin  a. Bin a  =  Sin b. Sin /?= Sine. Sin 9f=:d  ^ 

SinA.8ina=SinB.8in/lssShiC.Sin}f  =  D 
enetsen  kann. 

IM.  Die  Sann'tolMn  Foraoln  und  die  lapar'mhei  AukKiii. 

Mit  HiOfe  von  160 : 5  findet  man 

CoB («+«)  =  ^ .Cos (o+b),  Cos («-«) «  ^ .Sin (o-f6)  1 

Sin  («+«)  =  ^ .  Cos  (a-l») ,  Sin  («-«)  =  ^ .  Sin  (a-b)  f 

die  sog.  GhtuBs'Bchen  Formeln,  aus  deren  vierter  z.  B.  heryoigeht, 
dass  einer  grossem  Seite  auch  ein  grösserer  Winkel  gegenAbexsteht^ 
—  und,  indem  man  sie  paarweise  durcheinander  dividirt, 

die  sog.  Neper'schen  Analogien. 

Die  Formeln  1  und  3  werden  am  leichtesten  erhalten,  indem  man  in 

Cos  (X  ±  8)  =  Cos  X .  Cos  9  ^f^  Sin  X .  Sin  8 
Sin  (X±8)=Sin  X.CosS  +  CosX.8in8 

rechts  nach  160:5  die  Sin  und  Cos  durch  ihre  Werthe  ersettt;  so  f.  B> 
erhllt  man  auf  diese  Weise 
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Btnrw  I  «->  — V^^  (g  — ^)  8^  («  — of     |/8in8.8in(8— b)  , 
Dunn-h«;— r  Slnb.Siiic  '^       SinaBinc       "^ 

l/Sin  a  .  Sin  (8  —  a)  |/8in(B  — a)  Sin  (a  — cj 
"^ '^       Sinb.Sinc        '^  Sina.Sinc 

—  8hl  (8  —  b)  +  Sin  (s  —  a)     |/8in8  8in(8  — c)\_ 
""  Sine  •  '^       SinaSinb       ~ 

_  2  Sin  (8~a~  b)  Co8  (g-b)  ^_^ 
""  2Sinc.Co8C  * 

Coac 

u.  8.  f.    Sie  lassen  sich  £u  Qonaten  des  QedftcbtnisseB  unter  der  schema- 
tisohen  Form 


(«±«)C.C.8.S 


8.8.C.C  (C) 


(o±b)  C.8.C.8     C.Ö.  C.Ö  (c) 

sosammen&Bsen ,  und  wurden  fast  gleicbceitig  von  Jean -Baptiste- Joseph 
Delunbre  (Amiens  1749  —  Paris  1822;  Professor  der  Astronomie  und  Mit- 
glied der  Academie  in  Paris)  in  der  „Connaissance  des  temps  de  1808^,  -* 
▼on  Mollweidet  der  sugleiob  die  entsprechenden  Formeln  für  das  ebene 
Dreieck  (104:9)  gab,  Un  Novemberheft  1808  der  Zach'schen  Correspondens, 
—  und  von  Ctaast  in  sehier  1809  erschienenen  „Theoria  motus  eorporum 
ccdeaüum"  mitgetheilt,  —  immerhin  jedoch  so,  dass  ihnen  eigentlich  der 
Name  Gauss'sche  Formeln  am  wenigsten  zukömmt.  Die  aus  ihnen  hervor- 
gehenden, sog.  Analogien  3  und  4  gab  Übrigens  Neper  oder  IVapIer  schon 
taut  swei  Jahrhunderte  frtUier  in  seinem  bei  11  erwUmten  Fundamental- 
werke. 

169»  Wett«re  BaiiahUgeil.  Analog  160 : 2  hat  man 

Cos  a  BS  Co8  b .  Cos  c  +  Sin  b .  Sin  c .  Cos  A  ^ 

Cos  b  =  Cos  a  .  Cos  c  +  Sin  a  .  Sin  c .  Cos  B 
woians  durch  Elimination  von  Cosa 

Sin  a .  Cos  B  »  Cos  b .  Sin  c  —  Sin  b .  Cos  c .  Cos  A  9 

folgt,  oder  (160:1),  wenn  man  durch  Sinb  theilt, 

Sin  A .  CtgB  =  Ctgb .  Sin  c  —  Cos  c .  Cos  A  S 

imd  entsprechend  ergeben  sich 

Sin  a .  Cos  C  =  Sin  b .  Cos  c  —  Cos  b .  Sin  c .  Cos  A  4 

Sin  A .  Ctg  C  =  Sinb .  Ctg  c  —  Cos  b .  Cos  A  t 

Verbindet  man  2  und  160 : 1  durch  Division,  so  erhält  man 

TgB«  st'c-xt         ''**        Tgx  =  Tgb.Co8A       • 
Und  so  weiter. 

Betreffend  die  Ableitung  der  Formeln  2 — 6  ist  kaum  noch  etwas  beisu* 
ftgen  nöthigy  —  Aber  ihren  Gebranch  vergl«  169,  namentlich  aber  886 
nnd  868. 

ICS.  FeUeigleiehlUgeil.  Durch  Differentiation  von  162 : 1  und 

160:2  erhält  man  nach  leichter  Reduction 
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da  =  Cos  C  .  db  +  Cos  B  .  de  4-  Sin B  .  Sin c  .  d A  1 

d  b  =  Cos  A  .  d  c  +  Cos  C  .  d  a  +  Sin  C  .  Sin  a  .  d  B  t 

dc  =  CosB.da  +  CosA.db  +  SinA.Sinb.dC  t 

dnrcb  deren  Combination  man  in  allen  Fällen  den  Einflnss  kleiner 

Veränderungen  der  bestimmenden  Elemente  berechnen  kann. 

8o  s.  B.  folgt  dnrch  Differentiation  der  ersten  Formel  lOS :  1  nach  allai 
in  ihr  enthaltenen  Grössen  mit  Httlfe  von  162 : 2,  i 

,         Sinb.Cosc  — Cos b. Sine. Cos A  ,.    ,.  Bin b . Bin c. Sin A  .. 

aa= — dD-f- =T a& 

Bin  a  '  Sin  a 

,    Cos  b  .  Sin  c  —  Bin  b .  Cos  e .  Cos  A  , 

^  Sina 

=  Cos  C .  d  b -f  Cos  B .  d  c -f  Sin  B .  Sin  c.  d  A 

oder  1.  —  Eliminirt  man  z.  B.  ans  2  nnd  3  die  Grösse  de,  so  erhllt  man 
mit  Hülfe  von  168 : 1 

,,        CosC  +  CosA.CosB     ,     ,    SinC.Sina  ,.,  ,    Sinb.CosA     ,^ 

_SinB   Coso^         Knc^g      g^^^^         ^^Q  4 

BinA  SinA 

In  Umlioher  Weise  kann  man,  indem  man  ans  je  sweien  der  Formeln  1^3 
eines  der  Differentialien  eliminirt,  alle  mög^chen  Fehlergleichnngea  am  Baom- 
dreieoke  darstellen,  Ober  deren  Gebravch  man  s.  B.  die  Sitae  886,  858,  406, 
424,  etc.  vergleichen  kann. 

164»  Parallele  Kbenen.  Zwei  Ebenen,  welche  mit  einer  dritten 
Ebene  parallele  Kanten  nnd  gleiche  correspondirende  oder  Wechsel- 
winkel  bilden,  heissen  parallel^  —  haben  (157 — 159)  überall  den- 
selben Abstand  (abssef  =  cd,  s.  Elg.  1),  —  nnd  schneiden  sich 
somit  im  Endlichen  nicht  Umgekehrt  müssen  daher  anch  zwei  Ebe- 
nen parallel  sein,  d.  h.  mit  jeder  dritten  Ebene  gleiche  Winkel  und 
parallele  Kanten  bilden,  sobald  sie  mindestens  drei  nicht  in  einer 
Ebene  liegende  gleiche  Abstände  haben.  —  Parallele  zwischen  paral- 
lelen Ebenen  sind  gleich,  —  und  jede  zwei  Gerade  werden  durch  ein 
System  von  parallelen  Ebenen  proportional  geschnitten.  —  Die  S[ante 
zweier,  dnrch  zwei  parallele  Gerade  gelegten  Ebenen  ist  diesen 
Parallelen  ebenfalls  parallel. 

Bflden  die  Ebenen  I  und  n  mit  m  gleiche  Winkel  nnd  parallele  Kantes, 

nnd  fUlt  man  theUa  von  irgend  einem  Pnncte  a  der  Ebene  I,  tMls  tob 

einem  Pnncte  c  ihrer  Kante  in  III,  Senkrechte  anf  Ebene  m,  so  sind  diese 

.^  Senkrechten   absscd.   lat  nImUch  ab  J_II  imd 

K^ bg  J_gÄ,  »o  ist  (168)  anch  ag  J_gh,  also  (166) 

Qy^' *    \/^   gh   I   Ebene  bgea,  also  s.  B.  gh  J_ge;  ftw« 

/^  ist  (167)  ce    I    Ebene  bgea  und  Boaiit  ^llea  eii 

— -^        Senkrechtenwinkel.  Ist  efj.bg,  also  (166)  ef  J.IL 
^         femer  cd  J_n  nnd  dh  _Lhg,  so  sind  die  Drei- 
ecke egf  nnd  cdh  congment,  da  ato  eine  Seite  ab 
Parallele  cwiachen  Paralleleni  nnd  iwel  Wlakal  ab 


•p-  Dm  lUniAdreieek  und  die  Raiiintrigoiiomeirie.  — 


226 


^^nkel  mit  parAlteleii  8clien1celn  gleich  liaben,  also  ist  cd^  ef.  Anderseits 
sind  als  Senbechtenwinkel  nach  Voraassetsung  ^ieass/,chd,  —  also  ist 
nach  obiger  Congmeus  auch  ^ieacz^egf,  also  ea||gb,  also  ef=:ab,  — 
also  endlich  ab:=cd,  w.  n»  b.  w.  —  Stehen  ab:=cdc=ef  elmmtlich  senk-« 

recht  zu  II,  und  legt  man  s.  B.  durch  e  c  eine 

Ebene  III,  so  bilden  I  und  n  mit  ihr  parallele 

Kanten   und   gleiche    Winkel;    denn    es    ist 

ec||fd^  also  ec||II,  also  auch  ec||gh  und 

gh||fd;   sieht  man  femer  bh_L.S^)  bo  ist 

auch   ahj_gh,   also   Ebene   abhk_|_gh, 

fd,  ec,  und  (150)  ki  J_n,  also  auch  ki=:ab 

und  ka||hb,  also  auch  /,lka  =: /,lhb,  w. 

B.  b.  w.  —  Wenn  aber  I  und  II  mit  III  parallele 

Kanten  und  gleiche  Winkel  bilden,  so  haben 

sie  nach  dem  ersten  Batse  fiberall  denselben  Abstand,  also  bilden  sie  auch 

mit  Jeder  dritten  Ebene  parallele  Kanten  und  gleiche  Winkel;  denn  flUlt 

man  TOn  irgend  iwei  Pnncten  der  von  dieser  letstem  Ebene  in  I  gebildeten 

Kante  Senkrechte  auf  II,  so  sind  diese  nach  dem  eben  Gesagten  gleich,  also 

kann  der  vorgehende  Beweis  wieder  in  gleicher  Weise  durchgefOhrt  werden, 

etc.  —  Sind  die  Ebenen  I,  II ,  III  und  die 
Geraden  df,  gh  je  unter  sich  parallel,  so 
sind  auch  die  Kanten  dg  ||  be  ||  fh,  abo 
de^gb  und  ef  =  bh.  Sind  ferner  ac  und 
df  beliebige,  vielleicht  nicht  einmal  in  der- 
selben Ebene  liegende  Gerade,  so  kann  man 
durch  b  die  Gerade  gh  ||  df  aiehen,  und  hat, 
da  die  durch  gh  und  ac  bestimmte  Ebene  die 
Kanten  ga  ||  ch  bildet,  ab  :  bc  s  bg  :  bh  c:  de  :  ef,  w.  a.  b.  w.  —  Um 
endlieh  den  letiten  Sati  su  beweisen,  kann  man  eine  Ebene  lu  Hülfe  nehmen, 
welche  in  einer  der  Parallelen  s^ikrecht  steht,  und  dann  nach  157  und  159 
weiter  schllessen. 

!•!•  Die  niehenprqJectioneiL  Projicirt  man  ein  Dreieck  auf 
eine  dnrch  seine  Basis  gelegte  Ebene,  so  sind  die  Basiswinkel  der 
Projection  kleiner  als  die  Basiswinkel  des  Dreiecks  (z.  B.,  s.  Fig., 
a<=a,  entsprechend  DC'-<rDC),  —  folglich  ist  der  Winkel  an 
der  Spitze  in  der  Projection  grösser  als  im  Dreiecke«  Hat  Letzteres 
die  Fläche  F  und  ist  9  der  Projectionswinkel,  so  ist  F .  Cos  fp  die 
Fläche  der  Projection,  —  eine  Beziehung,  welche  sich  leicht  auf 
jede  Fläche  und  ihre  Projection  ausdehnen  lässt 

Per  Beweis  des  ersten  Satses  ist  im  Texte  hinl&nglich  angedeutet;  ebenso 

derjenige  fBr  den  ersten  Theil  des  «weiten  Satses. 
Bitst  das  Dreieck  nicht  an  der  Kante,  so  kann 
man  dasselbe  durch  Verl&ngerung  seiner  Seiten  bis 

^^^  ^  \  nun  Durchschnitte  mit  der  Kante  als  algebraische 

Summe  dreier  solcher  Dreiecke  darsteUen,  und 
schliessen,  dass,  weU  der  Sats  fdr  Jeden  Sunmand 
gelte,  er  nothwendig  auch  für  die  Summe  gelten 
mflsse.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man  vom  Drei- 

w«tr,  Hiftwik  L  16 
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eeke  snin  Yleleeke  ftbergeben,  Indan  man  Letiteres  dsrob  DIagoiialn  In 
Pieiecke  lerfUlt,  —  etc. 

166.   Weitere  ligenschaft  dei  Dreikuti.  Projicirt  man  die 

Seiten  eines  Dreikants  auf  eine  dasselbe  schneidende  Ebene,  so  ist 
die  Summe  der  Projectionen  gleich  360^;  also  ist  (165)  die  Summe 
der  Seiten  eines  Dreikants  nothwendig  kleiner  als  eine  Umdrehung. 

Bexeiclmen  a,  b,  c  die  Seiten  eines  Dreikants,  so  ist  somit  *-|-^  + 
o  <860^.  Ferner  hat  man,  wenn  a  auch  die  grOsste  dieser  Seiten  ist,  nach 
160  dennoch  a<b-f-c,  also  dnrch  Addition  beider  Ungleichheiten  8a < 860* 
oder  a<180<*. 

16V«  Du  Polardreieek  and  der  Eieeis.  Fällt  man  tob  einem 

innerhalb  eines  Dreikants  liegenden  Puncto  o  Senkrechte  auf  die 
Seiten  desselben,  so  bestimmen  die  drei  Senkrecht^i  ein  neues  Drei- 
kant, welches  Polardrelkant  des  ersten  heisst,  und  (159)  umge- 
kehrt jenes  erste  zum  Folardreikant  hat  Jede  Seite  eines  Dreikants 
ist  (159,  113)  zu  dem  Gegenwinkel  des  Polardreikants  supplementär 
und  umgekehrt  —  Die  Summe  der  Winkel  eines  Raumdreiecks 
und  der  Seiten  seines  Polardreiecks  beträgt  somit  6  R;  also  hat 
(166)  die  Winkelsumme  des  Raumdreiecks  immer  einen  Exress  2e 
über  die  Winkelsumme  des  ebenen  Dreiecks;  derselbe  ach  wankt 
zwischen  0  und  4  R,  und  kann  (161)  nach  der  Formel 

Sine  =  -Cos(a  +  ©  +  (£)«  .^15^^51. SinC  1 

berechnet  werden,  so  dass  für  kleine  Werthe  ?on  a,  b,  c  nahe 
2e  :  Sin  1"  =  V2  •  »^  •  S^^  C-  (Vergl.  105).  —  Die  halbe  Summe  8 
der  Seiten  eines  Raumdreiecks  ist  zu  dem  halben  Ezceaae  t  der 
Winkel  seines  Polardreiecks  supplementär. 

Beaeichnen  a,  h,  c,  A,  B,  C  die  6eiten  nnd  Winkel  einea  DreUtants,  — 

^ ^^      «,/?,/,  ^,  £y  r  aber  die  Seiten  und  Winkel  eeinet 

(     Polardreikants,  so  hat  man  einereelts 
)  A  +  B  +  C  +  a  +  /?+y=:eR 

s     w&hrend  nach  166 

7  a  +  ß  +  r<AB,'     also        A  +  B  +  OSR 

nnd  anderseits  anter  der  im  Texte  angenommenen  Be- 
""^^      '  deutnng  von  s  und  t 

2s  =  a  +  b4-c  =  6R— (^  +  B  +  r)  =  6R  — (SR  +  JO  oder  a  +  irirlSO« 

Um  endlich  1  sn  erhalten ,  hat  man  mit  Hülfe  von  161 : 1 ,   S  nnd  bekanatea 
goniometrischen  Formeln 

8ine  =  — Cos  («  +  ©  +  «)  =  Sin  («  +  ©)  Sin C~ Cos  («  +  «)Coa« 
_.  8ing.Co8g.Cos(a^6)        Sing.  Cosg.  Cos(tt  +  6) 
Cos  c  Cos  c 

=^  TcSTT  t^' ^^  -  ^^  -  C^»  Ca  +  b)] 
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d.  b.  eben  1,  —  eine  Formel  ^  welolie  mit  Hülfe  von  160  t  7  auch  lelcbi  die 
Formen 

SineÄ-T-T, 7i — y-7, t=:y,,D.Tgr  • 

4  Cos  a .  Cos  B .  Cos  c       ''  ^ 

aanimmty  wo  die  g^eometrische  Bedentvog  der  vorllnfig  ale  HlllfsgrOaee  dnreh 

*    ■"  Co8b.Co8C.8inA 
eingeftbrien  Grösse  r  ans  190  bervorgeben  wird.  Auf  Umlicbe  Weise  wie  1 
erbUt  man 

Co8e  =  8in(f(  +  9  +  C)  =  8in(«  +  8}Co8C  +  Cos(H  +  8)8inC 

_  Cos«€.Co8(a  — b)  +  8in«g.Cos(tt  +  b) 

"■  Cosc 

__  Costt.Cost4-8intt.8inb.CosC 

^  Cosc 

und  mit  Httlfe  des  iweitletsten  Ausdmckes  von  Cos  e  ergibt  sieb,  wenn 
tt-f  ^  +  C  =  '*  gesetst  nnd  160:5  benntst  wird, 

T  1  ^  _1— Cose__Cosc  — Co8(fl  — b)  +  [Cos(tt  — b)  — Co8(tt+b)]8in«g_ 
*   2  "'l  +  Cose""Co8C  +  Cos(tt— b)  — [Co8(o— b)  — Co8(tt+b)]8in«C"" 

_  Sin  (6— t) .  Sin  (fl—tt)  -f  Sin  e .  Sin  b .  Bin«  g  _ 

•"  Cos  (•— b)  .  Cos  («  —  tt)  —  Sin  tt .  Sin  b .  öin«  (E  ~" 

—  T»/*      «X  T^f^     ^-  ^^°  ^^-^ ^^  ^^^  (6— b)  —  Cos  fl .  C08  t  _ 

—  A«Q»- a; •  ig^»— ö;  Cos ft. Cos b -Sin (6— a) öin (tt-b) 

—  T.  fit     n\  Tl.  r«     M  Cosc+Co8(tt— b)— Cos(tt+B)-Cos(tt-b)_ 

—  Agi»     o;  ig^f     »;cos(ft+b)+Cos(tt-b)+Cosc— CosCtt-b)"- 

=  Tgf.Tg(#  — tt).Tg(f  — b).Tg(«— c)  B 

eine  elegante  Formel,  welcbe  nacb  dem  Zeugnisse  von  Lcgendre  (Pag.  820 
der  5.  Avsg.  seiner  Sltoents  de  g^om^trle.  Paris  1804  in  8.)  der  Genfer  Simon 
Lhvlller  inerst  aufstellte.  Mit  Httlfe  von  4  nnd  1  ergibt  sieb  endlicb  unter 
Bebrag  von  160 : 4 

^j.  _^Costt.Cosb+8infl.8inb.CosC_4Cos«fl.Cos«b+8ina.8inb.CosC_ 
^*""  8intt.Slnb.8inC  *"  Bina.8inb.8ioC  "" 

_  (14- Cosa)(l4-Cosb)-f  Cosc— Co8aCosb_l-fCosa-bCosb-f  Cosc  ^ 
""  8ina.8inb.SinC  ^      Sina.Sinb.SinC 

eine  Formel,  von  welcher  wir  in  190  Gebrancb  macben  werden. 


168.  Umiotnngen  mit  Httlfe  dei  Polardreieekei.  Schreibt  man 

eine  für  ein  Ranmdreieck  geltende  Beziehung  für  ein  Polardreieck 
Aufy  nnd  ersetzt  dann  die  vorkommenden  Elemente  durch  ihre 
Supplemente  ans  dem  ursprünglichen  Dreiecke,  so  findet  man  eine 
neue  Beziehung  für  das  Letztere.  So  folgen  (160 :2y  3,  6;  162:2, 
3;  163:1) 

CosC«  — Cos  A.  Cos  B  + Sin  A.SinB.  Cosc  1 

Cos  A .  Cos  (B  +  X)  m  mAn.  m 

=■  — ^ — i^ — ■ — ^      WO      Tg  X  s=  Tg  A .  Cos  c    9 


T^r^l/       Sine. Sin  (C-e) 
**'       «^   Sin(A  — e).Sin(B  — e) 
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SinA.Cosb^CosB.SmG  +  SinB.CosC.CoBa  4 

Sin  a  .Ctgb^CtgB.SmC-fCosC.Cosa  » 

dA  =  — Cosc.dB  — Cosb.dC-fSinb.SmC.da  • 

Und  so  weiter. 

Nach  160 : 2  hat  man  a.  B.  fUr  das  Polardreieck  bei  entsprechender  Be- 
aeichnung  wie  in  167 

Cos  ^  =  Cos  ce .  Cos  /}  +  Sin  a .  Sin  /? .  Cos  r 

also  fttr  das  Dreieck  selbst 

Cos  (180  —  C)  =  €o8  (180  —  A)  Cos  (180  —  B)  + 

+  Sin  (180  —  A)  Sin  (180  —  B)  Cos  (180  —  c) 

worans  sofort  1  folgt  Entsprechend  In  andern  FUlen. 

168«  Die  Raamtrigonometrie.  Sind  in  einem  Ranmdreiecke  alle 
drei  Seiten  gegeben,  so  kann  man  nach  (160:5,  6),  —  sind  swei 
Seiten  nnd  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben,  nach  (160:3,  1, 
oder  161:3  und  160:1),  —  sind  eine  Seite  und  die  anliegenden 
Winkel  gegeben,  nach  (168:2  und  160:1,  oder  161:4  und  160:1), 
—  sind  alle  drei  Winkel  gegeben,  nach  (168:3)  je  die  übrigen 
Elemente  berechnen.  —  In  dem  speciellen  Falle,  wo  in  emem 
Raumdreiecke  ein  Winkel,  z.  B.  C,  gleich  90»  ist,  hat  man  die 
einfachem  Formeln 

Sin  a  «Sinc.SinA  Tg  a  «TgA.Sinb  1 

Cosc  =Cosa.Cosb  Otgc  «  Ctg  b  .Cos  A  1 

CosA  =  Co8a.SinB  CtgA  =  Cos  c  .TgB  » 

zur  Disposition. 

Die  im  Texte  gegebenen  Vorecliriften  nnd  Formeln  bedürfen  wobl  keiner 
weitem  Erl&nternng.  Dagegen  Ist  ku  erw&hnen,  dass  den  angefttlirten  vier 
F&Uen  am  Ranmdreiecke  oft  noch  iwei  weitere  beigefttgi  werden,  nimlieh 
wenn  gegeben  tind  entweder  xwei  Seiten  (a.  B.  a,  b)  nnd  ein  Gegenwinkel 
(s.  B.  A),  —  oder  eine  Bette  (z.  B.  a),  der  Gegenwinkel  (A)  nnd  ein  Neben- 
winkel (s.  B.  B).  Eb  sind  Jedoch,  aneh  wenn  man  sich  anf  Dreiecke  be- 
schränkt, deren  eimmtliche  Seiten  nnd  Winkel  kleiner  als  awei  Rechte  tiaa, 
-  in  diesen  beiden  F&llen  die  Lösungen  nur  unter  gewissen  Bedingnagen  be- 
stimmt, während  unter  andern  Bedingungen  mehrere  LOsnngen  möglich  sind: 
8o  hat  man  zur  Lösung  des  erstem  Falles  nach  160 : 1  nnd  161 : 8 

Die  erstere  Formel  gibt  nun  im  Allgemeinen ,  wegen  der  Zweideutigkeit  des 
Sinus,  für  B  swei  Werthe  B'  und  B''  =  180<»  — B',  nnd  für  sie  gibt  aack  die 
sweite  Formel  im  Allgemeinen  swei  Werthe,  welche  nach    . 

berechnet  werden  können,  wobei  Jedoch  wegen  der  anfIngUch  geatellten  Be- 
dingung nur  Lösungen  snllssig  sind,  welche  (E  <  90*  oder  Tg C  ^+  ergebca. 
Ist  nun  s.  B.  A<900,  b<000  und  a>b,  so  !at  nothwendig  B'<it 
«  +  «'<»0*  und  «  —  ©'  =  +,  wihrend  i  +  b  kleiner  oder  grösser  als  »• 
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Min  kann,  — -  und  In  erfeterem  Falle  ist  daher  nur  C%  im  aweiten  nur  (£" 
mOgUch,  also  nur  Eine  Loflnny  vorbanden;  ist  dagegen  bei  übrigens 
glaiehen  Bedingungen  a<b,  so  ist  swar,  weil  immer  B'<90®,  noch  9  +  9' 
<90%  aber  S— 9'  =—,  und,  da  Jetst  bestimmt  a  +  b<90®y  so  werden 
sowohl  <E'  als  Z"  mftglioh,  so  dass  in  diesem  Falle  awci  Lorangen  vor^ 
handen  sind.  —  Entsprechend  könnten  andere  Bedingungen  untersucht  werden ; 
wir  wollen  uns  jedoch  mit  diesem  Einen  Beispiele  begnQgen,  da  durch  das- 
selbe bereits  der  Nachweis  geleistet  ist,  dass  derartige  BupplementarfiUe 
nicht  von  derselben  Bedeutung  sind  wie  die  vier  Hanptflllle.  —  Ein  Zahlen- 
beispiel fiber  Berechnung  des  Raumdreieckes  su  geben  dürfte  ttberflfissig  sein, 
da  dieselbe  in  gans  analoger  Weise  au  ftihren  ist,  wie  diejenige  in  106  am 
ebenen  Dreiecke,  und  da  ttberdiess  für  Anwendung  der  aufgestellten  Formeln 
auf  6eod&sie  und  Astronomie  verwiesen  werden  kann.  Dagegen  mOgen  aur 
Erglnaung  der  in  103  gegebenen  Lltteratur  noch  folgende  speciell  Aber  Raum- 
trigonometrie  handelnde  Schriften  aufgeführt  werden :  Antoine-Renö  Mandnlt 
(Paria  1781  <—  Paris  1816;  Professor  der  Mathematik  in  Paris),  Principas 
d'aatronomie  sphMque,  ou  trait^  complet  de  trigonometrie  sph^ique.  Paris 
1766  in  8.,  —  Bamaba  Urinni  (Oaregnano  bei  Mailand  1762  ^  Mailand 
1882;  Director  der  Sternwarte  des  vormaligen  Jesuitencollegiums  Brera  in 
Mailand)  y  ElemenÜ  di  trigonometria  sferoidica  (Mem.  Istlt  Ital.  1804—1806) 
in  4.,  —  Johann  Baptist  SnladceU  (Woywodschaft  Onesen  1766  —  Jassuny 
bei  Wllna  1880;  Professor  der  Astronomie  au  Krakau,  dann  Director  der 
Sternwarte  an  Wilna),  Trygonometrya  Kulista,  analitycinlc  wyloaona.  Wilno 
i  Warasawa  1820  in  8.  (Deutsch  von  L.  Feldt,  Lelpsig  1828  in  8.),  —  Otto 
MlUMn^r  (Speler  1814;  Professor  der  Mathematik  in  Bolothum),  Die 
sphlrische  Trigonometrie.   Solothum  1860  in  4.,  —  etc.^ 

IVO«  Symoietrie  Ud  Congraeni.  Fällt  man  aaf  eine  Seite  des 
RaiuDdreiecks  von  einem  Pnncte  der  Gegenkante  eine  Senkrechte, 
verlängert  diese  über  ihren  Fusspnnct  hinans  nm  ihre  eigene  Länge, 
und  verbindet  den  so  erhaltenen  Funet  mit  dem  Scheitel,  so  be- 
stimmt diese  Verbindungslinie  mit  jener  Seite  ein  neues  Ranmdreieck, 
welches  zu  dem  gegebenen  in  Beziehung  auf  die  gemeinschafdiche 
Seite  mywMnetrtaeh  heisst,  und  mit  ihm  (ohne  congruent  zu  sein) 
alle  Seiten  und  Winkel  gleich  hat.  —  Haben  zwei  Raumdreiecke 
alle  drei  Seiten,  oder  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel, 
oder  eine  Seite  und  die  anliegenden  Winkel,  oder  alle  drei  Winkel 
gleich,  so  sind  sie  (169)  congruent  oder  symmetrisch  gleich,  je 
nachdem  sie  in  dieselbe  Lage  gebracht  werden  können  oder  nicht. 

Der  in  der  Ehene  dahinfallende ,  für  den  Rsum  charakteristische  Unter- 
schied swisehen  Congmens  und  Symmetrie  entging  schon  einseinen  Utem 
Oeometem  nicht,  doch  wurde  er  namentlich  1741  von  Johann  Andreas  Bcgoer 
(Pressburg  1704  —  Halle  1777;  erst  Arst  in  Pressburg,  splter  Docent  und 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Jena,  QOttingen  und  Halle)  bei  Ver- 
gleichnng  eines  Kugeldreieckes  mit  seinem  Gegendreiecke  in  einer  1741  er- 
schienenen Streitschrift  „Defensio  adversus  censuram  BeroUnensem"  und  in 
seinen  „Yorlesangen  Aber  die  Rechenkunst  und  Geometrie.  Lemgo  1747  in  4. 
(Auch  1767)^  scharf  hervorgehoben,  nnd  tritt  gans  besoDders  leicht  in  der 
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Im  T«xte  gflgebeMD  Walu  henor:  Itt  nlmUcli  DE  J_AOB  and  D'B 
sDE,  BO  bnncht  mui  ntn  BF  J_  AO  nd 
E  0  _|_  B  O  n  riehen  ,  ud  die  Coi^neuea 
DEFSJD'EF,  DBO  S  D'EG  tn'e  Aa|«  n 
ruseo,  niD  Bnfoit  elnniaehen,  daee  dia  Bkaadni- 
eeke  O  — ABC  and  O — ABC  gleiche  Selten  nid 
'Vnnkel  haben,  ohne  dass  man  dnrefa  Umwanden 
das  eine  an  die  Btelle  de«  andern  bringen,  oder 
also  die  beiden  Rawndreieeke  mit  elnasd«  ytr- 
^'  tanachen  kann. 

XVn.  Das  Tieifluh  nsd  VIelflaek. 

IVI.  Du  Polyedor.  Kann  man  durch  eine  AmwaU  aas  den 
Vi-n  (n  —  1)  Kanten,  in  welchen  sich  d  Ebenen  Bcbneiden,  Blmmt- 
licbe  Ebenen  ao  begrenzen,  dass  jede  der  gewäblten  Kanten  beide 
Ebenen,  denen  eie  angehört,  begrenzen  bilft,  so  erhält  man  eine  Beihe 
von  Vielecken,  die  einen  Raum  vollständig  einschlieaeen,  oder  einoi 
KVrper  bilden,  nnd  zwar  ein  sogenanntes  n-FlacIl*  FOr  n"=4, 
5,  6,  8,  12,  20,  etc.  heisst  das  n-Flach  auch  wohl  Tetruder, 
Pentaeder,  Hexaeder,  Octaeder,  Dodekaeder,  Ikosaeder,  etc.,  — 
bn  Allgemeinen  Polyeder. 

Zur  ErKlnnng  der  In  73  nnd  lüfi  gegebenen  LlUeratair  mOgea  Boeh  dia 
Specialsehriften  „Aloya  Hofal  (Laochhetm  in  WDrtemberg  ISO&i  Profaeeer 
der  Uathematik  In  Tflblngen),  Die  Lehre  Ton  dan  Polyedern.  Tftblngan  1841 
in  8.,  —  Lndwlg  ChriaUan  Wleacr  (DanaaUdt  1818;  Lehrer  der  Mathematik 
in  Darmetadt,  Olaagen  nnd  Karlarohe),  Ueber  Vielecke  nnd  VlaUUefce  (mit 
Ketien  ond  Abblldaogen  von  regelmlutgra  Stecnvielflaehen) ,  Lelpelg  UM 
In  4.,  —  etc."  angefthrt  werden. 

IVt*  Du  VlerfllCh.  Der  einfachste  Körper  ist  das  rem  4  Drei- 
ecken begrenzte  Vierflach.  Bezeichnen  a,  b,  o,  d  seine  Süteo,  so 
ist  (165) 

a  =  b.Co8(a,  b)-|-c.CoB(a,  c)4-d.Coe(»,d)  1 

nnd  ans  dieser  und  den  entsprechenden  Oleichongen  folgt 
aa  =  ba-|-c»+d2  — 2bcCoB(b,c)— 2bdCoB(b,d)  — 2cdCo6(c,d)» 
Verbindet  man  eine  Ecke  eines  Vierflachs  mit  einem  Pnocte  der 
Gegenseite,  nnd  verlängert  diese  Verbindungslinie  nm  ihre  eigene 
Lttnge,  BO  bestimmt  der  erhaltene  Punct  mit  der  Seite  das  so^.  (fDr 
eine  Senkrechte  symmetriBche)  GeKenvIerflacti,  welches  mit  dem 
Vierflach  gleichen  Ranminhalt  haben  muss,  da  (90)  jeder  dnrch  die 
Gerade  der  Spitzen  gelegten  Ebene  in  beiden  Vierflachen  ein  gleich 
grosser  Schnitt  entspricht.  —  Zwei  Vierflache,  welche  congroente 
Grundflächen  und  gleiche  Höben  haben,  sind  beide  (91)  demielben 
Oegenrierflache  gleich,  nnd   daher  auch  Bslbst  gleich  groas.  — 
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Ffilirt  man  durch  die  Mitte  einer  Tetraederkaate  und  ihre  beiden 
Gkgenecken  einen  Schnitt,  bo  sind  die  beiden  Theile  offenbar  in 
Beziehung  auf  die  Schnittebene  Gegenvierflache,  und  man  hat  daher 
daa  Tetraeder  halbirt 

Schreibt  man  1  auch  ftlr  b,  o,  d  auf,  —  mnltiplloirt  diese  Oleiohnngen 
der  Reihe  nach  mit  a,  b,  o,  d,  —  und  bildet  die  Summe  a*  — b*  —  c*  —  d*, 
80  erhalt  man  3  ohne  Schwierigkeit   ~  Ist  £  irgend  ein  Pnnct  in  der  Seite 

ABC  eines  Vierflachs  A  B  C  D ,  nnd  verlängert  man 
DE  um  D'E=:DE,  so  hat  das  so  bestimmte  Gegen- 
vierflach  A  B  C  D'  mit  dem  Vierflaehe  A  B  0  D  offen- 
bar gleiche  Hohe,  und  wenn  umgekehrt  D'F=:DO, 
so  muss  D'£  =  ED  oder  AB  CD'  ein  Gegenvierflach 
sein.  Femer  ist  ftlr  jeden  Punct  H  im  Umfange  des 
Dreiecks  ABC  nothwendig  D  E  H  =:  D'  E  H;  wenn 
aber  H  jenen  Umfang  durchl&uft^  so  beschreiben  D  £  H 
und  D'EH  jene  beiden  Vierflache,  also  müssen  diese 
letztem  auch  gleichen  Rauminhalt  haben.  —  Hat  man 
iwei  Vierflache  von  congmenten  Orundflichen  und 
glelolien  H6hen,  constmirt  lu  dem  Einen  ein  Oegenvierflaeh|  und  tranaportirt 
es  an  das  Andere,  so  ist  es  nach  dem  Obigen  nothwendig  wieder  Gegen- 
vierflaoh.  —  Die  Eiaitlhrung  des  Gegenvierflaohs  und  des  hier  und  unter  den 
folgenden  Nummern  eingeschlagenen  Weges  sur  Bestimmung  des  Tetraeder- 
vohunens  geschah  durch  mich,  wie  die  erste  Auflage  des  Taschenbuches  be- 
weist, schon  vor  1862.  Frfiher  hatte  ich  (vergl.  Grunert  VH  440—448)  einen 
andern  Gang  eingeschlagen,  der  wesentlich  darauf  beruhte,  dass  jeder  zu 
ABC  parallele  Schnitt  a  b  c  co  A  B  C  ist,  da  durch  den  parallelen  Schnitt 
Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  entstehen,  und  dass  (107) 

abo:ABC  =  ab«:AB«  =  aD«:AD»  =  Dg«:DG« 

dass  aomlt  bei  swei  Tetraedern  von  gleicher  (nicht  nur  von  eongruenter) 
Grundlllehe  und  Hohe  gleich  hohe  Parallelschuitte  zur  Grundfläche  gleich 
gross  sind,  also  auch  die  Tetraeder  selbst  als  Summen  von  gleichen  Elementen 
gleich  gross  sein  mflssen. 

IVB«  Dil  mhtwinklige  Tierflaeh.  Stehen  drei  Seiten  eines  Vier- 
flachs,  X.  B.  by  c,  d,  paarweise  zu  einander  senkreohti  so  heisst 
dasselbe  reehtwlnkllff  nnd  es  besteht  in  demselben  (172 : 2)  der 
dem  pjthagoräischen  Lehrsatze  entsprechende  Satz  von  Ghia 

a2  =  b2  +  c«4-d«  1 

Zwei  rechtwinklige  Vierflache,  welche  je  zwei  von  der  rechten  Ecke 
ausgehende  Spanten  gleich  haben,  verhalten  sich  (172)  wie  die  dritte. 
Sind  ABC,  aBC,  abC,  abc  die  von  der  rechten  Ecke  aas- 
gehenden Kanten  von  4  rechtwinkligen  Vierflachen  der  Inhalte  oder 
Volmnina  V  Vf  ▼{¥,  so  hat  man  somit 

V:V,  =  A:a  V,:v,«B:b  v,:v«C:c 

sleo  durch  Moltiplication 

V :  V  ==  A .  B .  C :  a .  b .  c 
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Setst  man  daher  (analog  93)  den  Inhalt  gleich  1, 
E«nten  (Dimuiaionea)  1,  2,  3  sind,  so  ist 

A.B.C        1     AB    „ 


V  =  - 


.2.3         3* 


oder  der  Inhalt  gleich  ein  Drittel   des  Productes  ans  Qmndfliche 

nnd  Höhe. 

Thellt  man  bei  iwel  rechtwlDkllg«ii  Vierflaehen,  welche  ja  wwtl  tob  der 
nchlen  Eoks  »nagebeiide  Kanten  gletoh  haben,  die  dritten  y»«tii  im  yei- 
hUtnlBse  Ibrer  Lkoge  In  gleiche  Tbeile,  tmd  flUirt  durch  di«  Theilpiuieta  ond 
die  Oegenecken  Schnitte,  so  lerfallen  Beide  nach  1T3  In  gletohe  Thoile,  folg- 
lich verhalten  ale  eich  wie  diste  dritten  Kanten.  —  Der  dnrch  1  anagedittekle, 
TOD  £ihiiill«r  noch  in  hfichaten  Qreiaenalter  bewunderte  nnd  bMwigeM 
Sati  von  Gna  ist  von  diesem  mnthniasBlicb  nerst  In  »einem  „Eawl  de 
tMraMromttrie  (mm.  de  Par.  1783]  anagesprochen  werden. 

t14.  Der  RtmBlnhftlt  du  ^srflachl.  Da  man  die  Gnindfliebe 
jedes  Tetraeders  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  serlq^^  nnd  die 
Spitse  (172)  senkrecht  über  den  Theilpnnct  der  Baais  der  Gnmd- 
fiäche  bringen  kann,  so  ist  (173)  der  Inhalt  jedes  Tetraeders  gleich 
ein  Drittel  des  Frodnctes  aas  Qmndflfiche  nnd  Höhe,  —  oder  aach 
(160),  wenn  a,  b,  c  drei  in  einer  Ecke  snsammenstoBsende  Kanteo 
desselben  nnd  a,  ß,  y  ihre  Winkel  bcEeichnen, 

V  «  — ^-A  rSin  8 .  Sin  (B  — o) .  Sin  (s  — ^) .  Sin  (b—  /)         1 

wo  2s  =  «-|-(S-t-j'.  —  Jeder  zn  einer  Seitenfl&che  eines  Tetra- 
eders parallele  Schnitt  desselben  ist  (164,  1&7)  ihr  ähnlich,  und 
zerf&llt  dasselbe  in  zwei  Theile,  von  denen  der  «ne  wieder  eis 
Tetraeder  ist,  während  der  andere  ab^Idlrxtea  Tetraeder  hasot, 
nnd  (vergl.  180)  als  Differenz  zweier  Tetraeder  leicht  berechnet 
werden  kann. 

Wlhlt  man  die  von  den  Kanten  b,  e  und  dem  von  ihnen  nlii^iniiMiiiiMra 
Winkel  B  beaümmle  Seite  O  aU  Qmndfllehe,   nnd  beaBlehn«n  B  und  H  da 
an  der  Kante  b  liegenden  Fllohenwinkel  nnd  die  Habe, 

Vsz—-        0=-^ano        Hz=a8inrHBB 
wihrend  nach  IGO :  6 

B[nB—  ^y^^'    Sin(a  — «)  8iB(e-^)  Bin  (»-,) 
Bin  « .  äln  r 
woraus  die  Ponnel  1  eofort  erhalten  wird.  —  Ist  g  fii 
parallel  tu  Q  in  der  HOhe  h  gelUtrter  Sclultt,  «o  hU 


■  .r~    — F^       nnd       H— h  =  ^^,^*_- 
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also  den  Inhalt  des  abgekflcsten  Tetraeders 

GH       g(H^h)_li     QV^-gVI  ^h        ^^ 

Vergleiche  auch  180. 

IW»  Die  Flramide.  Bewegt  sich  eine  Gerade  um  einen  Ponct, 
und  folgt  dabei  irgend  einer  Figur  als  Leitlinie ,  so  umschreibt  sie 
einen  pyramldallsclien  Raum«  Begrenzt  man  letztem  durch 
eine  schneidende  Ebene,  die  sog.  Grundfläche,  so  entsteht  die  nach 
der  Anzahl  ihrer  dreieckigen  Seitenflächen  benannte  Pjrrainldef 
deren  Inhalt  (174)  gleich  dem  Drittel  des  Productes  aus  Grund- 
fläche und  Höhe  ist,  und  die  gerade  heisst,  wenn  ihre  Spitze 
senkrecht  über  dem  Schwerpuncte  der  Basis  steht.  Ist  die  Leitlinie 
eine  krumme  Linie,  so  heisst  die  Pyramide  Kegel  oder  Coniuu  — 
Bezeichnen  g,  h,  s  Grundfläche,  Höhe  und  Seitenfläche  einer  ge- 
raden Pyramide  der  Seitenkante  k,  deren  Grundfläche  ein  regel- 
mässiges n-Eck  der  Seite  2  a  ist,  so  hat  man  (93;  121:1),  wenn. 
9>»180<>:n  ist, 

g  =  n.a?.Ctg9>       h  =  yk2  — a2.C!osec.2ip       s==aVk2  — a«   1 

0  =  ns  +  g  V  =  -^  • 

wo  O  die  aus  Mantel  und  Grundfläche  bestehende  sog.  OberflBeliey 
V  das  Volumen  Yorstellt  —  Hat  eine  Pyramide  ein  Trapez  zur 
Grundfläche,  so  nennt  man  das  durch  die  Spitze  und  die  Mitten 
der  nicht  parallelen  Seiten  der  Ghrundfläche  bestimmte  Dreieck 
Haaptselmltt  derselben.  Die  vier  Ecken  der  Grundfläche  haben 
▼on  dem  fiauptschnitte  gleichen  Abstand,  und  jede  derselben  be- 
stimmt mit  ihm  ein  Tetraeder,  dessen  Inhalt  Vi  der  Pyramide  be- 
trägt; die  ganze  Pyramide  ist  daher  gleich  Vs  ^^  Productes  aus 
Hauptschnitt  und  Eckenabstand. 

Aus  Verbindung  der  Formeln  1  erb&lt  mm  die  nicht  nnlnteresssnte  Be- 
siehnng 

h  =  -jJ^V(n8  +  g)(ns-g)  a 

Der  itlr  180   so    ergiebige  8sts   Aber  die  Trspes- 

Pyramide  ist  von  Stcincr  anfgesteUt  worden,  und 

ergiebt  sieb  leicbt  auf  folgende  Welse:  Ist  2h  die 

Höhe  des  Trapeses,  so  ist  seine  Fläche 

»^    :i      ad  +  bc    ^.         •  «•       ^    ef.h       .        . 
abcd=: -^ .2h  =  ef.2h  =  4. — —  =  4.aef 

also  ist  Pyramide 

g-.abod  =  4.agef=4.-?^j:— ssy.gef.k 

wo  k  den  Abstand  der  Ecke  a  vom  Hauptschnitte  beseiehnet  —  Jede  swei 
ebene  Schnitte  ABC.  und  abc...  einer  Pyramide  heissen  in  Besiehnng 
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auf  die  Spitse  O  deiMlbeii 


spectlviBeh  alla« 


pcf  ycürigch  gelegen;  debei  üOm,  iHe  Mfaoe 
D^eargvee  bemerkt  heben  eoU,  die  Dvitb* 
Bclioittepnnote  aß/.,,  der  enUpiecbenden  Sei- 
ten notbwendig  in  eine  Gerade,  die  Kante  der 
beiden  Schnitte,  —  nnd  nmgekebrt,  wenn  dte 
Dnrcbachnittapnncte  der  ent^recheaden  Bettea 
«weier  Figuren  in  eine  Gerade,  die  aog.  C«lll« 
nenttonMuief  fallen,  ao  mfiaaen  aie  penpee- 
tiviach  liegen  nnd  die  Verblndnngaliniea  der 
entsprechenden  Ecken  aicb  in  Biaem  Pnnele, 
dem  aog.  CollintiMtienncentr— i»  achmideD; 
in  dem  apeclellen  Falle,  wo  Letsterea  m^s 
Unendliche    fUlt,    heiaaen    die    Fignren   per- 


IM»  Der  Kegel.  Bei  einem  geraden  Kegel  der  Höhe  h  und 
des  Radins  r  sind  alle  Seitenkanten  k  =  Vr^  4- 1^  j  sein  ICantel  aber 
iet  gleich  einem  Ereisaasschnitte  des  Radius  k  nnd  des  Bogens  2riK, 
so  dass  (175)  die  Formeln 


V  =  yr2nh 


0  =  (k4-r)rii 
Volumen  und  Oherfläche  zu  berechnen  lehren.  Vergl.  180. 


£a  iat  interessant,  dasa  nach  1,  wenn  swei  Kegel  gleichen  Radina  be- 

aitien,  nnd  bei  dem  einen  die  Kante  nm  dieaea 
Badina  Iftnger  iat  ala  bei  dem  andern,  der  Mantel 
des  Braten  genan  der  Oberfliche  dee  Zweites 
gleich  ist  —  Wird  ein  Kegel  dea  'Vnnkela  « 
in  der  Diatana  d  von  der  Bpitae  nnd  nnter  den 
Winkel  9  aur  Kante  dnrch  eine  Ebene  ge- 
achnltten,  ao  ist  die  entstehende  BchnitOiaie 
oder  der  sog.  Kcgelaehnitt  eine  Linie  sweltca 
Grades.  Blit  HtUfe  der  Fignr  ergeben  sich  nlm- 
lich  offenbar  die  Besiehnngen 

y*=:a.bsr(c-|-n)b     c=3d.81n« 

b:x=Bin9:0osa        n:x^81n(3s — f):Cosa 
nnd  ans  diesen  folgt  sofort 

y«  =  (jd.8in.  + fcosa        )    "0^=^^'  +  ^''  • 


wo 


psdSin^Tgo 


__  Siny.SinPo  — y) 
^—  Co8«a 


womit  die  Behauptung  erwiesen  ist  Vergleicht  man  S  mit  187:9,  so  eigibt 
aieh  im  Fernem,  daaa  der  Kegelschnitt  eine  Bllipae,  Parabel  oder  Hyperbel 
Iat,  je  nachdem  q  negativ,  NnU  oder  poaitiv  wird,  d.  h.  je  nachdem  aua  f 
gresaer,  ^ch  oder  klehier  3  •  macht,  —  nnd  daaa  in  allen  FUsb  p  dea 
Panaeler  bcMichnet  Speciell  iBr  den  Kreia  iat  der  Parameter  g|sleh  der 
iMibea  Axe  oder  q  =  --l,  waa  Ar  ycsSO^-f  «9  d.  h.  Ar  einen  sav  Bvis 
dea  Kegels  parallelen  Schnitt  atatt  hat 
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m«  Dai  PrisnUL  Bewegt  flieh  eine  Gerade  parallel  mit  dich 
selbst,  und  folgt  dabei  irgend  eine  Figur  als  Leitlinie,  so  umschreibt 
sie  einen  prismatischen  Baom  |  parallele  Schnitte  desselben  sind 
(164,  89)  congment,  und  bestimmen  als  Grundflächen  ein  Prisma^ 
das  nach  der  Anzahl  seiner  Seitenflächen,  die  Parallelogramme  sind, 
benannt  wird.  Ist  auch  die  Leitlinie  ein  Parallelogramm,  so  heisst 
das  Prisma  Parallelepipedon  oder  Zellllach,  —  dagegen 
Zjrllnder  oder  Walze  9  wenn  sie  eine  krumme  Linie  ist.  Ein 
gleichseitiges  Zeilflach  wird  Bhomboeder^  —  ein  gleichseitig- 
rechtwinkliges aber  Cabos  oder  Würfel  genannt  —  Ein  drei- 
seitiges Prisma  lässt  sich  durch  zwei  Diagonalebenen  (172)  in  drei 
gleiche  Tetraeder  zerlegen,  und  ist  daher  (174)  gleich  dem  Producte 
aus  Ghrundfläche  und  Höhe,  —  eine  auf  jedes  Prisma  ausdehnbare 
Regel. 

Gewöhnlich  werden  die  Volnmenrechnangen  nicht  mit  dem  Tetraeder, 
sondern  mit  dem  rechtwinkligen  Zeilflache  begonnen;  mir  scheint  jedoch  in 
dem  hier  eingeschlagenen  Wege  ans  analogen  Gründen,  wie  sie  in  62  Ar 

die  neue  Methode  der  Flftohenrechnnng  angeftthrt 
wurden,  ein  Fortschritt  an  liegen.  —  Dass  die  beiden 
Diagonalebenen  ace  nnd  cde  das  dreiseitige  Prisma 
abcdef  in  drei  Tetraeder  zerlegen,  von  denen  sowohl 
e  —  abo  als  e  — aod  mit  dem  dritten  c  — defcs 
e  — cdf  je  gleiche  Grundfläche   nnd  Höhe  haben, 

a^. /...^j^  tSP^^  wohl   auf   den    ersten   Bück    ans    der  FIgnr 

hervor;  ein  mehrseitiges  Prisma  aber  laset  sich 
durch  Diagonalebenen  leicht  in  dreiseitige  Prismen 
serfUlen. 

IVA.  Dir  Zrlinder.  Wird  die  Höhe  h  eines  Zylinders^  durch  die 
Verbindungslinie  der  Mittelpuncte  seiner  Grundflächen  des  Radius  r 
dargestellt,  so  ist  sein  Mantel  gleich  einem  Rechtecke  der  Basis 
2rff  und  Höhe  h,  so  dass  (177)  die  Formeln 

Y^T^nh  0  =  2(r  +  h)rn 

Volumen  und  Oberfläche  zu  berechnen  lehren« 

Es  ist  interessant,  dass,  wenn  swei  Zylinder  gleichen  Radius  beeitsen, 
und  bei  dem  Einen  die  HOhe  um  diesen  Radius  grOaser  ist  als  bei  dem 
Andern,  der  Mantel  des  Ersten  genau  gleich  der  Oberfliche  des  Zweiten 
wird.  ^~  Setit  man  den  Winkel  eines  Kegels  gleich  Null,  so  erhilt  man 
offenbar  einen  Zylinder;  setst  man  aber  in  176  den  Winkel  o  gleich  Null, 
so  wird  nach  S  no4hwendig  q  negativ,  —  also  ist  Jeder  ebene  Zylinderschniit 
eine  Ellipse. 

IW«  Du  Mimoid.  Wird  ein  prismatischer  Raum  durch  irgend 
Ewei  ebene  Schnitte  begrenzt,  so  heisst  der  entstehende  Körper 
Prlsmold«    Ein   dreiseitiges  Frismoid   lässt   sich   durch   zu   den 
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parallelen  Kanten  senkrechte  Schnitte  (Qaerschnitte)  in  ein  Prisma 
und  zwei  Pyramiden  zerlegen,  und  ist  daher  (175,  177)  gleich 
Querschnitt  mal  Mittel  der  parallelen  Kanten. 

Der  Inhalt  eines  mehneltlgen  Priemoida  kann  offenbar  gefoaden  werden, 
indem  man  dasselbe  derch  Diagonalebenen  in  dreiseitige  Prismoide  aerlegt. 

180»  D6r  Obelisk.  Nennt  man  ein  Vielflach  mit  zwei  parallelen 
Orundflächen,  dessen  Seitenflächen  Trapeze  oder  Dreiecke  sind, 
Obelisk,  so  lässt  sich  ein  Obelisk,  indem  man  alle  seine  Ecken 
mit  einem  Puncte  des  in  halber  Höhe  geführten  Querschnittes  ver- 
bindet, nach  dem  Vorgange  von  Steiner  in  zwei  auf  den  Ghrund- 
flächen  stehende  Pyramiden  und  eine  Reihe  von  Trapez-Pyramiden, 
deren  Hauptschnitte  den  Querschnitt  bilden,  zerAlUen,  so  dass  der 
Obelisk  (176)  ein  Sechstel  eines  Prisma's  von  gleicher  Höhe  ist, 
dessen  Ghrundfl&che  aus  den  beiden  Grundflächen  (F,  f)  und  dem 
vierfachen  Querschnitte  (q)  besteht  Ist  (wie  bei  dem  abgekürzten 
Tetraeder)  P  co  q  co  f ,  so  wird  (107) 

^^f  +  2m-fF         ^^        v  =  -|-(f4-VF7-fF)      1 
und  sind  eidlich  F  und  f  Kreise  der  Radien  R  und  r,  so  ist 
q«^(r24.2Rr  +  R«)        und        V  =  ^(ra  +  Rr4-R«)     • 

zu  setzen. 

Mit  welch'   einfachen  Mitteln  Steiner  Schwierigkeiten   in   fiberwindea 

wuBste,  seigt  der  eben  mitgetheilte  Beweia  dee  echelnber 
sehr  complicirten,  meines  Wissens  snerst  in  der  SehiÜI 
^•ppe»  Ein  neuer  Lehrsati  der  Stereometrie.  lesen 
1S48  in  8.**  gegebenen  Saties  vom  ObeUaken.  —  Wenn 
F  CO  q  CO  f ,  so  hat  man  nach  107 ,  wenn  a  nnd  b  homo- 
loge Seiten  von  F  und  f  sind, 

und  somit 

woraus  der  obige  Werth  von  q  fQr  das  abgekftrste  Tetraeder  hervorgeht, 
und  damit  die  mit  174  :  2  Obereinstimmende  Formel  1,  ans  der  3  ohne 
Schwierigkeit  folgt 

XVni.  Das  eeitrische  Vielfluh  uid  die  KigeL 

181«  Der  Iller*nhe  Bali.  Bezeichnet  k  die  Anzahl  der  Kanten 
eines  Polyeders ,  f.  die  Anzahl  der  unter  seinen  Flächen  Tor- 
kommenden  n-Ecke  und  e.  die  Anzahl  seiner  n -kantigen  Ecken, 
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80  ist  offenbar 

3f,  4-4f4  +  6f5  4-...  =  2k  «Se, -+464  +  665  ■+•..         1 

Ein  Polyeder,  das  von  keiner  seiner  Flächen  geschnitten  wird,  oder 

das  man  auf  jede  seiner  Flächen  legen  kann,  dessen  Flächen  also 

sämmtlich  der  Form  (0,1)  angehören,  heisst  convex*   Denkt  man 

sich  ein   solches   Polyeder  von   k  Kanten   und   e  Ecken,    dessen 

f  Flächen  die  Seitenzahlen  m,  n,...  haben,  auf  eine  Ebene  pro- 

jicirt,    so  werden  die  Projeetionen   gewisser  Kanten   eine  Contour 

von  e'  Ecken  bilden,  zwischen  welcher  zwei  Netze  von  Vielecken 

(ein  oberes  mit  e''  innem  Ecken  und  ein  unteres  mit  ef*'  innem 

Ecken)  liegen.    Die  Summe  aller  Elantenwinkel  des  Polyeders  ist 

nun  (80) 

2(m— 2)R  +  2(n— 2)R  +  ...  =  4(k— f)R 

die  der  sämmtlichen  Winkel  der  Projection  aber 

[2(e'— 2)R  +  4e"R]  +  [2(e'— 2)R  +  4e'"R]«4(c— 2)R 

und  diese  beiden  Summen  müssen  gleich  sein,  da  jedes  n-Eck  des 

Polyeders  auch  in  der  Projection   als   n-Eck   erscheint.    Man  hat 

daher 

k  — f=e  — 2         oder         e  +  f«k  +  2  S 

d.  h.  den  sog.  Euler'schen  Satz.  —  Für  ein  Polyeder,  in  welchem 

alle  Flächen  x-seitig,  alle  Ecken  aber  y-kantig  sind,  hat  man  nach 

1  und  2 

x.f=2k  =  y.e  e  +  f«=k  +  2 

woraus 

,        2xy       r      4y  4x  0/     ,     n  m 

k=s ^      f« — ^      e» wo      m  =  2(x  +  y)  — xy   S 

m  m  m  \     ^  jj         j 

folgen.  Da  jede  Fläche  mindestens  dreiseitig  und  jede  Ecke  minde- 
stens dreikantig  sein  muss,  so  kann  man  x  =  3+a  und  yss3+/9 

setzen,  wofür 

m«3  — («  +  /»)  — a/J  4 

wird.  Da  nur  solche  Werthe  von  o,  /?,  m  zulässig  sind,  welche 
fOr  X,  y,  k,  f,  e  ganze  und  positive  Werthe  ergeben,  so  können 
nur  folgende  der  obigen  Bedingung  genügende  Polyeder  existiren: 
Tetraeder,  Octaeder  und  Ikosaeder  aus  Dreiecken,  Hexaeder  aus 
Vierecken  und  Dodekaeder  aus  Fünfecken. 

Da  nach  den  im  Texte  abgeleiteten  Besiehnngen 


ess—  f— — 


•o  folgt  lofort  nach  3 


UL  +  Ü.^^^,  ^^^  ^^  Sxy 


y     '     X  '  2x  +  2y  — xy 
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oder  5.  —  Nach  8  und  4  erhUt  man  folgende  siuaiiiineiigehMge  Wertte  i 


o 

ß 

m 

X 

y 

k 

f 

e 

0 

0 

8 

8 

8 

6 

4 

4 

Tetraeder 

0 

1 

3 

8 

4 

12 

8 

6 

Octaeder 

0 

s 

1 

8 

6 

80 

20 

12 

Icoeaeder 

0 

8 

0 

8 

6 

oo 

oo 

oo 

1 

0 

2 

4 

8 

12 

6 

8 

Hexaeder 

1 

1 

0 

4 

4 

oo 

00 

00 

s 

0 

1 

6 

8 

80 

12 

20 

Dodecaeder 

a 

0 

0 

6 

8 

oo 

00 

oo 

und  ea  geht  hieraiia  eineraelta  die  Richtigkeit  der  am  SohlntBe  des  Tniee 
antiKeateUten  Behauptungen  hervor,  und  anderaeito  seigt  aiob,  daaa  man  etee 
Bhene  auf  drei  Arten  mit  regelmlssigen  Figuren  auafUlen  oder  auf  drei  Arten 
lu  dem  regelmlssigen  Unendlichflach  (der  Kugel)  Übergehen  kann.  —  Der 
obige  aehOne,  allerdings  von  Anton  Maller  (Seckenhelm  1799  —  Zürieh  1860; 
Professor  der  Mathematik  in  Heidelberg  und  ZUrich,  sowie  Erflnder  der 
Oauchen-Polygone) ,  in  seinem  Schrifbchen  ,,Zur  Polyedrometrie.  Heidelberg 
1887  in  8.**  als  »windig  und  werthlos^  bexeichnete  Beweis  des,  nach  den  1800 
von  Foucher  publicirten  „Oeuvres  in^dites  de  Deeeuiee  (Vol.  2,  pag^214)« 
schon  diesem  Utem  Geometer  bekannten,  aber  erst  1762  durch 
(s.  Nov.  Comment  Petrop.  4)  OffentUch  ausgesprochenen  und  so  anoh 
ihm  benannten  8atses  rtthrt  von  Stelner  (s.  Grelle  1)  her. 

18t.  Did  regelmlssigen  Polyeder.  Ein  Vielflach  kann  nach  den 
Ecken,  Kanten  oder  Seiten  centriach  sein.  Ist  es  centlisch  nach 
den  Ecken,  so  ist  (166)  auch  jede  seiner  Flächen  centrisch  nach 
den  Ecken;  ist  es  centrisch  nach  den  Elanten,  so  ist  (158)  jede 
seiner  Flftchen  centrisch  nach  den  Seiten;  ist  es  centrisch  nach  den 
Seiten,  so  stehen  (158,  91)  die  Projectionen  seines  Centnuns  auf 
zwei  Nebenseiten  von  der  Elante  dieser  Seiten  gleich  weit  ab|  und 
jede  durch  den  Mittelptinct  und  eine  Kante  gelegte  Ebene  halbirt 
(159)  den  Vielflachwinkel  an  dieser  Kante,  während  (175)  der  Inhah 
gleich  ein  Drittel  des  Productes  ans  Oberfläche  und  Apothema  ist 
Wenn  endlich,  was  aber  nach  181  nur  bei  fünf  Vielflachen  möglich, 
derselbe  Punct  in  allen  drei  Beziehungen  Centrum,  oder  das  Viel* 
flach  €eBtrlB€b  ist,  so  hat  es  gleiche  Kanten,  Seiten  und  Y^nkel, 
oder  ist  reKelmXsalg*  —  Smd  (s.  Fig.)  b  d  =  2  s  und  g  Kante 
und  Centrum  eines  centrischen  Körpers,  e  und  f  die  Mittelpuncte 
der  an  bd  stossenden  n-£cke,  m  die  Anzahl  der  an  einer  Ecke 
Eusammentreffenden  Flächen,  so  hat  man  (159,  169) 


180 


Sin 


p,     180  ^.    180 

Cos  —  :Sm — ^ 

m  n  ^ 


Cos 


9 


o.    180  ^    180 


m 
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und 


A=cf.Tg-J==8.Ctg^.Tg^ 

a  =  A .  Coeec  "ö"  ="  *  •  ^*S •  ^^  "2^ 

r  =  A.Secip  =  8.Tg-?;^.Tg  ^ 


S 


m        ^2 

wo  A  das  Apothema  der  Seiten,  a  dasjenige  der  Kanten,  nnd  r 
den  Radius  bezeichnet. 

Den  Namen  Vielflacb  (n-Flach)  statt  Polyeder  an  gebrauchen,  schlug 

Ich  vor  Tielen  Jahren  vor,  und  pnblieirte  dann  etwas 

sp&ter    eine   Note   „Ueber   das    centrische   Vielflacb 

(Bern.  Mitth.  1847,  pag.  93— 94)<',  in  der  die  meUten 

der  oben  aufgeftthrten  GrundeigeDsebaften  dieser  merk- 

würdigen  Körper  aasgesprochen  wurden.  —  Dreht  man 

die  Ebene  fbg  um  bg,  bis  sie  mit  dbg,  ebg,  etc. 

und  Buletat  wieder  mit  fgb  susammenfilU,  so  ist  die 

Bunime  aller  2  m  hiefttr  nöthigen  gleichen  EinaeUDrehungen  860®,  also  s.  B. 

^fbgd  =  180»:m,  w&hrend  ^bfgc=:a  und  /.bcgfc=90*  ist   Wendet 

man  daher  auf  das  Raumdreieck  g-— bef  die  Formen  169:8',  2"  an,  so 

erhUt   man   ohne   weiteres   die  Formeln   1,   mit  deren   Hülfe   2-^4   ohne 

Schwierigkeit  erhalten  werden.  8etst  man  2  s  =  1 ,  so  erhUt  man  nach  diesen 

Formeln  fBr  das 


m 

n 

w 

9 

A 

a 

r 

Tetraeder 

Octaeder 

Icosaeder 

Hexaeder 

Dodecaeder 

8 

4 
6 
8 
3 

8 
8 
8 

4 
5 

70* 81 '44" 
109  28  16 
188  11  23 

90  0  0 
116  33  54 

70»  81' 44" 
54  44  8 
87  22  88 
54  44  8 
87  22  88 

0,204124 
0,408248 
0,755761 
0,500000 
1,118616 

0,858558 
0,500000 
0,809016 
0,707107 
1,809017 

0,612372 
0,707107 
0,951056 
0,866025 
1,401258 

wo  A  den  Radius  der  eingeschriebenen,  r  deqjenigen  der  umgeschriebenen 
Kugel  darstellt 

MB»  Die  KageL  Der  räumliche  Ort  eines  Punctes,  der  von 
einem  bestimmten  Puncte  (Centrum)  einen  unveränderlichen  Abstand 
(Radius)  hat,  heisst  KogelflBche^  —  der  von  der  Eugelääche 
begrenzte,  gewissennassen  ein  regelmässiges  Unendlichflach  dar- 
stellende Körper  Kogel»  —  Steht  eine  Ebene  von  dem  Kugel- 
eentmm  um  den  Radius  ab,  so  hat  sie  (156)  nur  Einen  Punct  mit 
der  Kugel  gemein,  und  heisst  taiiffirend  in  diesem  Puncte.  Ist 
der  Abstand  der  Ebene  kleiner,  so  schneidet  sie  die  KugeMäche 
(156)  in  einer  EreisliniQ,  deren  Centrum  mit  der  Projection  des 
Kugelcentrums  auf  die  Schnittebene  zusammenflSllt ,  und  deren 
Radius  um  so  grösser  ist,  je  mehr  sich  der  Schnitt  dem  Kugel- 
centrum  nähert  Schnitten  durch  das  Centrum  entsprechen  grösste 
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Kreise;  sie  heissen  Haaptkrelse^  und  halbiren  sich  in  Folge  emea 
gemeinBchaftlichen  DnrclimeBserB  gegenseitig. 


8peeiell  für  die  Iiehre  von  der  Engel  iet  s.  B.  „ChriBtoph 
(Winnebnrg  bei  Hildesbeim  1798  —  Hflneter  1862;  Professor  der  Mathemmtit  n 
Mttnster),  Lebrbncb  der  nledem  Spb&rik.  Münster  1886  in  8.<^  in  veiiB^elcheB. 

184«  Fol  Ud  Polarkreil.  Die  Endpnncte  des  zn  einem  Kngel- 
kreise  senkrechten  Engeldurchmessers  stehen  (156)  von  allen  Ponc- 
ten  desselben  gleich  weit,  bei  einem  Hauptkreise  um  90®  ab;  sie 
heissen  Pole  des  Ejreises,  —  die  Kreise  yon  gemeinschaftlichen 
Polen  Parallelkrelse^  —  der  zu  ihnen  gehörende  Hauptkrets 
Polarkreis  (Equator).  —  Steht  ein  Punct  der  Kugelfläche  yob 
zwei  andern  Puncten  derselben  um  90®  ab,  so  ist  er  (156)  Pol  des 
sie  yerbindenden  Hauptkreisbogens,  und  umgekehrt  misst  dieser 
(159)  den  Winkel  am  Pole. 

Diese  8&tse,  welche  wohl  keiner  einlftssUohem  Beweise  bedürfen,  enU 
hslten  die  Hanptgnindlsgen  fftr  direcie  Constmctionen  auf  der  Kngelllleiie. 

IM.  Die  8lldin*tell0  HegoL  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eme 
ihrer  Geraden  als  Axe,  so  beschreibt  jede  in  der  Ebene  liegende 
Gerade  1  (s.  Fig.  1  und  176)  eine  Fläche 

y^  2R^(^l  +  x)  _lyjL^^(R^,)i^2d^,l„2an.p  1 

Bilden  die  Geraden  1|  I2  Ij . . .  eihe  ebene  gebrochene  Linie ,  und 
bezeichnen  gigsgs...  die  Abstände  ihrer  einzelnen  Schwerpuncte 
von  einer  in  der  Ebene  liegenden  Drehaxe,  g  aber  den  Abata&d 
des  Schwerpunctes  der  ganzen  Linie  von  derselben  Axe,  ao  entsteht 
somit  (133)  die  Rotationsfläche 

d.  h.  man  erhält,  wenn  die  gebrochene  Linie  in  eine  Curre  über- 
geht, die  sog.  Ghüdin'sche  Regel:  Die  von  einer,  um  eine  Axe  ihrer 
Ebene  rotirenden  Curve  beschriebene  Fläche  ist  gleich  der  Länge 
der  Curve  multiplicirt  mit  dem  Wege  ihres  Schwerpunctes.  —  Be- 
zeichnen (X|7|),  (X|7|)  und  (Xs7s)  die  Coordinaten  der  auf  eine 
Drehaxe  ihrer  Ebene  bezogenen  Ecken  eines  Dreieckes  der  Fläche 
F,  G  den  Abstand  des  Schwerpunctes  von  der  Drehaxe,  und  V 
das  von  dem  Dreiecke  bei  einer  Rotation  beschriebene  Volumen, 
so  hat  man  (132,  133,  180) 
P^7t(^8— »i)  +  y2(xt— X8)  +  y3(x,— Xj)'      (j_ri±fi±Z»f 

V  =  4r^,^^!t^<t^^y'!^-^>!'^l  =  2Qn.F     4 


3     +(yi^  +  y,«  +  y,y,)  (x,-x,)- 
L-(yi*+y,*+yiy,)  (x,-xt)     J 
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Ui 


d.  h.  das  Voinmen  ist  gleich  der  beschreibenden  Fläche  multiplicirt 
■lit  dem  Wege  ihres  Schwerpunctes,  —  ein  Satz,  der  sich  leicht  auf 
jede  rotirende  Figur  ausdehnen  lässt. 

Eliminirt  man  mit  Hülfe  der  Proportionen 

x:l  =  r:R  — r  x+l:l  =  R:R  — r 

z  und  x-|-l  ans  dem  ersten  Ausdrucke  1,  so  erh&lt  man  sofort  den  zweiten; 

entspricht  femer  d  der  Mitte  von  1  und  ist  a  J_  1,  so 


hat  man 


R  +  r 
2 


d:a  =  p:l 


XI    X3     X» 


und  damit  die  swei  folgenden  Ausdrfloke,  aus  deren 

Ersterm  2  leicht  folgt,  w&hrend  der  Letatere  in  1S6 

Verwendung  findet  —  Die  Formeln  8  sind  unmittelbar  182:6  und  138  ent-> 

nommen ;  die  erste  Formel  4  aber  sagt,  in  Anwendung 
von  ISO: 2,  dass  das  von  F  beschriebene  Voinmen 
erhalten  werde,  wenn  man  von  der  Summe  der  durch 
yi  y,  und  y,  yi  gebildeten  abgekfirsten  Kegel  den  von 
yiTt  gebildeten  wegnehme,  —  und  die  zweite  Formel 
4  geht  aus  der  ersten  mit  HQlfe  von  3  durch  einfache 
Umsetsung  hervor.  —  Cioldlii»  nach  dem  die  oben 
ausgesprochene,  Übrigens  schon  in  den  Sammlungen  von  PappttS  vor- 
kommende Doppelregel  für  Rotatlonsflichen  und  Rotationskörper  gewöhnlich 
benannt  wird,  publicirte  dieselbe  in  seinem  gesch&tcten  Werke  „De  eentro 
graviUtis  libri  IV.   Vienn»  1685-- 1640  in  4.» 

iStt»  KageloberfllGhe,  Zone  und  lOndehen.  Dreht  sich  ein  Stück 

eines  centrischen  Vielecks  um  eine  durch  den  Mittelpunct  gehende 
Qerade  seiner  Ebene,  so  ist  (185)  die  beschriebene  Fläche  gleich 
dem  Producte  der  Projection  des  beschreibenden  Zuges  auf  die 
Drehaxe  in  den  Umfang  eines  Kreises,  dessen  Radius  gleich  dem 
Apothema  des  Vielecks  ist.  —  Nennt  man  somit  einen  zwischen 
zwei  Parallelkreisen  enthaltenen  Theil  der  Eugelfläche  Kuffelzane^ 
so  ist  die  Fläche  einer  Kugelzone  gleich  dem  Producte  aus  der 
Peripherie  eines  Hauptkreises  in  die  Höhe  der  Zone.  —  Setzt  mau 
die  Höhe  der  Zone  gleich  2r,  so  ergibt  sich  für  die  ganze  Kugel* 
Oberfläche  Ar^n-  —  Die  Fläche  eines  von  zwei  Hauptkreisen  be- 
grenzten Theiles  der  Kugeloberfläche,  eines  sog.  llfSndcben'Sy 
verhält  sich  (184)  zur  Kugeloberfläche  wie  sein  Winkel  zur  Um- 
drehung. 

Unter  Höhe  der  Zone  Ist  der  Abstand  der  Ebenen  der  Parallelkreise  cti 
▼erstehen,  -~  niebt  etwa  das  iwiscben  den  ParaUelkreisen  liegende  Bt&ck 
eines  dnrcb  ihre  Pole  gefttbrten  Hanptkreiaes. 

m,  KageUokalt,  Abiehnitt  and  AauchBitt  Der  Inhalt  einer 

Kugel  des  Radius  r  ist  (182,  186)  gleich  yr^^.  Haben  somit  ein 
Zylinder,  ein  Kegel  und  eine  Kugel  2  r  zu  Höhe  und  Durchmesseri 
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80  isti  wie  schon  Arcfaimedes  lehrte ,  der  erstere  gleich  der  Samme 
der  beiden  letztem.  —  Bezeichnet  h  die  Höhe  eines  Kugelabschnittes, 
J  seinen  Inhalt,  und  V  den  Inhalt  des  entsprechenden  Kugelaus- 
schnittes, 80  ist  (186,  182,  176) 

V  =  2r«h.y  =-|^r2«h  1 

J  =  V  — [r^  — (r-h)2]^^^^  =  hMr  — y)^  1 

und  der  Inhalt  eines  zwischen  zwei  Parallelkreisen  enthaltenen 
Kugelstückes  lässt  sich  als  Differenz  zweier  Kugelabschnitte  dar- 
stellen. 

Die  Formeln  1   ond  2  bedürfen  wohl  keiner  weitem  Ableitung;   dagegen 

mag  noch  gezeigt  werden,  dass  der  von  ArchlBiedes 
gefundene  und  auf  seinem  Grabsteine  abgebildete 
Satz  auch  direct  bewiesen  werden  kann:  lat  nlmlich 
ad  II  of,  so  hat  man 

a  d*  =  o  c*  =  o  a'  +  a  c*  ^  a  b*  +  a  c* 

also  auch 

a  d* .  ?r  =:  a  b* . «  +  a  c* .  j» 

If  Hat  daher  um  oe  eine  Umdrehung  statt,  so  ist  der 
von  irgend  einem  ad  beschriebene  Kreis  genau  so 
gross  als  die  Summe  der  von  den  entsprechenden  ab  und  ac  beschriebereB 
Kreise,  —  also  auch  der  von  allen  ad,  d.  h.  von  oegf,  beschriebene 
Zylinder  gleich  dem  von  o  e  g  beschriebenen  Kegel  mehr  der  durch  o  e  c  f 
beschriebenen  Halbkugel,  woraus  durch  Verdopplung  der  Archimedische  Sati 
hervorgeht  Bezeichnet  man  daher  mit  x  den  Inhalt  und  mit  y  die  Oberfllebe 
der  Kugel,  so  hat  man  nach  176,  178  und  182 

x  =  r«Ä.2r  — r«if.2r:3=:V,  r«» 

X  =  Vj  y .  r  oder  y  =  8x:r=r4r*jf 

80  dass  man  auf  diese  Weise  Inhalt  und  Oberfliche  der  Kugel    berechnen 
kann ,  ohne  sich  auf  165  — 186  zu  stfltzen. 

188«  Das  Kngeldreieck.  Verbindet  man  drei  Pancte  der  Kugel- 
fläche  theils  mit  dem  Mittelpuncte,  theils  paarweise  durch  Hanpt- 
kreise,  so  entstehen  gleichzeitig  ein  Dreikant  und  ein  sog.  Kugel- 
dreieck oder  aphSrlacbes  Dreieck,  deren  Seiten  und  Winkel 
gleiches  Maass  haben.  Es  gehen  somit  die  Elemente  des  Kugel- 
dreiecks  alle  für  das  Dreikant  ausgesprochenen  Beziehungen  ein; 
sind  jedoch  seine  Seiten  a,  b,  c  in  Länge  gegeben,  so  hat  nun 
(vergl.  189)  sie  vor  Einführung  in  die  Formeln  auf  Winkel  zu 
reduciren.  —  Die  den  drei  Winkeln  A,  B,  C  eines  sphärischen 
Dreiecks  der  Fläche  F  entsprechenden  Möndchen  übertreffen,  di 
Kugelgegendreicckc  (wie  ABC  und  DEG,  s.  Fig.)  offenbar  gleiche 
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Fläche  haben,  die  halbe  Kugel  um  2  F,  d.  h.  man  hat  (186) 

oder,  wenn  e  den  halben  Excess  bezeichnet, 

F  =  -~^.r«^  =  2.e''.r2.Sinl". 

Dass  Kngelgegendreiecke  gleiche  Seiten  und  gleiche  Winkel  haben,   ist 

kaum   nOihlg  eu  beweisen,  —  für   ihre  Gleichheit   dagegen  mag  folgender 

Beweis  mitgetheUt  Verden,  welchen  Legendre  ohne 
n&here  Bezeichnung  der  Quelle  in  seine  Geometrie  auf- 
genommen hat:  Zieht  man  einen  Durchmesser  PP',  der 
senkrecht  au  der  Ebene  der  drei  Puncto  A,  B,  C  steht, 
und  sie  x.  B.  in  Q  schneidet,  so  steht  Q  nach  166  von 
A,  B,  C  gleich  weit  ab,  also  sind  auch  die  Bogenabst&nde 
PA  =  PB  =  PC  =  P'D  =  P'E  =  P'0;  da  sich  nun  jede 

iwei  gleichschenkligen  sphärischen  Gegendreiecke  offenbar  sur  Deckung  bringen 

lassen,  also  gleich  sind,  so  hat  man 

ABC  =  APB  +  BPC  +  CPA  =  DP'E  +  EP'G+GP'D  =  DEO 

w.  s.  b.  w> 

189«  Dar  Legandre^tcha  Satx.  Sind  die  Seiten  a,  b,  c  eines 
Kogeldreieckes  in  Länge  ausgedrückt  (188),  und  im  Verhältnisse 
zum  Radius  r  so  klein,  dass  man  die  fünften  und  hohem  Potenzen 
dieser  Verhältnisse  vernachlässigen  darf,  so  erhält  man  (160,  50) 

p  A  b^  +  c«  — a«  ,  a*  +  b*4-c*  — 2(a2b'^-ha2c2  +  b2c2)  . 
^'^"         2b^ ^ 24b7i^  ^ 

Bezeichnet  man  daher  die  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  der  Seiten 
a,  b,  c  mit  A^,  B',  C  und  setzt  angenähert  seine  Fläche  f  der 
Fläche  des  sphärischen  Dreieckes  gleich,  so  hat  man  (104:6; 
105:2;  188) 

CosA^CosA^—  ^Kf^^^K^'  ^CosA^  — -|-eSinA\Sinr^  S 

24  b  c  r*  3 

Setzt  man  A^s  A'  +  x,  so  wird  für  ein  kleines  z 

Cos  A  =  Cos  A'  — xSin  A'.  Sin  1''        oder        x  =  -^ 

o 

und  man  hat  daher  die  Beziehung 

A'-A-^g«  S 

in  welcher  der  sog.  Legendre'sche  Satz  besteht,  nach  welchem  somit 
em  kleines  sphärisches  Dreieck,  nachdem  man  von  jedem  Winkel 
Vs  des  Ezcesses  abgezogen  hat,  wie  ein  ebenes  Dreieck  behandelt 
werden  kann. 

16« 
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Zunichst  hat  man  nach  160  :  4  und  50  c  6 

Cos Cos «— .  Cos  — 

Co.A  = '  L  = 

Sin  --- .  Sin  ~ 
r  r 

_,  2r«^24r*        V         2r«^24rV\         2r«'^24r</ 

""  /b  b»  \   /c  c»  \ 

\T       6r»/  \r        6r«/ 
b«  +  et-^a«        a*  — b^  — c*  — 6b«c« 
2  r«  "^  24  r* 


bc  /   ^  b*  4-  c»  \ 
r»   \  6r»     ; 

^  "J — iiT   I 

multipUcirt,  dabei  wieder  die  fünften  und  hohem  Potensen  wegwerfend.  Dt 
nun  nach  104:6;  105:2  und  188 

2  b  c  4  b*  c* 

,      bcSinA'       „     ,„.    ,,,         ,            4b«c«8ln«A'        3e8inA«8iBl" 
f= =  2er«Binl-        also  24  bor«       = 8 

so  geht  aas  1  sofort  2  hervor,  worans  sodann  8  ohne  Schwierigkeit  folgt  — 
Legendre  gab  seinen  8ats  suerst  1787  in  der  878  cltirten  Schrift,  nod 
Baeyer  theilt  in  der  ebendaselbst  erw&hnten  Schrift  mit,  dass  Friedrich  Wilhelm 
Beflsel  (Minden  1784  --  Königsberg  1846;  erst  Handelslehrling,  dann  In- 
■peotor  der  Schröter'schen  Sternwarte  su  LUienthal,  xnleiit  Professor  der 
Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  an  Königsberg;  vergl.  Elncke,  Oe- 
d&chtnissrede  auf  Bessel,  Berlin  1846  in  4.,  —  Dnr^,  Bessere  Leben  ood 
Wirken,  ZOrich  1861  in  8.)  3  durch  die  genauere  Formel 

A'  =  A— ^— ^^[2CtgA'-CtgB'-.CtgC'l  4 

ersetst  habe;  jedoch  gebe  das  neue  Correctionsglied  noch  nicht  0",01  ass, 
wenn  die  Seiten  nicht  Aber  25  Heilen  betragen.  —  Sind  die  Seiten  einet 
Kugeldreieokes  so  klein,  dass  schon  die  dritten  Potensen  ▼emachllsslgt  werden 
dflrfen,  so  rednclren  sich,  wie  sehr  leicht  nachgewiesen  werden  kann,  die 
Formeln  der  sph&rischen  Trigonometrie  unmittelbar  auf  diejenigen  der  ebenf  n 
Trigonometrie.  Weniger  bekannt  scheint  es  xu  sein,  dass  sich  14M):S  aoch 
strenge  auf  eine  104:4  entsprechende  Form  bringen  liest,  indem  am  160:3 

Sin<C=  V,  (1*— Cosc)  =  Vt[l  — CoBaCosb  — SinaSinbCosC] 

=  Vt  [1— (Cos<a-*8in*a)  (Cos<b— 8in*b)  — 46inaCosaSin6CoslCo8C] 
=5  (Sin  a  Cos  b)*  +  (Cos  a  Sin  b}*  — 2  (Sin  a  Cos  6)  (Cos  a  Sin  b)  Cos  C      S 

folgt,  —  eine  Besiehung,  welche  ttberdiess  in  190  gute  Dienste  leisten  wird. 

190«  Weitere  Utxe.  Im  sphärischen  Dreiecke  liegt  einer  gleichen 
oder  grossem  Seite  auch  ein  gleicher  oder  grösserer  Winkel  gegen- 
über,  —  nnd  umgekehrt  —  Die  Hauptkreise^  welche  die  Seiten 
eines  sphärischen  Dreiecks  normal  halbiren,  oder  welche  durch  die 
fk^ken  normal  zu  den  Gegenseiten  gesogen  werden ,  oder  welche 
seine  Winkel  halbiren,  schneiden  sich  je  in  Einem  Poncte,  dem 


«^  Jkm  oentrlsolie  VletflAcli  und  die  Kugel.  -^ 
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Centmm  der  Ecken,  dem  Höhenpnneie  und  dem  Centram  der  Seiten. 

—  Jede  BphäriBche  Transversale  schneidet  die  Seiten  eines  sphäri- 
schen Dreieckes  oder  ihre  Verlängerungen  so,  dass  die  Producte 
der  Sinus  der  nicht  an  einander  liegenden  Abschnitte  gleich  werden, 

—  Die  Spitzen  aller  sphärischen  Dreiecke,  welche  eine  gemein- 
schaftliche Basis  und  gleiche  Winkelsumme  oder  Fläche  haben, 
liegen  auf  einem  durch  die  Gegenpuncte  der  Basisenden  gehenden, 
dem  sog.  Lexeil'sehen  Kreise« 

Die  ErBieren  der  im  Texte  auegeBprochenen  8&ize  iMsen  sich  b.  B.  mit 
Hfilfe  der  trigonometrischeii  BesiehuDgen  leicht  erweifien,  —  die  Zweiten 
durch  Ueberirag  der  entsprechenden  S&tie  am  ebenen  Dreiecke  mit  Benntanng 
des  leicht  su  erhaltenden  Satces,  dasB  in  einem  glelchBchenkligen  Dreiecke 
jede  dnrch  die  Bpitse  gesogene  Gerade  die  Baals  und  den  Winkel  an  der 
Bpitie  80  theilt,  dasB  die  Abschnitte  der  Basis  sich  wie  die  Sinns  der  Winkel- 

Theile  verhalten.  80  x.  B.  erhält  man  nach 
dem  eben  erwähnten  Httlfssatae  die  Propor- 
tionen 

ad':d'b=:8inad:8lndb 
b  e' :  e'  c  =  8in  b  e  :  Bin  e  6 
cf':f'a  =  8incf  :8infa 

also  durch  Mnltiplication 

ad^.be^.cT  _,  8in  ad .  Binbe  .  Sinef 
d'b.e'c.f'a  ~~  Sin  db .  Sin  e  c  .  Sin  f  a 


//..'''* 


^'ir> 


0 


Da  nun  nach  100  das  erstere  VerhUtniss  gleich  der  Einheit  ist,  so  mnsa 
anoh  das  zweite  gleich  derselben  sein,  oder  also  der  im  Texte  ausgesprochene 
Transversalensata  bestehen.  —  Um  femer  den  von  Lezell  in  seiner  Abhaad- 
Inng  ^Bolutio  problemaiis  geometrici  ex  doctrina  sphiBricorum   (Nova  Acta 

Petrop.  6)^  mitgethellten  und  seither  nach  ihm 
benannten  Sata  nachauweisen,  mag  folgendes, 
Etegendre  (Göom^trie,  6  ed.,  pag.  821)  nach- 
gebildetes Verfahren  angewandt  werden:  Be- 
leichnet  P  den  Pol  der  Seite  AB,  so  dass 
P  E  den  Bogen  A  B  unter  rechtem  Winkel 
halbirt,  und  PCD  in  D  seine  Verlingerung 
ebenfalls  unter  rechtem  Winkel  trifft,  so  hat 
man  nach  169 

Cos  a  =  Cos  q .  Cos  (p  — -  c) 
Cos  b  =r  Cos  q  .  Cos  (p  +  0 
Sin  q  =  Bin  a .  Bin  B 

und  daher  nach  167 : 6 


Ctgess 


1  +  Cos  a  +  Cos  b  +  CoB  c  ^__ 
Sin  a .  Sin  b .  Sin  C  " 

1  +  Cos  q .  Cos  (p  —  c)  +  Cos  q .  Cos  (p  +  c)  +  a  Cos»  c 

Sin a .  Sin  c.  Sin  B 
Cos  q .  Cos  p  4-  Cos  c 
Sinq.Sinc 


—  1 
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Ist  aber  K  eia  Pnnet  anf  EP,  der  vob  P  und  0  die  Distanxeii  x  md  y  hat, 
ao  ergibt  sich  nach  160:2  mit  Bfilfe  von  1 

CoB  y  =  8in  q .  Cos  x  —  Cos  q .  6in  x .  Cos  p  =: 

=r6inq.  Cos X  ~  8in X  (Ctg e .  Sin  q.  Sin c  —  Cos  c) 
=:  Sin  X .  Cos  c  +  Sin  q  (Cos  x  —  Sin  x .  Ctg  e .  Sin  c) 
,  und  bestlnunt  man  daher  x  durch 

Ctgx  =  Ctge.Sinc  so  wird  CosysSinx.Cosc  • 

Es  sind  daher  x  und  y  bei  gleicher  Basis  (c)  und  gieicher  (e  proportionaler) 
Fliehe  unveränderlich,  und  wenn  man  daher  von  K  aus  mit  y  einen  Kreis 
FO  beschreibt,  so  haben  alle  Dreiecke  der  Basis  AB,  deren  Spitxen  auf 
diesem  Kreise  liegen,  gleiche  Fläche,  —  und  dieser  Kreis  geht  auch  durch 
die  Gegenpuncte   A'  und  B'  von  A  und  B,   da  Cos  z  =  Sin  x  .  Cos  c  oder 

z  =  y  ist.  —  Beseiehnet  r  den  sphiriscben 
Radius  des  Dreieckes  ABC,  so  hat  man 
nach  160:2 

Ctgr^Ctgh.Cosf  =  Ctgc.Cos(A  — f)  S 

ond  aus  Vergleichung  der  beiden  Werthe  er- 
hält man 

_  Ctgh  — Ctgc.CosA 

^^"  Ctgc.SinA 

oder  mit  Benutsang  von  189:5 

1  Ctg  c .  Sin  A 


CoB«  = 


VTl-  Tg*  9        VCtg*  h  -h  Ctg»  c  —  2  Ct^  b .  Ctg  c .  Cos  A 
Sin  5 .  Cos  c .  Sin  A 


""  Sina 

also  durch  Substitution  in  3 

^.            Cos  h .  Cos  c .  Sin  A 
Ctg  r  = -^ 

^  Sino 

womit  167:3  zu  vergleichen. 


XIX.  Die  asalytiselie  Geometrie  im  Raine. 

191«  Dia  RaHncoordinatoD.  Die  Lage  eines  Punctes  m  im 
Räume  wird  (b.  Fig.)  analog  wie  in  der  Ebene  durch  rechtwinklige 
Coordinaten  (x,  y,  z),  von  denen  x  noch  Abscisse  und  y  Ordinate, 
z  aber  Applikate  heissen  mag,  —  oder  durch  den  Radius  Vector 
(r)  und  die  von  ihm  gebildeten  Winkel  (a,  /?,  y)  oder  (v,  w)  ge- 
geben, welche  durch  die  Beziehungen 

X  =  r  .  Cos  a  7  =  ^ .  Cos  ß  z  =  r  Co«  y  1 

=  r .  Cos  V .  Cos  w  =  r  Cos  v .  Sin  w  =  r  Sin  v  t 

Cos«  a  4- Cos« /9  +  Cos2  y  =  1  r^^x^  +  y'-^-j-z«  I 

zusammenhängen,  während  nach 
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die  Distanz  zweier  Puncte  (X|  ji  Z|)  und  (x^  72  ^2)  berechnet 
werden  kann. 

Die  Aufstelliing  der  Fonneln  1 — 4  bedarf  kaum  nftherer  Erläuterung,  und 
Aber  den  Namen  Applicate  ist  das  NOthige  echon  in  77  mitgetheilt  T^orden; 

dagegen  mögen  zur  Erg&nzung  der  in  131  gegebenen 
Literatur  noch  folgende  speciell  den  Raum  be- 
schlagende  Werke  angeführt  werden:  ^Plfickert 
System  der  Geometrie  des  Raumes  in  neuer  analy* 
tischer  Behandlungsweise.  Düsseldorf  1846  in  4., 
und:  Neue  Geometrie  des  Raumes,  gegründet  auf 
die  Betrachtung  der  geraden  Linie  als  Raumelement. 
Zwei  Abtbeilungen.  Leipzig  1868  —  1869  in  4.,  —  Leopold  Moflflbragger 
(Constanz  1796  —  Aarau  1864;  Professor  der  Mathematik  zu  Aarau),  Ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes.  Aarau  1846  in  4.,  —  Hesse»  Vorlesungen 
über  die  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Leipzig  1861  in  8 ,  —  O.  Böklen» 
Analytiache  Geometrie  des  Raumes.  Stuttgart  1861  in  8.,  —  Salmon»  Treatise 
on  the  analytlcal  Geometry  of  three  dimensions.  Dublin  1862  in  8.  (Deutsch 
von  Fiedler,  Leipzig  1863  in  8.},  —  etc." 

19S«  Die  TransfoniiatioD  der  Coordinaten.  Hat  man  (s.  Fig.  l) 

von  einem  Coordinatensysteme  XYZ  auf  ein  paralleles  Coordinaten- 
system  X'  Y'  Z*  überzugehen,  dessen  Anfangspunct  die  Coordinaten 
XYZ  hat,  80  ist  offenbar 

x'  =  x  — X  /«y  —  Y  z'  =  z  — Z  1 

oder ,  wenn  man  (191 :  2)  die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polar- 
coordinaten  umsetzt,  wobei  n  eine  willkürliche  Grösse  bezeichnen 
mag, 

f  Cos  v'  Cos  (w'— n)  =  r  Cos  v  Cos  (w— n)  —  R  Cos  VCos  (W—n) 
T*  Cos  v'  Sin  (w'— n)  ==  r  Cos  v  Sin  (w— n)  —  R  Cos  V  Sin  (W— n)  S 

r'  Sin  v'  =  r  Sin  v  —  R  Sin  V 
Haben  dagegen  die  beiden  Coordinatensysteme  gleichen  Anfangs- 
punct, aber  verschiedene  Richtung  der  Axen,  so  hat  man  (s.  Fig.  2), 
wenn  tp  und  ^  die  Winkel  der  X'  und  X  mit  der  Knotenlinie  der 
Ebenen  X'  Y'  und  X  Y  sind ,  t  und  s  aber  die  Entfernungen  der 
Fusspuncte  von  z'  und  z  von  ebenderselben,  und  0  der  an  ihr 
liegende  Flächen winkel,  einerseits 

x'  =  uC<)p-f tSy  y'^uS^)  — tCy  z'  =  zCÖ  +  sSÖ  ^ 
8=:yCv  — xSv/  t=zSÖ  — sCÖ  u==xCt^  +  ySt^ 
und  bezeichnen  a|  b|  C| ,  a2  b^  C2 ,  83  bj  C3  der  Reihe  nach  die  Cos. 
der  Winkel,  welche  jede  der  Axen  X' Y'Z'  mit  den  Axen  XYZ, 
oder  jede  der  Ebenen  Y'  Z',  X'  Z'  und  X'  Y'  mit  den  Ebenen  Y  Z, 
XZ  und  XY  bildet,  so  hat  man  (156)  anderseits 

X  :=  ai  x'  +  a2  y'  +  a3  z'  x'  =  ai  x  -f  bi  y  +  Ci  z 

y  =  b|x'+bty'  +  b3z'  y' =  a2x4-b2y  +  C2z        4k 

z==cix'-f-c,y'  +  C3z'  z'  =  a3X-}-b3yH-C|a5 
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Eümimrt  man  ans  den  Gleichungen  3  die  Hülfsgrössen  s,  t,  n,  ond 

vergleicht  sodann  mit  4,  so  ergeben  sich 

a,  =  CyCV-|-S<pSv*CÖ  h,  =  Srf>Ctf  —  Cy>StpCd 

a,  =  CvSy  — S^'Ct'CÖ         ht=S'pSV>+CtpC^Cd    ^ 
»,  =  _8ySÖ  b,  =  C«^SÖ 

ci«S7.sö  ci  =  —  Cqpse  c-cfl 

Setzt  man  al>eT  in  der  Qleichheit 

x2  +  y2  4,  ^2  =  x-z  -!- y^  -1-  z" 
für  xyz  oder  f  y  z'  ihre  Werthe  ans  4  ein,  ao  folgt,  dass 

l  =  »,!  +  a,»H-8,'  =  b,«  +  b,'  +  V  =  <:i'  +  c,'  +  C3«  ^ 

=  a,' -I- b,*  +  c,«  =  »i' +  b,2  +  cj»  =  a,*  +  bj«  +  c,» 
0  =  8,bi  +  «jbi  +  «»b,  =  a,c,  +  aiC,+ajO,  =  b|Ci  +  b,c,+b,c,   ^ 

=  a,aj+b,bi-f  c,ci  =  a,a5  +  b,b,+  c,c,  =  ai»)  +  b,bj+c,c, 
ond  ebenso  Urnen  sich  mit  Hülfe  von  5  die  Gleichheiten 

»,  =  b8C,  — b,c,        aj  =  b5Ci— b,cs        a,  =  b,c,  — bjC, 
b|  =  c,aj  — CjBj        b2"=c,a,— c,aj        b,  =  c,a,  — c,»|    » 
c,  =  ajb,  — a,b2        Ci=ajb,— a|b,        Cs  =  a,b,  — ajb, 
Idcht  Terificiren. 

ZHe  AnbtellaDg  der  ForoiBln  1  oad  3  bedwf  n»eli  HInwelinae  a»f  ^ 
Figur  kaoin  einfr  wetUrn  EiUntcrneg,  sad 
nir  ihre  VerweDdung  nnd  UniKetUltaiif  kaaa 
•nf  387  and  415  verwIeseD  werdeo.  —  Aock 
die  BctlebiiDgeD  S  wnd  i  ergeben  »Icli  ahme 
Scbwiarlgkeit,  und  »wm  die  Ente«  mu  dM 
beUteheoden  Hllf»figiir«o ,  ü»  Zweite«  »btr 
mit  HOlfe  dea  Schliuuatxea  von  l&S  >u  der 
HanptAgur.  —  Ans  dcD  3  ergibt  eicb  f.  B. 

+y(Cy6y-S,CvC«)  + 

-f  sSfSa 

«nd  bleraoB  folgen  dvreh  Ver- 
gleichong  mit  der  xweiteo  Glri- 
chong  4  die  unter  B  gegebesco 
Werlho  TOn  a,,  b,  nnd  c,, 
1  Bbrtgeiu  aacfa  aoter  BenuttDDg  der  FonnelD  der  RanmtrigoBO- 
metrie  direct  &na  der  Figar  erheben  könnte.  —  Die  Beiiehnsgen  S  nod  7 
la»Mn  lieh  aucb  ans  den  b  finden;  ta  i.  B.  erhllt  man 

»,*  +  »,»  +  a,'  =  CoB'yCo*V  ■!-2  3io9CoB^SinvCi>«^Co»fl  +  Sin*»?ln'ifCu»'* 
+  Sln'9CoBV-25inifCo8ySinvCoB»CoB»  +  Coe«^SlnVCoi'« 
+  SinVSin'9 

=Coa'v  +  SlnVCoa>«  f-anVSln*«=CoaV  +  5in»if  =  l 
and  In  Unllcher  WelM  Hast   sich   auch  die  Richtigkeit  der  melaea  WlMeai 
>ner*t  von  L«^ rang«  anfgeatellten  und  beDUtttea  ReUUonen  8  enrelaea.  - 
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Die  dnrdi  8  repr&eentirte  Entwicklnng  veröffentllclite  ich  schoo  1848  in  den 
Beiner-Mittheilnngen ,  gemeinschaftlich  mit  einer  Abhandlung  von  SehlMI 
„Ueber  die  Relationen  xwischen  den  neun  CoBlnne,  durch  welche  die  gegen- 
seitige Lage  zweier  rechtwinkliger  Coordinatensysteme  bestimmt  wird.^ 

19S«  Die  OlelGhailg  der  Sbene.  Jede  Fläche  wird  durch  eine) 
in  einem  bestimmten  Puncte  der  Coordinatenebene  errichtete  Senk- 
rechte in  bestimmten  Abständen  von  dieser  Ebene  geschnitten  ^  nnd 
ihr  Gesetz  muss  sich  daher  durch  eine  Gleichung 

z  =  f(x,y)  oder  P(x,y,  z)  =  0  1 

ausdrücken  lassen;  dabei  heisst,  je  nachdem  diese  Gleichung  vom 
n^*  Grade  oder  transcendent  wird,  auch  die  Fläche  vom  n'*"  Grade 
oder  transcendent  So  z.  B.  besteht  (173,  174  und  Fig.)  für  jed^ 
Punct  m  einer  Ebene  die  Gleichung 

abc        ab  z    ,    acy    ,    bcx         ,  ^_i_y_L^— i    m 

80  dass  eine  Ebene  durch  eine  Gleichung  ersten  Grades 

Ax  +  By  +  Cz4-D  =  0  S 

dargestellt  wird,  und  umgekehrt  jede  Fläche  ersten  Grades  eine 
Ebene  ist.  Geht  die  Ebene  durch  den  Pol,  so  ist  D^sO,  —  ist 
sie  zu  einer  der  Axen  parallel,  so  verschwindet  das  entsprechende 
Glied  der  Gleichung,  —  geht  sie  durch  drei  Puncte   (x|  yi  Z|), 

A  —  Z|  (73— 72) +  22(71  — Ja)  +  23(72—71) 

B  =  Xj  (Z,  —  Zj)  4-X2  (Zi  —  Z3)  +X3  (Z2  —  Zj)  ^ 

C  =  7l  (X3  — Xj)  +J2  (Xi— X3)  +y3  (X2  — Xi) 

I>  =*  »1  (72X3—73  ^2)  ■+  22  (73  xi — Ji  X3)  4-  Z3  (yi  X2— yt  Xj) 
Bezeichnet  endlich  n  den  Winkel  der  Ebene  mit  X  Y,  so  ist  (132) 

^  z  ^       zVa^  +  b^       ^  cVa^  +  b^  ^  VA^  +  B^ 
^^       d        ay-fbx  —  ab  ab         "*         C 

^*°       Va2b2  +  a2c2  +  b2c2       VA2  +  B2  +  C^ 
zu  setzen. 

Die  Ausdrücke  4  werden   erhalten,   indem    man   3  fQr  jeden    der   drei 

Puncte  auftcbreibty  nnd  aus  den  so  erhaltenen  drei 
Gleichungen  A  :  D ,  B  :  D  und  C  :  D  nach  der  ge- 
wöhnUchen  Welae  ausrechnet.  Die  geometrische  Be- 
deutung dieser  vier  Auedrflcke  wird  In  196  nach- 
gewiesen werden.  —  Die  Knotenlinie  ab  hat  nach  2 
die  Gleichung 

1-  -^  s=  1        oder        y  =r x  +  b 

a    '    b  "^  a 
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also  ist  nach  132:8,  da  die  Vergleichung  von  2  und  3 

ergibt, 

,^^  ay  +  bx  —  ab abjs       Ca  ^ 

""       Va«  +  b>       "■  cya«  +  bf  ""  J/A«  -f  B« 

und  mit  HOlfe  hievon  ergeben  sich  die  Formeln  Ö,  aus  denen  hinwieder  die 
6  leicht  folgen. 

194«  Die  OleichllDg  der  Geraden.  Eine  Linie  im  Räume  lässt 
sich  immer  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  denken,  imd  kann 
daher  durch  zwei  Gleichungen 

f(x,y,z)  =  0       P(x,y,z)  =  0       oder       x=9(z)        y  =  V(z) 

gegeben  werden,  so  z.  B.  eine  Gerade  als  Durchschnitt  zweier 
Ebenen  durch 

Ax4-By  +  Cz  +  D«=:0  ax  +  by  +  cz  +  d  =  0       1 

oder 

xs=ozH-^  y  =  /^z-H3  f 

wobei  die  letztem  Gleichungen  die  Projectionen  der  Geraden  an^ 
die  Ebenen  X  Z  und  Y  Z  darstellen.  Soll  die  Gkrade  durch  zwei 
Puncte  (a|  ß^  Y\}  und  (^2  ßz  /i)  gehen ,  so  hat  sie  die  Gleichungen 

yx  —  rz  ri—rt    '  r\—rt  n—rz 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  zweier  Geraden 

x  =  aiz  +  bi,     y  =  a2zH-b2,     x  =  a,zH-/J,,     y^ojE  +  A* 

die  Coordinaten  x,  y,  z,  so  erhält  man  die  Proportion 

a| — Of:  32  —  «2  =  hi  —  ß\'\  —  ßz  * 

als  Bedingung  für  das  gleichzeitige  Bestehen  jener  vier  Gleichungen^ 
d.  h.  für  das  Schneiden  der  Geraden.  Die  Coordinaten  des  Durch- 
sehnittspunctes  sind 

^■^  ftiA  — h|a|  ^ßz  —  b2a2  ^_       bt  —  ß\    ^ 

a|  —  ax  ^  32  —  «2  *i — «I 

so  dass  die  beiden  Geraden  für  a|  =  a^  und  aj  =  1x2  ^^^^  ^  ^"' 
endlichen  schneiden  oder  parallel  werden.  Für  den  Winkel  der 
beiden  Geraden  endlich  erhält  man  (104:6;  191:4),  indem  man 
durch  den  Pol  Parallele  zu  denselben  zieht, 

Cos  (1, 2)  =  -,. ^  +-^t  ^+ J^-g» % 

«C(l,x).C(2,x)  +  C(l,y)C(2,y)  +  C(l,E)C(2,z)  S 

so  dass  1  +  a|  Ol  4-  a2  «2  ^  0  die  Bedingung  des  Senkrecht- 
stehens ist. 
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Die  Olelehnngen   und  Formeln   1^-0   ergeben   eich   auf  die  im   Texte 

angedeutete  Weiee  ohne  die  mindeste 
Schwierigkeit  —  Um  7  zu  finden,  sieht 
man  durch  den  Pol  su  den  Geraden  4  die 
Parallelen 

z  =  a|S  y=ra,  B 

x=:a|S  y^OfS 

trägt  auf  ihnen  die  beliebigen  Distanzen 
Qi  und  Qi  ab,  erhält  so  zwei  Puncte 
(X|  yi  Z|)   und   (x,  y,  z,)    der  Distanz   p, 

und  somit 

_ft*+gt«-e'_ 


Cob(1,3)=: 


«iVt 


_(»l*+yi*4-«l')+(:t,^-|-y.t+»,t)_[(x.-x,)t4.(y,_y,)t_|.(,,_,,^l] 

_  'i  ^«  +  yi  yi  +  »1  »t aiat+«,c,  +  l 


d.  h.  7.   Nun  ist  aber  offenbar 

C08(1,X)  =  ^  = ^» 


Cos  (2,  X)  =  -^  = 


- ,   etc. 


und  durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  7  sofort  in  8  fiber. 

19S«  Tenehiedene  Aafgaben.  Eine  Gerade 

x  =  azH-c  y  =  bzH-d  1 

Bteht  auf  einer  Ebene 

Ax  +  By-f  Cz  +  D  =  0  1 

senkrecht,  wenn  ihre  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen  zu 
der  respectiven  Elnotenlinie  der  Ebene  senkrecht  stehen,  d.  h.  (194; 
132)  wenn  ^  g 

Der  Abstand  eines  Punctes  (a,  /9,  y)  von  der  Ebene  2  ist  (191:4) 

d «  Ao  +  B/g+Cy-f-D  ^ 

*"  rA-^  +  B'^H-l?' 
Um  den  Winkel  v  einer  Geraden  und  einer  Ebene,  oder  den  Winkel 
w  zweier  Ebenen  zu  bestimmen,  zieht  man  nach  3  zu  jeder  Ebene 
eine  Senkrechte,  und  berechnet  (194:7)  den  Winkel  (90  — v)  der 
Geraden  und  der  einen,  oder  den  Winkel  w  beider  Senkrechten. 
Letzterer  kann  übrigens  auch,  wenn  abc  und  aßy  die  Winkel 
bezeichnen,  welche  die  Ebenen  mit  den  drei  Coordinatenebenen 
bilden,  entsprechend  194:8  nach 

Cos  w  s=  Cos  a  Cos  a  +  Cos  b  Cos/?H-  Cos  c  Cos  y  • 

'^«wchnet  werden. 
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Soll  die  Gerade  1  gleichzeifig  durch  den  Punct  (a,  ß,  f)  gehen  «id  so 
Ebene  2  senkrecht  stehen,  so  muss  sie  die  Gleichungen 

haben,  und  (t)r  ihren  Fusspunct  («',  ß* ,  /O  <^uf  der  Ebene  erhUt  man  nach 
3  und  6 

oder 

,_(A«4-B»)y-C(A«  +  B/g4-P)_  p    Ae  +  B/g+Cr  +  D 

also  nach  191 : 4 

entsprechend  4.  —   Beseichnet  R  den  Abstand  des  Anfangspunctei  Ton  der 
Ebene  2,  so  ist  somit 

R=  ^ 


VA«  +  B«  +  C« 

und  wenn  F  die  Flache  des  durch  die  drei  Puncte  (X|y|Xi),  (Xa7t>t) 
(z,  y,  I,)  unserer  Ebene  bestimmten  Dreieckes  ist,  wihrend  f  f  f*  und 
n  n'  n''  seine  Projectionen  auf  und  Winkel  mit  YZ,  XZ  und  XY  sind,  ao 
ergibt  sich  durch  Vergle ichung  von  193 : 4  mit  182 : 6  y  und  mit  Hlllfe  Ton 
166  und  193 :  6 

A  =  2f''  =  2F.Cosn"  =  2FA  :  ^A'  +  B'  +  C* 

B  =  2f'  =2F.Cosn'  =2FB  :  ^A«  +  B«  +  C«  • 

C=r2f    =2F.Cosn    =2FC  :  VA«  +  B«  +  C« 
also 

4F«  =  A«  +  B«  +  C«  =  D«  :  R«        oder        V,D=V*FR  10 

Es  ergibt  sich  hieraus  einerseits ,  dass  von  den  durch  198 : 4  bestimmten  vier 
CoefAcIenten  die  drei  ersten  die  doppelten  Projectionen  des  Dreiecks  der  drei 
Puncte  auf  die  drei  Coordinatenebenen  darstellen,  der  vierte  aber  ein  Sechs- 
theil  des  von  dem  Dreiecke  mit  dem  Anfangspunete  bestimmten  Tetneden  iai. 
—  und  anderseits,  da  F*  =  f * -f  f*  +  f "*  wird,  der  Bata:  Projicirt  man  ein 
Dreieck  auf  die  drei  Coordinatenebenen,  so  ist  das  Quadrat  seiner  Fliehe 
gleich  der  Quadratsumme  der  Fliehen  der  Projectionen.  VergL  242. 

196«  Dar  SGhwerpUGt  Die  für  die  Schwerpuncte  ebener  Ge< 
bilde  gefundenen  Gesetze,  und  so  namentlich  anch  die  in  133:1,  2 
enthaltenen,  tragen  sich  durch  Beifügen  der  dritten  Coordinate  und 
Ersetzen  der  Geraden  durch  eine  Ebene,  mit  Hülfe  195 : 4  anf  den 
Raum  über.  So  z.  B.  wird  eine  Schweraxe  des  Vierflacha  erhalten, 
wenn  man  den  Schwerpunct  einer  der  Seiten  mit  der  Gkgenecke 
verbindet ;  der  Schwerpunct  selbst  steht  (89,  83)  um  Vt  cler  Schwer- 
axe Yon  der  Gegenecke  ab,  und  hat  eine  dem  Inhalte  des  Vier- 
flachs  proportionale  Constante.  Der  Schwerpunct  einer  Pyramide  steht 
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Yon  der  Spitze  um  Vi  ih'^r  VerUndnngslinie  mit  dem  Schwerpuncte 
der  Basis  ab,  —  der  eines  Prisma's  hälftet  die  Verbindmigslinie  der 
Schwerpuncte  der  Grundflächen,  —  der  eines  centrischen  Körpers 
ftUt  in  das  Centrum. 

Wenn  be:=ec,  ef=7%ea  und  eg^Vs^^»  *o  >^d  oJfenbar  fd  und  ga 

Schwerazen,  also  h  Sohwerpimct  des  Vierflaclis.  Ferner 
ist  fg||ad,   also  gh:ba^fg:ad=:ef:ea=l:3, 

also  a  h  =  */4  ^  S-  —  ^^8^  ^'^  durch  b  eine  ro  b  e  d 
parallele  Ebene,  so  schneidet  sie  nothwendlg  die  HObe 
)d,  des  Vierflachs  im  ersten  Viertbeil,  und  wenn  man 
daher  eine  Pyramide  durch  Diagonalebenen  in  Tetraeder 
aerf&Ut,  so  liegen  die  Schwerpuncte  aller  Theile  in 
gleicher  Höhe,  —  folglich  der  Scbwerpunct  der  ganzen 
Pyramide  in  dem  durch  den  Text  angegebenen  Puncte. 


luv«  Die  Fllohen  zweites  Grades.  Die  continuirliche  Gleichung 
ax24-by2+cz«+2dxy+2exz4-2fyz4-2gx+2hy+2kz+l=0  1 
stellt  eine  Fläche  zweiten  Gerades  dar,  welche  daher  im  Allgemeinen 
durch  9  Puncte  bestimmt  ist.  Setzt  man  x  =  x'  +  a,  y  =  y  +  ßi 
z  =  z'  +  y,  und  bestimmt  a,  ßj  y  so,  dass 

ao+d/9H-e7^4-g  =  l)/?+da+fy+h  =  cy+ea  +  f/J+k  =  0  % 

80  geht  1  in  die  Gleichung 

ax'24-by'2  +  cz^  +  2dx'y'  +  2ex'z'4-2fy'z'  +  m  =  0     % 

aber,  in  welcher  nur  gerade  Dimensionen  der  Coordinaten  vor- 
kommen, so  dass  ihr  also  auch  der  Punct  ( — x',  — y',  — z')  ge- 
nügt, oder  die  Fläche  zweiten  Grades  in  dem  neuen  Anfangspuncte 
einen  HIMelpancl  hat   Setzt  man  in  3 

x  =  Az  +  B  y  =  Cz4-D  4 

so  erhält  man  für  die  Durchschnittspuncte  dieser  Geraden  und  der 
Fläche  zweiten  Grades  eine  Gleichung  zweiten  Gerades,  deren  halbe 
Summe  der  Wurzeln  für  die  Mitte  der  entsprechenden  Sehne 

_       aAB  +  bCD  +  d(AD  +  BC)-feBH-fD  ^ 

^  aA2-hbC2-hc  +  2dAC  +  2eA  +  2fC 

gibt  Eliminirt  man  B  und  D  aus  4  und  5,  d.  h.  geht  man  yon 
der  Geraden  auf  ein  System  paralleler  Geraden  über,  so  erhält  man 

x(aA  +  dC  +  e)H-y(dA  +  bC  +  f)-|-z(eA  +  fC4-c)  =  0  • 

oder  der  Ort  der  Mitten  aller  parallelen  Sehnen  ist  eine  durch  den 
Mittelpunct  gehende,  sog.  dlamelrale  Ebene 9  —  in  Beziehung 
snf  welche  diejenige  der  parallelen  Sehnen,  welche  durch  den 
Mittelpunct  geht,  eonjufflrte  Axe  heisst  Die  Kante  der  zwei 
Geraden  conjugirten  diametralen  Ebenen  ist  umgekehrt  der  Ebene 
^  Geraden  conjugirt  —  Eine  Axe,  welche  zu  ihrer  conjugirten 
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Ebene  senkrecht  steht,   heisst  Hauptaxey    und  man  hat  für  aie 

(195 : 3) 

,  _  aA  +  dC  +  e  ^_  dA  +  bC  +  f  m 

^~"  eA  +  fC  +  c  ^"^  eA  +  fC-hc 

Eliminirt  man  A  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  findet  man  für 
C  eine  Gleichung  dritten  Grades,  und  es  gibt  somit  (19)  wenigstens 
Eine  Hauptaxe. 

Aus  2  folgt  entsprecheDd  21 : 3 

—  bcg  —  ^  ß  —  cdli  +  efh  +  dffc—befc 
"~"    cd«^def  ^^aTc  +  be«  +  af«  —  def 

gef  —  gcd  — he'  +  hac  +  kde  —  kaf  ^ 

^~    cd«  —  def— abc4-be«  +  af«  — def  * 

_  dfg  — gbe-^afh  +  deh  +  abk  — d»k 

^■"    cd*  —  def— abc  +  be*"+af«  — def 
und  in  3  ist 

m  =  g«  +  h/?+ky+l  • 

Substituirt  man  wirklich  aus  4  in  3,  so  erh&lt  man 

««(aA«  +  bC«  +  c  +  2dAC  +  2eA  +  2fC)-f- 

+  2«[aAB  +  bCD  +  d(AD  f  BC)  +  eB  +  fD]  + 

+  aB«  +  bD«  +  2dBD  +  m  =  0  10 

woraus  5  sofort  folgt.  —  Den  swei  durch  den  Anfangspunct  gehenden 
Geraden 

r  =  Af  E  y  ^  C|  s  und  z:=A,  e  y=:C,f  11 

entsprechen  nach  4  und  6  die  conjugirten  Ebenen 

x{aA,  +  dCj  +  e)  +  y(dA,  +  bC,+f)  +  E(eAj  +  fC»  +  c)=:0 
X  (a  A,  +  d  C,  +  e)  +  y  (d  A,  +  b  C,  +  f)  -f  B  (e  A,  +f  C,  4-  c)  =  0 

welche  sich  in  der  Geraden 

(cd-ef)(A,-A,)  +  (df-be)(A^C,-A,C04-(bc~f«)(fi-C,)    ^ 
''-(af-de)(A,-A,)  +  (.ab-d*)(A,C,-A,C,)  +  (df-be)(C,-C,)- 

(e«-ac)(At-A,)  +  (de-af)(A^C,-A,CO  +  (ef~cd)(C,-C,) 
y  — (af— de)(Aj-A,)-f  (ftb  — d»)(ÄiC,-A,CJ  +  (df— be)(C,-C,) 

schneiden,  und  dieser  ist  nach  4  und  6  die  Ebene 

x(C|-C,)  +  y(A,-A,)  +  E(AiC,-A,CO  =  0  M 

conjugirt,  in  welcher  offenbar  die  Geraden  11  liegen,  da  durch  Bubetltution 
der  einen  oder  andern  Werthe  11  die  linke  Peite  von  14  wirklich  Null  wird. 
Es  besteht  somit  der  im  Texte  ausgesprochene  Bats. 

198«  Trtniformatioil  und  Einiheilling.  Transformirt  man  nach 
192  die  Coordinaten  in  197:3,  und  setzt  zur  Bestimmung  Ton  ^, 
^j  6  die  Coefficienten  von  xj,  xz  und  jz  gleich  Null,  was  wieder 
auf  eine  Gleichung  dritten  Grades,  also  auf  eine  mögliche  Lösung 
führt,  —  so  erhält  man 

wo  a,  6,  c  Halbaxen  heissen.  Vergleicht  man  1  und  197:3,  ao 
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findet  man  in  Beziehung  auf  1  zu  der  Axe  x  =  Az,  y  =  Cz  nach 
197:6  die  conjugirte  Ebene  ^ 

Sncht  man  hiemach  successive,  indem  man  A<=co,  C  =  0,  oder 
A  =  0,  C  =  oo,  oder  A  =  0,  C=»0  setzt,  zu  den  Coordinatenaxen 
X  Y  Z  die  conjugirten  Ebenen ,  so  findet  man  für  sie  die  drei 
Gleichungen  x  =  0,  y  =  0,  z  =  0.  Es  fallen  somit  die  Coordinaten- 
axen mit  Hauptaxen  zusammen,  und  es  gibt  wirklich  drei  Haupt- 
azen.  —  Verlegt  man  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  einen 
Scheitel  der  Hauptaxe  2  a,  d.  h.  lässt  man  x  in  x  —  a  übergehen, 
80  erhält  man  nach  1  als  Scheitelgleichung  der  Flächen  zweiten 
Grades 

x2    ,     y«     ,     z«  b^  c«        . 

Die  Flächen  zweiten  Grades  zerfallen,  je  nachdem  die  Grössen  a, 
ßy  y  in  197  endlich  oder  unendlich  werden,  d.  h.  je  nachdem  erstere 
einen  zugänglichen  Mittel punct  haben  oder  nicht,  in  zwei  Haupt- 
klassen. Die  erste  Klasse  wird  durch  1  dargestellt,  und  umfasst 
das  sog. 

Ellipsoid ^^  +  ^  +  ^  =  1  4 


v2  ^2  •»* 

Hyperboloid  mit  einem  Mantel  .  —ij^  +  -^^ %  =1  * 

w  X  V  z 

Hyperboloid  mit  zwei  Mänteln  .  — ^ ^^2 y  *^  ^  * 

Die  zweite  Klasse  wird  dagegen  durch  3  für  o  =  cx>  dargestellt 
und  umfasst  das  sog. 

Elliptische  Paraboloid x  =  -^ h  -^ —  1 

Jpi        i^p2 

Hyperbolische  Paraboloid ^^=  J n —  Ä 

2pi        2p2 

so  dass  im  Ganzen  5  Arten  unterschieden  werden. 

Die  im  Texte  angegebene  Tranaformation  von  107 : 3  kann  in  der  Aus- 
fBfcruDg  etwaa  vereinfacht  werden,  wenn  man  sie  in  zwei  Äbtheilungen  macht : 
Dreht  man  erst  (vergl.  192,  Pig,  2)  die  Axe  X'  um  9  rflckwirta  in  die 
KnotenUnie,  und  legt  Ebene  X'Y'  durch  Drehen  um  die  Knotenlinie  In  die 
£bene  XT  nieder,  d.  h.  setzt  91=— 9,  ßziz  —  ß  und  ^  =  0  oder  nach^ 
192:4,  5 

x'  =      X  Cos  9  +  y  Sin  9  Cos  ^  -|-  z  Sin  9  Sin  ß 

y'  =  —  X  Sin  9  -f-  y  Cos  9  Cos  ö  +  z  Cos  9  Sin  9  9 


11 
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80  geht  197:8  io 

0  =  x<  (a  Co8<  9  +  b  Sin*  9  —  2  d  Sin  9  C08  9)  +  y*  (a  Sin<  9  Coa*  $  + 
+  b  C08*  9  C08*  $  +  c  Sin*  tf  -l-  d  Sin  29  Cos*  0  —  e  Sin  9  Sin  2  0  — 
—  fCo8  9Sin2tf)+8*(aSin*9  8in*6  +  bGoa*9Sin*0  +  cCo8*6  + 
4-  d  Sin  2  9  Bin*  0  +  e  Sin  9  Sin  2  0  +  f  C08  9  Sin  2  6)+  _ 
4-x7(aSin29Co80*-bSin29Co8tf  +  2dCo829Co80  — 2eCo89SUi9  + 
+  2f8in9Sind)  +  x£(aSin29Sind  — bSin^9Sind+  2dCoft298ina  + 
+  2eCo89Co8d-2fSin9Co6d)  +  y8(aSin*9Sin26  +  bCoaS9Sin29— 
^  c  ^in  2  tf  +  d  Sin  2  9  Bin  2  tf  +  2  e  Sin  9  C08  2  tf  +  2  f  C08  9  C08  2  0)  +  m 

Ober.   Settt  man  nun  £ur  6e8timmQng  der  wlllkOrlicben  OrÖaaen  9  und  6 

[(a  — l4Sin29  +  2dCo8  29]8in0  +  2(eCo89  — fSin9)Co8«  =  0 
(aSiB*9  +  bCo8*9  — c  +  dSin29)Sin2tf  +  2(e8in9  +  fCo89)Co8Stf  =  0 

feat,  d.  h.  eCo8  9-fSin9 

^  (a  —  b)  Sin  2  9  +  2  d  C08  2  9 

Tg2ö  =  -2 eSin94-fCo89 

*^  a  Sin*  9  +  b  Coe*  9  -  c  +  d  Sin  2  9 

80  erb&lt  man  Eur  Beatimronng  von  9  mit  HUlfe  von  98:9  die  Qleichang 

e  Sin  9  4-  f  C08  9  _^ 

a  Sin*  9  -h  b  Cos*  9  ~  c  -f-  d  äin  2  9  "^ 

2  (e  C08  9  —  f  Sin  9)  [(a  —  b)  ^  2jp  +  2  dCoa  29] 

—  XC* -^  Sin  2  9  +  2  d^CoB  2^]*"^4  [e  Cos "9^  f  öin  91« 

oder,  wenn  man  Tg9  =  u,  also  1:008*9  =  14*^*  8etit, 

en  +  f (e  —  f n)  [(a~- b)  n  -f  d  (1  —  p*)] 

au*  +  b  — c(I  +  u*j-f-2du  "■  [(a  — b)u  +  d(l  — u*)]*  — (e  — fu)*(l  +  B«) 

oder  durcb  einfache  Umformuig 

0  =  (e  — fu)*(eu  +  0- 
u  (a  -  b)  +  d  (1  - 


i«)^  Fcf  u  —  e)  [a  u*  +  b  -  c  (1  +  u*)  +  2  d  ufl 
L+(eu  +  f)[(a-b)u  +  d(l-u<)]        J 


1  +  u* 

s=(e  — fu)*(eu  +  f)  — 

—  [u(a  — b)  +  d(l-u*)]  [u(af  — cf— de)  — be  +  ce  +  df]  If 

also  eine  Gleichung  dritten  Grades,  welche   f&r  u=;Tg9,  also   fttr  9,  aod 

somit  auch  fUr  $,   zum  Mindesten  Einen   reellen  Werth  ergibt,    80  daas  10 

immer  die  Form 

0  =  Ax*  +  By*  +  C8«+Dxy  +  M  IS 

annehmen  kann.  Dreht  man  nun  noch  (vergl.  192,  Fig.  2)  die  jetst  in  der 
Xnotenlinie  liegende  Axe  nach  X  surück,  d.  h.  setst  man  9=r0,  9  =  0  oid 
9  =  ~9,  oder  ersettt  man  x  und  y  nach  192:4,  6  durch  x  Cos  9  —  7 Bis f 
und  X  Sin  9  4-  y  Cos  9,  so  geht  13  Ober  in 

0  =  (A  Cos*  9  +  B  Sin*  9  +  D  Sin  9  Cos  9)  x*  + 
+  (A  Sin*  9  +  B  Cos*  9  —  D  Sin  9  Cos  9)  y*  + 
+  C  £*  —  (A  Sin  2  9  -~  B  Sin  2  9  —  D  Cos  2  9)  X  y  +  M  N 

Bestimmt  man  daher  noch  die  willkürliche  Grösse  9  durch  die  dafttr  immtt 
einen  reellen  Werth  ergebende  Gleichung 

(A  —  B)  Sin  2  9  —  D  .  Cos  2  9  =  0  li 

80  nimmt  endlich  18  die  mit  1  übereinstimmende  Form 

0  =  A'  X*  +  B'  y*  +  C  8*  +  M  Ü 

an.  —  Der  Rest  des  Textes  bedarf  wohl  in  Beaiehung  auf  die  darin  eaftkaitcBC 
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analyttselie  Entwieklniig  kaum  einer  weitem  Erlftntening,  nnd  fOr  das  Elllpsold 
kans  anf  199  vefwlesen  werden.  TJm  sich  auch  Ton  den  übrigen  vier  Flftchen 
iweiten  Grades  eine  etwelche  Vorstellung  zu  erwerben,  kann  man  i.  B.  die 
Schnitte  betrachten,  welche  durch  die-  Goordinatenebenen  oder  durch  Parallel- 
ebenen  au  denselben  erhalten  werden :  Bei  dem  Hyperboloid  mit  einem  Mantel 
werden  die  Schnitte  parallel  aur  XY  Ellipsen,  diejenigen  parallel  sur  XZ 
oder  YZ  Hyperbeln;  ist  a  =  b,  so  kann  man  sich  dasselbe  durch  Rotation 
einer  Hyperbel  um  die  kleine  Axe  entstanden  denken,  aIso  als  eine  Art 
hyperbolisches  Zjrlindroid«  —  Bei  dem  Hyperboloid  mit  swei  Mftnteln 
werden  die  Schnitte  parallel  au  XY  und  XZ  Hyperbeln,  —  diejenigen 
parallel  au  YZ  fttr  x<a  imagin&r,  für  x>a  Ellipsen;  ist  b=:c,  so  kann 
man  sich  dasselbe  durch  Rotation  einer  Hyperbel  um  die  grosse  Axe  ent- 
standen denken,  also  als  eine  Art  hyperbolisches  Doppel-CJ^nold*  —  Beim 
elliptischen  Paraboloid  sind  die  Schnitte  parallel  YZ  Ellipsen,  di^enlgen  nach 
XY  und  XZ  Parabeln;  ist  p|  =  pt  oder  b=:€,  so  kann  man  sich  dasselbe 
durch  Rotation  einer  Parabel  um  ihre  grosse  Axe  entstanden  denken,  also 
als  ein  parabolisches  Conoid.  —  Beim  hyperbolischen  Paraboloid  endlich  aind 
die  Schnitte  yon  XY  und  XZ  Parabeln,  deren  erstere  den  positiTcn  und 
deren  swdte  den  negatlTcn  Theil  von  X  rar  Axe  hat;  der  Schnitt  von  YZ 
ist  eine  durch  den  Anfangspunct  gehende  Gerade,  der  einer  Parallelebene  au 
YZ  eine  Hyperbel,  so  dass  man  sich  die  ganae  sattel-artige  Fl&che  als  eine 
Folge  von  Hyperbeln  denken  kann,  deren  Scheitel  auf  den  erwUmten  Parabeln 
liegen» 

199»  Du  niipioid  nnd  SpUroid.  Setzt  man  in  197 : 1  eine  der 
Coordinaten  gleich  Null,  so  erhält  man  für  den  Schnitt  der  zu  ihr 
senkrechten  Coordinatenebene,  also  auch  für  den  Schnitt  jeder  Ebene, 
eine  Qleichnng  «weiten  Grades.  Es  ist  also  z.  B.  auch  jeder  ebene 
Schnitt  eines  Ellipsoides  eine  Linie  zweiten  Grades,  und  zwar,  da 
er  nothwendig  eine  geschlossene  Linie  sein  muss,  eine  Ellipse.  Für 
die  tangirende  Ebene  am  EUipsoide  vergl.  200,  —  für  seinen  Kubik- 
inhalt 206.  —  Li  dem  specieUen  Falle,  wo  zwei  Axen,  z.  B.  2a 
und  2  6,  einander  gleich  werden,  somit  alle  zu  ihrer  Ebene  parallelen 
Schnitte  Kreise  des  Radius  a,  alle  durch  die  dritte  Axe  aber  ge- 
führten Schnitte  (Meridiane)  Ellipsen  der  Axen  2  a  und  2  c  sind, 
kann  offenbar  das  Ellipsoid,  das  nun  Spbllrold  heissen  mag,  als 
dureh  Rotation  dieser  Ellipse  um  2  c  entstanden  gedacht  werden. 
Die  kürzeste  Verbindungslinie  zweier  Pnncte  eines  solchen  Sphä- 
roides  nennt  man  geodfttlscbe  Iilnle^  und  diese  schneidet  jeden 
Meridian  unter  einem  Winkel  (Azimuth),  dessen  Sinus  zu  dem  Ab- 
stände des  Durchschnittspunctes  von  der  Rotationsaxe  umgekehrt 
proportional  ist 

Die  Grnndeigenichafl  der  geoditisoben  Linie  leitet  Job.  Jakob  Baejrer 
(Müggelbelm  bei  Köpenik  1794;  Generalmi^or  im  prensaiacben  Generaletabe) 
in  seiner  Bcbrifl  „Das  Messen  anf  der  spbiroidiscben  Erdoberfliobe.  Berlin 
1862  In  4**  anf  folgende  Weise  ab :  Es  sei  A  B  eine  beliebige  Verblndvng 
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der  Puncte  A  und  B  auf  einer  Rotatlonsflftche,  —  PC  und  P  D  ein  Paar  sehr 

naber  Meridiane,  —  PEsaPD,  alao  DE  eia 
Parallel,  dessen  Radina  mit  r  beseiolmel  werden 
mag,  während  R  den  Radius  von  EC  darstelle. 
Dann  hat  man 

dsssCDs  VCE*  +  ED*  ==  VR*  d  ^*  +  r>  d  w* 

oder 

B=/U.dw  wo  U  =  yRV  +  r^  «nd  P  =  4^ 

d  w 

Lassen  wir  f  in  ip-^t  übergehen,  wo  s  eine  willkflrliebe  Function  tob  w 

ist,  welche  fQr  A  und  B  verech windet,  so  erhalten  wir  entsprecbend  Ar  dl« 

neue  Verbindung  Ton  A  und  B 

*,.    ,  m  ^(9  +  0        dtt    ,     da  .de 

s'  =  /ü'.dw        und        p*s=     ^V       =-r^  +  -3 —  =  P+-3 — 
•^  '  dw  dw    '    dw       '^  '    dw 

wo  nach  dem  Taylor'sohen  Lehrsätze,  wenn  U  =  F(9,  p)  gesetai  wird, 

MultipUcirt  man  aber  letttere  Gleichheit  beidseitig  mit  dw  und  integrirt,  lo 
erhält  man 

s'  — s=:  I  -i — B.dw+  I  -z — .da4>... 
J  dtp  ^  J   dp  ^ 

Wenn  nun  s  ein  Minimum  werden  soll,  so  mnss  s'  —  s  Ar  jeden  Werth  von 
+  E  einen  positiven  Werth  erhalten ;  da  man  aber  a  willkürlich ,  also  aaek 
so  klein  annehmen  kann,  dass  die  Glieder  der  ersten  Ordnung  grOsser  werdet 
als  die  Summe  der  Übrigen,  ausser  wenn  jene  verschwinden,  so  folgt,  ds« 
das  Minimum  nur  eintreten  kann,  wenn  die  Glieder  der  ersten  OrdnuDg  vw- 
schwinden.  Man  hat  also  für  das  Minimum 

fdU       .       .   fdü     - 
o^  I  -^ —  B.dw4-  li —  "da 
J  dip  ^J  dp 

oder,  da 

.rdU     1       dU    .      .       ^/dU\     ,       fdU     ,         dU  f     ./dU\ 


ist. 


=4^-+/-[4?— (4^)] 


Da  aber  a  und  somit  das  erste  Glied  leteterer  Gleichung  für  beide  Greasoi 
des  Integrals  verschwinden,  sonst  aber  z  willkürlieh  bleiben  aoll,  so  musa  soait 

dU,  j/dU\  ,  TdU,  du 

—  dw  — di-T — I  oder  orrl-r — «^ 3 — 

f  \  dp/  J   df  dp 


o^ 


d, 

d  0  d  Ü 


srdüisi, 


sein,  oder,  wenn  man  mit  -^^-^p  multiplicirt,  da  -^ — dw.pisdü 

Q  W  Cl  0 

U  ^  p .  -t —  +  Const.  oder  Const  ^  ü  —  p .  ^ — 

dp  dp 

Setst  man  aber  hier 

U  ==  VR« p«  +  H*  und  somit  4^ s        ^*^ 

dp        VRtpt  +  r« 
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so  erldttt  man 

VR«  p*  +P       V  R«  p«  +  r« 
Dft  mm,  wenn  ^  P  C  D  s=  a, 

_  EDr.dw  ,  do         r^^ 

80  folgt  schlleBslleli 

r* 

Conet  =r  —  =:  r .  Sin  » 

yR«.-g-Ctg««  +  r« 

Es  hat  elso  die  kttneete  Linie  auf  einer  durch  Rotation  entstandenen  Ober- 
fliehe  die  Eigenschaft,  dass  auf  Jedem  Ihrer  Puncto  der  Abstand  r  Ton  der 
Drehnngsaxe  mnltlplicirt  In  den  Sinns  des  Azlmuthes  an  diesem  Puncto,  eine 
constante  Grösse  Ist 

SOO«  Dia  taaglraila  Ibane.  Legt  man  dureh  einen  Pnnet  (xtJi  t\) 

einer  Fläche 

z  =  f(x,y)  1 

und  zwei  benachbarte  Puncte  (X|  +  a^  ju  Z|  +  y\)  uncl  (Z|, 
Ji  +  Af  ^i  +  T'a)  ebenderselben  eine  Ebene,  so  erhält  man  (193 :3y 
4)  für  ihre  Gleichung 

z-Z|  =  (x-xt)-^  +  (y-yO-f-  t 

Sind  nun  ai  und  ßi^  folglich  auch  die  y^  verschwindend  klein,  so 
wird  die  Ebene  tangirend»  während  2  in 

8  — z,r=p(x  — X|)  +  q(y  — yi)      wo      P^-g^       ^^'ij  * 

fibergehti  und  den  Winkel  n  dieser  tangirenden  Ebene  gegen  XY 
kann  man  (193:6)  nach 

Vl  +  p^  +  q^ 
berechnen.  Nach  3  folgt  z.  B. 

als  Oleichung  der  ein  Ellipsoid  im  Puncte  (xi  yi  Z])  tangirenden  Ebene. 

Um  S  111  erhalten,  hal  man  In  19S :  3  nacb  193 : 4 

m  setsen« 

SOI«  Dia  KrtnUBUg  der  FllehaiL  Legt  man  durch  einen  Punct 
dner  Fläche  eine  Senkrechte  zu  der  in  ihm  tangirenden  Ebene 
(200),  so  erhält  man  die  ihm  zugehörende  Normale«  Legt  man 
durch  diese  Normale  eine  Ebene  M,  so  schneidet  sie  die  Fläche  in 
einer  Curre,  zu  der  man  nach  139  den  Erfimmungskreis  suchen  kann« 
Dreht  man  M,  so  verändert  sich  im  Allgemeinen  der  Erümmungs* 
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halbmesser,  nimmt  aber  für  eine  gewisse  Stellung  ein  Mmmnniy 
für  die  dazn  senkrechte  Stellung  dagegen  ein  Minimum  an. 

Verlegt  man  den  AnHangspunct  der  Goordlnaten  in  den  Berflfamagqpnnet 
O,  und  liest  die  Ebene  der  X  Y  mit  der  tangirenden  Ebene  sneammeaüUlen, 

so  kömmt  die  Normale  in  die  Aze  der  Z  so  liegen, 
nnd  die  Ebene  M  scbneidet  die  Flielie  ia  einer 
Cnrve  OQ,  in  der  die  Kante  OP  von  M  In  XY 
Tangente  ist,  nnd  der  nach  139:3  in  O  der  Krfim- 
mungskreis 

(dnt  +  dE«)^«  _  (dx«  +  dy«  +  ds«)*/«      ^ 
"•       dii.d«£        ""     Vdx*  +  dy'.d*B 

entspricht  Da  aber  OP  Tangente  ist,  so  mnss  dii^O  sein,  wihrend  ent- 
sprechend 58 

d..=r.dx.+2..dx.dy  +  t.d,.  wo  ,=(|^.),  .=(5^),  t=Q 

nnd  man  erhUt  daher,  wenn  noch  w^dy:dz  gesetct  wird, 

^_dx«  +  dy«__  14- w«  ^ 

d*z  r  +  38w  +  t.w* 

wo  w  die  Tangente  des  Winkels  der  Ebene  M  mit  X  Z  darstellt.  Dreht  msa 
die  Ebene  M  nm  Z,  so  &ndert  sich  ofTenbar  w,  wihrend  die  nur  von  der 
Olelchnng  der  Flftche  abh&ngigen  Grössen  r,  s,  t  nnYcrilndert  bleiben.  Es 
ist  also  B  nnr  von  w  abh&ngig,  nnd  da  ans  2 

dB  _     8w«-f  (r  — t)w  — s 

dw  ""       (r  +  2sw  +  tw«)« 
folgt,  so  wird  daher  B  ein  Maximnm  oder  Minimum,  wenn 

w«  +  i^-=-^w  — 1  =  0  S 

8 

d.  h.  wenn  w  awei  Werthe  annimmt,  deren  Prodnct  gleich  ^  1  ist,  oder  die 
in  doppeltem  Gegensatie  stehen;  diess  hat  aber  nach  133  nnr  statin  wenn  die 
entsprechenden  Ebenen  M  zu  einander  senkrecht  stehen,  w.  s.  b.  w.  —  Di« 
Krfimmnng  der  Fliehen  wurde  in  allgemeiner  Weise  luerst  durch  Qaiffmalt 
in  seinen  „Becherches  sur  les  courbes  k  double  courbure.  Paria  1731  in  i."* 
studirt;  Ar  die  neuem  Untersuchungen  vergl.  man  s.  B.,  ausser  der  in  45 
erwihnten  „Introductio^  von  Enlctr  und  mancher  specieUen  Abhandlang 
dieses  grossen  Geometers  in  den  Petersburger  Memoiren  von  1747,  1771) 
1786,  etc.,  ^  der  In  131  angeführten  „Application**  von  MoB^  und  seinea 
Abbandlungen  in  Bd.  9  und  10  der  „M^moires  pr^ent^,  —  und  manchen 
andern  in  131,  191,  etc.  cltirten  Werken,  —  „CUiass.  Dtsquisitlones  generslce 
circa  superficies  curvas  (Comment  8oc.  Gottlng.  1827;  frans.  Paris  1869  in  3), 
—  li.  Cr^iDonat  Preliminare  di  una  teoria  geometrica  delle  svperflcie. 
Bologna  1366  in  4.,  —  etc.^ 

tos«  Die  Conen  ?on  doppelter  KrtnuBmig.  Stellt  man  eine 

Linie  im  Räume  durch  zwei  Gleichungen 

,  .^         y  =  9>(x)  z«y(x)  1 

dar,  80  Bmd 


dx 


dx 
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die  Oleichnngen  einer  Tangente  an  dieselbe  im  Ptmete  (zyz), 
während 

(x^  — x)dx  +  (y'— y)dy-f  (z'  — z)dz  =  0  S 

eine  durch  den  Pnnet  senkrecht  zu  der  Tangente  gelegte  Ebene, 
die  sog.  IVormalebene»  darstellt,  und 

(*       2)^x2-^''       ""^dx  •  dx^       dx   di^j  +  ^y^     y^dF* 

die  Gleichung  der  sich  der  Curve  am  innigsten  anschliessenden,  d6r 
80g.  Oscillatloilflebene 9  ist,  welche  auch  die  Tangente  in  sich 
fasst  Je  nachdem  Mch  letztere  Ebene  ändert  oder  nicht,  wenn  man 
zu  folgenden  Puncten  der  Curve  übergeht,  stellt  1  eine  ebene  oder 
eine  doppeltgekrtimmte  Linie  dar. 

Die  Oleichangeii  1  stellen  sngleich  die  Gleichimgen  der  Projeotionen  der 
Ciinre  auf  die  Ebenen  der  XT  nnd  XZ  dar.  Oeht  z  in  z-f-h  Ober,  so 
werden  y  nnd  s  sn 

nnd  in  ähnlicher  Weise  hat  man  für  eine  zweite  Gnrve,  welche  durch  den 
Pnnct  z'y'a'  geht,  wenn  z'  su  z'  +  ^  "wird 
,,.    dy^    ,     h«       dV    .  -U.V  ^»'  ^    *»•       d«s^  ^        ^ 

y  +'^T?"^T:y  di^"*"' •       "  '*"''"d?""^iTy'di?*"+"--"  • 

8oUen  die  beiden  Curven  einen  gemeinschaftlichen  Fnnct  haben,  so  wird  diees 
dnrch  die  Bedingungen 

z:=z'  y^y'  zs=b'  t 

ansgedrilckt  Bollen  sie  ttberdiess  in  diesem  Pnncte  eine  Berfihmng  der  ersten 
Ordnung  eingehen,  so  nrass  anch 

dy dy^  d«  ^_^  ds' 

Tr""dT"  "dT^T?"  • 

sein,  —  Ar  eine  Berfihmng  sweiter  Ordnung  auch 

d«y  _  d«y^  d's  _  d«s< 

dx«"dz'»  dz«  ""dz'«  • 

etc.  Ist  die  «weite  Curve  s.  B.  eine  Gerade 

y'saz'  +  a  z'=ihx'  +  ß  lO 

so  unterUegt  sie  offenbar  7  und  S,  wenn 

y'— yc=a(z'-x)         «'  — «  =  b(x'— x)         *c=4^         *>  =  4^ 
*       "^  '  ^  dz  dz 

folgUch  sind  2  die  Gleichungen  einer  Tangente.  —  Eine  Normale  su  einer 

Curve  doppelter  Krfimmung  zu  sieben,  ist  offenbar  eine  unbestimmte  Aufgabe, 

da  es  unendlich  viele  Gerade  gibt,  welche  durch  einen  gegebenen  Punct  der 

Curve  gehen  und  auf  der  an  denselben  gesogenen  Tangente  senkrecht  stehen; 

dsgegen  Hegen  aUe  diese  Senkrechten  in  einer  Ebene,  der  sog.  Normalebene. 

BoU  aber  eine  Ebene 

Ax'  +  By'  +  Cs'  +  DsO 

dnrch  den  Punct  zys  gehen  und  zu  3  senkrecht  stehen,  so  muss  nach  105 


•  ■  ■ 
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Bein,  elfto  iei  8  wirkUch  die  Oleidnmg  der  Nonnalebeae.  —  Sott  elM  Fliehe 

i'  =  f(x',yO  •* 

mit  der  Curve  1  einen  Pnnot  gem^necliftmich  heben,  oder  g»r  mit  Ihr  eine 
Berilhning  der  ersten,  xweiten,  etc.  Ordnung  eingehen,  so  mnss  sie  analoge 
Bedingungen  erfUlen,  wie  sie  unter  7,  8,  9, ...  ftr  eine  Ourve  auBgesptochen 
worden  sind.  8o  s.  B.  wird  eine  Ebene 

s'  =  Ax'  +  By'  +  0 

mit  1  den  Punct  xys  gemein  haben,  wenn 

£^— «  =  A(x'  — x)  +  B(y'-y)  » 

Geht  die  Abeeisse  x  in  x  +  h  über,  so  nehmen  y  und  a  die  durdi  6  ge- 
gebenen Wertbe  an,  wihrend  für  den  Punct  der  Bbene,  dem  x  +  h  und 

y4.1i-^  +  ...  angeboren,  nach  12  die  dritte  Goordlnate 

sein  wird,  so  dass  die  Differens  der  dritten  Goordlnate  von  Ourve  und  Ebene 
nach  6  und  18 

betrigt.  Botst  man  «ur  Bestimmung  von  A  und  B  die  beiden  Factoren  von  h 
und  h*  gleich  KuU,  so  wird 

„       d««       d«y  A—^*        *•■       ^y   .ül.  14 

^  =  Ti^  *  T^  ^-■dT"'"dh?"  '  "dir  •  dx«  " 

und  es  stellt  daher  4  nach  12  die  Gleichung  der  sog.  OsculaUonsebeae  tot. 
ßubstituirt  man  aus  2  in  4,  so  sieht  man,  dass  die  Gleichung  identiach  whd, 
und  es  enthUt  also  die  Osculationsebene  die  Tangente  in  sieh.  —  Vergl.  dis 
bei  201  aul^esfthlten  Schriften,  —  femer  „Wilhelm  8chcll  (Fulda  1826; 
Professor  der  Mathematik  su  Marburg),  Theorie  der  Curven  von  doppelter 
Krümmung.  Lelpslg  1850  In  8.|  —  etc.^ 

SOS.  Die  einhtUenden  ud  developpabda  Fllchis.  Lftsst  m» 

in  der  eine  Fläche  vorstellenden  Gleichung  P  (x,  y,  e,  w)  =  0  die 
Grösse  w  nach  und  nach  andere  und  andere  Werthe  annehmen,  so 
erhält  man  eine  Folge  von  Flächen,  von  denen  je  «wei  auf  einander 
folgende  sich  in  emer  Curve,  der  sog.  Ckaraktertatlk»  schneideD 
werden  y  —  die  Folge  aller  dieser  Charakteristiken  aber  bildet  die 
sog.  elnhSllende  Fläche  aller  jener  Flächen.  Ist  speciell  die  ein- 
gehüllte Fläche  eme  Ebene,  welche  beständig  einer  Geraden  parallel 
ist  oder  durch  einen  gegebenen  Punct  geht,  so  heisst  die  einhüllende 
cyllndriache  oder  conlache  Fläche;  bei  beiden  sind  die  charak- 
teristischen Curven  Gerade,  und  es  sind  daher  beide,  sowie  überhaupt 
alle  Flächen,  welche  sich  als  Ort  einer  Geraden  denken  lassen,  deren 
swei  nächste  Lagen  derselben  Ebrae  angehören,  devrt^p aSrlj 
d.  h.  sie  lassen  sich  auf  einer  Ebene  ausbreiten,  —  während  dagegen 
Flächen,  welche  diteer  letztem  Bedingung  nicht  genügen,  irlBi 
Mhtef  (gauche)  heissen. 

Die  „8urfAcea  geuchee",  für  welche  lOägel  im  Deutschen  den  Vamn 
„windschiefe  Flächen"  su  beliehen  wueete,  sollen  suerei  von  Jean-Bsptitte- 
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Mftrie-Obailes  Meaflller  de  1a  Place  (Tonn  1754  —  Mains  1708,  wo  ihm 
eine  Kugel  das  Bein  wegriss;  fransOBischer  Oenie^Obent  nnd  später  DiviBione- 
general)  in  seinem  „Memoire  snr  la  coorbure  des  surfaces  (M6m.  dee  savants 
6tringers  X  1776)'^  einlftssUch  betrachtet  worden  sein. 

904»  Die  Complanation.   Bezeichnet  dO  dn  Flächenelement, 
so  ist  nach  166  und  200 : 4  (b.  Fig.  1) 

ein  Ausdruck y  den  man,  um  die  Oberfläche  zu  erhalten,  zweimal, 
z.  B.  zuerst  nach  x  und  dann  nach  7,  zu  integriren  hat.  Setzt  man 

dx*=P.d9  +  Q.dt^  dy  =  F.d9  +  QMy        t 

so  ist  für  die  Integration  nach  x  offenbar  7  als  constant  anzusehen, 
also  Pd94-Q'dV^  =  0  oder 

P*  ,         PQ'  —  QP'    1 

iiff=s ^ .  d  (f        und  somit        d  x  =»  —     q^    —  •  ^  9 

za  setzen.    Für  die  zweite  Integration  ist  sodann  tp  als  constant 
anzusehen,  also  dj^^Q/A^  zu  setzen,  und  für  diese  Werthe  geht 

^'^  0=//(PQ'  — QF)n4-p2  +  q2dy.dV^  S 

über.   So  z.  B.  genügen  der  Eugelgleichung  x^  +  7^  +  z^  =  r^  die 
Werthe 

X  =  r  Sin  f>  Cos  ifß         7==rSin9SinV^         z  =  r  Cos  q> 

also  ist  in  diesem  Fall 
PQ'_QP'a.r2SinyCosy  p  =  — —  =  — TgyCos  ^^ 

q«  — i-x  — TgySinv'  yi  +  p^  +  q^ 


0-=i«r'^"r'~   "Sina).dg).dv  =  4r2|i  4 

J  fssoJ  ^=0  ^ 

Und  so  weiter. 

Die  Alten,  nnd  noch  ArehloiedeSf  wussten  nnr  die  Oberflächen  der 
geraden  Zylinder  und  Kegel,    der  Kugeln  nnd  Kugelsonen  sn   berechnen. 

Hngmis  fand  sodann  1667  die  Fläche  des  parabolischen 
Conoid's,  nnd  im  folgenden  Jahre  anch  diejenige  des 
hyperbolischen  Conold's  nnd  des  Sphlroides.  Allgemeine 
Methoden,  wie  die  oben  im  Texte  entwickelte,  wnsste 
J^ämr  dagegen  erst  die  Inflnlteslmalreohnnng  antesteUen.  — 
Um  den  Bohwerpunct  x'y^E*  der  Fliehe  O  in  be- 


Z 


6 


Y         S 


W 


^  stimmen,  bat  man  offenbar  im  Allgemeinen  die  Olei- 

ohnngen 

x^O=//x.dO  y'.0=//y.dO  i'.0=//s.dO         B 

Btt  beantMn;  in  specieUen  FiUen  kann  man  anch  specieU  vorgehen.  80U 
man  s.  B.  den  Schwerpunct  einer  Kngelsone  bestimmen,  so  weiss  man  snm 
VorsQSy  dass  er  in  der  Senkrechten  vom  Kugelcentrum  auf  die  bestimmenden 
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Panllelebnien  liegt,   —  ftnar,  dua  die  Zom   u 
186  die  Fliehe 

Os9rs(|!  — a) 
hftt,   du   dB  entapieebeade   Elemeat  derselben   ei 
die  Fliehe 
f  dO  =  3TK.dz  =  97x.dz  .Co>«e.f  s= 

=  9y«.  de  =  ay»  V^i^Tdp 
nod  deae  endUdi  nech  IM :  S 

y*  =  9rx  — X«      elso      ydy  =  (r  — x)dx     ode»      yVl  +  ^^r)  =' 

tot   El  geht  somit  die  erste  5  1d 

fß 

'    xdisyttf»-.«)     oder     x'=!%C«+« 


— -/: 


Über,  u>  dus  der  Bchwerpaoct  einer  Zone  genen  in  die  balbe  BShe  tlllt. 

•OS.  Kt  Gibatür.  Bezeichnet  d  V  das  darcli  d  O  und  sebie 
Frajection  acf  XY  bestimmte  priBm&tische  Eörper-Eüflmeot ,  so  ift 
effeobtr  (t.  204 :  Fig.  1) 

dV-=dz.d7.z  1 

und  hienus  findet  sich  entaprecliend  204 

V=//(PQ'  — QPOza^.dv  » 

So  z.  B.  genügen  der  Gleicfanng  198 : 4  des  Eilipsoides  die  Wertbe 
x  =  a  Sin  tp  CoB  ^  j  =  i  Sin  g>  Sin  ^  z  =>  c  Cos  tp       S 

voffir  P  Q'  —  Q  F'  =  a  b  Sin  9  Cos  9:  wird;  also  stellt 

_    I    _     abtSiDyCWyd^dyss-^-abc«      4 

das  Volumen  des  EUipsoides  vor. 

Schon  ArehlBede«  lehrte  Kugel,  SphSroid  and  pv&botUebea  ConoU  n 
cabiren ,  und  spller  wurden  von  BoDayeiitiirA  Cavalflrl  oder  Cevalleri 
(Bologna  1B98  —  Bnlogna  1647;  SchOler  GslUel's  nnd  Profetsor  der  Uatbe- 
metlk  SU  Bologna},  Wallla.  etc.  Doch  mehrere  andere  KSrper  dnrch  BvniBlmg 
von  Beihen  berechnet,  bie  sodann  die  Inftoiteeimelnehnong  aUcam^Be  Me- 
thoden, wie  die  in  Texte  MltgetheÜte,  ermöglichte.  —  Fflr  die  Beettmawig 
des  Schwerpnnctee  x'  y'  s'  des  Volomens  V  hat  maa  offenbar  Im  Allgemelnwi 
die  Olelcfanngen 

x'.V=//yx.dV  y'.V=///y.dV  «'.V=///a.dV         S 

SB  bennteen;  In  epeeielteD  FUlen  kann  man  aber  aneh  hier  wieder  fBr  Totamea 
uDi)  Sehverponct  apeelell  vorgehen.  Hat  man  ■.  B.  KOrper,  welche  an  einer 
Axe,  wir  wollen  annehmen  anr  Coerdinatenaxe  X,  eymmetrlaeb  sind,  •• 
findet  man  Voinmen  nnd  Sehwerpnnct  eine«  awlachen  dan  In  den  Abattodea 
n  uod  ft  vom  Anfangsptincle  cur  Axe  senkrechten  8ohnitt«ai  liegaadea  Stflehn 
V  offenbar  nach  den  einfacheni  Formeln 

V=Px.di  V.x'  =  pxX.dx  • 

*o  X  4ie  Fliehe  4ae  dem  Abstände  x   entapreehenden  Qnerschnittea  laL  80 
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g.  B.  hat  maa  baim  EllipBOide  fttr  X  eine  EllipBe  tn  aeteen,  deren  Oleieliaiig 
oacli  108:4 

y«,i*      -      X«  .  y»  ■• 


b*  ^  c* —      e^ 


■•(■-^)  ^K-^) 


ist,  deren  Axen  eomlt  b  f  1 1-  und  c  f  1 1-  Bind,  und  es  ist  daher 

BMh  148 :  18 


X  =  b>^.c>^3f  .,  =  Bc»(l-^) 


mlso  njMsh  6 


oder 


=...(,-„(._i!l±^!^) 

"•    4(8a«— a»  — a/9  — ^•) 


Fikr  ßzza  nnd  a  =  — a,  d.  h.  ftlr  das  ganxe  Ellipsoid,  wird  natOirUch  x'  =  0, 
wlhrend  naelh  7  wie  oben  V  =  Vt  ttb  Cn  folgt 

SOd»  Die  dantellande  OaOBetrie.  Zieht  man  von  einem  Punete 
(Pole)  Qerade  durch  alle  bemerkenswerthen  Poncte  eines  Gebildes, 
achneidet  diese  Geraden  durch  eine  Ebene,  nnd  verbindet  die  Durch- 
schnittspuncte  genau  so,  wie  die  Punete  am  Gebilde  yerbunden 
sind,  so  erhlüt  man  eine  Polarprojectlon  des  Gebildes.  Ist  der 
Ponct  das  Auge,  so  heisst  die  Ptojeetion  penpeetiTiMb«  Ist 
^*SCg®i^  der  Punct  unendlich  weit  von  der  Bildebene  entfernt,  und 
diese  senkrecht  zu  der  projicirenden  Geraden,  so  heisst  die  Projection 
•rtkOffODaly  —  speciell  GmndrtM  oder  AaMst^  wenn  die  Bild- 
ebene horizontal  oder  vertical  ist,  —  axonometrlaehy  wenn  die 
Projicirenden  mit  drei  zu  einander  senkrechten  Hauptrichtungen  des 
Gebildes  bestimmte  Winkel  bilden,  und  zwar  laometriseh,  wenn 
alle  drei,  —  monodlmetrlschf  wenn  zwei  dieser  Winkel  gleich 
sind.  —  Die  Lehre,  die  räumlichen  Gebilde  durch  Ptojeetionen 
darzustellen,  und  mit  Hülfe  derselben  die  in  der  analytischen  Geo- 
metrie durch  Rechnung  gelösten  Aufgaben  durch  Zeichnung  zu 
lösen,  heisst  darstellende  Geometrie  oder  G^mArie  des- 
erlpthre« 

Die  darateUende  Oeometrie  wurde  eigentlich  erat  dnrcb  daa  Werk  „M«Bge« 
Lefona  de  g4om4trie  deacrlptlTe.  Paria  1794  in  4.  (7  M.  par  Briaaon  1S47)<* 
wiaaenachafttieli  begrflndei,  obachon  einaelne  Parthien  deraelben,  nnd  nament- 
Udi  die  Perapective,  schon  in  viel  früherer  Zeit  bearbeitet  wurden,  vergleiche 
1.  B.  „LuWrl«  Die  freie  Perapecttve.  Zürich  1769  in  8.  (3.  A.  Zflrieh  1774, 
9  Bde.  In  8*;  frans.  Znric  1759  in  8.)*^.   Seit  Monge  iat  dleaea  Gebiet  mit 
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einer  reidien  Litteratnr  venebeii  worden,  aus  der,  neben  der  echon  78  er- 
wftbnten  Schrift  von  Ladomus,  etwa  folgende  Werke  namhaft  gemacht  werden 
mögen:  „Louis  L^r  Valltfe  (1784;  Inspectenr  gto^ral  des  poata<-et- 
chansB^B),  O^om^trie  descriptive.  Paria  1810—1825,  3  Vol.  in  4^  nnd:  TraiU 
de  la  scienoe  da  dessin.  Paris  1821  in  4.  (2.  4d.  1888),  —  lief  Aare  de 
Fourcy,  Trait^  de  g6om4trie  descriptive«  Paris  1882  in  8.  (5.  ^d.  1843),  — 
Joseph -Alphonse  AdMmar  (Paris  1797;  Privatlehrer  der  Mathematik  in 
Paris),  Trait4  de  göomötrie  descriptive.  Paris  1884  in  8.  (8.  M.  1846),  toaer: 
Traitö  de  perspective  lintetre.  Paris  1888  in  8.  (2.  6d.  1846),  nnd:  Trait^  des 
ombres  (2.  dd.),  Paris  1852  in  8.,  --  C.  F.  A.  Ler<^jr  (17..— 1854;  Professor 
der  darstellenden  Geometrie  in  Paris),  Traitö  de  g4om4trie  descriptive.  Paris 
1842,  2  VoL  in  4.  (4.  4d.  parMartelet  1855;  deutsch  von  Kauihnann,  8tattgsrt 
1838),  -—  Melchior  Ziegler  (Wintertbur  1801;  Ingenieur),  Darstellende  Geo- 
metrie. Winterthur  1843  in  4.,  —  Theodore  OUrler  (Lyon  1793  —  Lyon 
1853;  Professor  der  darstellenden  Geometrie  in  Paris,  und  Mitbegründer  der 
£cole  centrale),  Cours  de  göom^trie  descriptive.  Paris  1846  in  4.  (2.  ^d.  1853; 
Additions,  Compl^ents,  D^veloppements,  M4moires  1843—1851,  4  Vol.  in  4.), 

—  Julius  Welebaeh  (Mittelschmiedeberg  bei  Annaberg  1806;  Bergratb  und 
Professor  der  angewandten  Mathematik  in  Freibeig),  Anleitung  tum  axono* 
metrischen  Zeichnen.  Freiberg  1857  in  8.,  —  Karl  Theodor  Anger  (Dansig 
1808  —  Danlilg  1858;  erstGehlUfe  vonBessel,  dann  Professor  der  Mathematik 
au  Danaig),  Elemente  der  Projectionslehre  mit  Anwendung  der  Perspective 
auf  die  Geometrie.  Dansig  1858  in  8.,  —  G.  Delabar»  Professor  der  Mathe- 
matik SU  8t  Gallen :  Ueber  die  verschiedenen  Projectionsarten  im  Allgemeinen, 
und  die  axonometrischen  und  parallel-perspectivischen  im  Besondem.  8t  Gallea 
1860  in  4,  —  Jules* Antoine-Ren6  Maillard  de  La  Aonnierie  (1814;  PhH 
fessor  an  der  £cole  polytechnique  in  Paris),  Tralt^  de  perspective  linMre. 
Paris  1859  in  4.,  und:  Txaltö  de  göomötrie  descriptive.  Paris  1860—1864, 
3  Part,  in  4.,  —  Bablnet  et  Blom»  Elements  de  göomötrie  descriptive.  Paris 
1860  in  8.,  —  Tilaeher»  Die  Lehre  der  geometrischen  Beleuchtungsconstmc- 
tionen.  Wien  1862  in  8.,  —  Rudolf  Standigl»  Grundattge  der  Relief^er- 
speetive.  Wien  1868  in  8.,  —  Joseph  §ehleelliger»  Docent  in  Wien:  Die 
darstellende  Geometrie  im  Sinne  der  neueren  Geometrie.  Wien  1870  la  8., 

—  etc.«* 


XX.  IHe  Hethode  der  kleinsten  Qnadnte. 

9oy«  flnuidsatx  der  Methode  der  kleinsten  Qnadnte.  Wird  eine 

Orösse  B  unter  Vermeidung  constanter  Fehlerquellen  wiederholt, 
z.  B.  n-mal,  bestimmt,  so  hat  offenbar,  sobald  n  gross  genug  ist, 
um  das  Erscheinen  jedes  zufälligen  Fehlers  in  +  und  —  gleich 
wahrscheinlich  zu  machen,  das  arithmetische  Mittel 

M  =  — J?b  1 

n 

sftmmtlicher  Bestimmungen  bti  1)2) ...bB  die  grösste  Wahrscheinlich- 
keit für  sich.  Denkt  man  sich  aber  alle  beobachteten  Werthe  wie 
Puncte  im  Räume  verbreitet,  so  entspricht  (196)  der  so  eben  be- 
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gprochene  wahrscheinlichste  Werth  ihrem  Schwerpuncte.  Die  Gnt- 
femungen  der  Puncte  von  dem  Schwerpuncte  werden  durch  die 
Abweichungen  der  Beobachtungswerthe  von  dem  Mittel  ersetzt,  nnd 
die  Constanten  sind  bei  gleicher  Güte  der  Beobachtungen  sftmmtlich 
gleich,  also  z.  B.  gleich  einer  Einheit,  zu  setzen.  Es  muss  also 
(133,  196)  für  den  wahrscheinlichsten  Werth  die  Samme  der 
Feblerqoadrate  ein  Mlnliiioiii  sein,  und  dieses  i^  der  Funda- 
mentalsatz der  von  Gauss  und  Legendre  eingeführten  Methode  der 
kleinsten  Quadrate. 

Die  Bedeotong  und  Berechtigung  des  arithmetitclien  Mittels  bespraehen 
schon  8imp*«B  in  seiner  Abhandlong  ^On  the  Advantage  of  taldng  the 
Mean  of  a  Nomber  of  ObservationB  in  Praotical  Astronomy  (Phil.  Trans. 
1765)<^,  EiWBbeH  in  seiner  ^Photometria.  Ang.  Vind.  1761  in  8>,  etc.  — 
Hat  man  nach  1  das  Bfittel  ans  n  Beobachtungen  bestimmt ,  und  kOmmt  eine 
nene  Beobachtnng  b  hinsv,  so  lumn  man  das  neue  Mittel  nach  der  Formel 

^,_n.M  +  b_^       bj-M  ^ 

n  +  l  n+l 

berechnen.  —  Vergleicht  man  die  einselnOn  Beobachtungen  mit  ihrem  Mittel, 

und  setst  s.  B. 

b|— ~M=IV|  bi'-^McsVi    bB-*-M=:Va  S 

so  steUen  die  v  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Beobachtungen  vor,  und 

dabei  ist  offenbar 

2'v  =  Vj  +  T,  + +  Vn  =  0  4 

Bei  jeder  Gattung  von  Beobachtungen  sind  Fehler  bis  su  einer  gewissen 
OrSsse  als  klein  und  beinahe  nothwendig  su  betrachten,  während  merklich 
grössere  Fehler  nur  ausnahoMwelse,  und  Je  grösser,  desto  weniger  vorkommen 
werden';  es  hingt  also  die  Wahrscheinlichkeit,  einen  Fehler  der  Grösse  v 
SU  begehen,  irgendwie  von  der  Grösse,  aber  sicherlich  nicht  von  dem  Zeichen 
dieses  Fehlers  ab,  kann  also  als  eine  symmetrische  Function  desselben  ao- 
gesehen  nnd  x.  B.  mit  f  (v)  beseichnet  werden,  —  und  wenn  man  sieh  die  v 
als  Absclssen,  die  f  (v)  als  Ordinaten  auftragen  denkt,  so  wird  man  eine 
die  wahrscheinliche  Fehlervertheilnng  darstellende,  symmetrische  und  sich  nach 

beiden  Selten  rasch  der  Axe  nihemde 
Curve  erhalten.  Die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  der  Fehler  swiscben  den  Grensen 
V  und  v  4-  dv  liege,  ist  (86)  gleich  der 
Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  aller 
zwischen  diesen  Grensen  enthaltenen 
Fehler,  also  (entsprechend  140)  gleich  9  (v)  .  d  v,  und  somit  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  er  swlschen  die  Grensen  —  c  und  +  c  oder  —  00  und  +  00  falle, 

w=r       f(v)dv  oder  1=)  f(v)dv  B 

«/  —. e  •^  ^00 

da  1  der  Oewissheit  entspricht  Beseichnet  W  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
in  einer  R^e  von  n  gleich  guten  Beobaohtnngen  die  Fehler  V|  v, . . .  Vb  vor^ 
kommen,  so  ist  nach  36 

W  =  9(vi).9(v,) 9(v.)  6 

und  swar  muss  W,  wenn  diese  Felder  nach  3  berechnet  werden,  also  nach 
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unserem  Gnindsatse  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  fttr  sich  haben,  ««eh  ein 
Maximum  annehmen,  d.  h.  es  mnss  nach  60  nnd  68 

dW_^/_d^^(vO^    dv,        d.y(v,)     dT,  t     d.»(v,)      dv,\ 

fllr  die  aus  8  folgenden  Werthe 

dvt  dTt d  V0  ^  ^ 

dM^dM"" ""dM"" 

stt  Nnll  werden,  d.  h. 

d.y(Vt)  d.y(v,)  I      ^'»(▼») 

f(Vi).dv,  "^9(vt)dvt  "^ '^9(v.).dv. 

sein,  was  in  Yergleichong  mit  4,  wenn  3  a  eine  Constante  ist, 
A  d.«(v)  ,  •        j         *••(▼) 

bedingt,  oder,  wenn  c  eine  Constante  ist, 

aT*-^logc  =  logf  (t)  oder  f(v)=:c.e*'*  ' 

so  dass  6  in  ^    .        .  ^  « 

abergeht.  Da  nach  dem  angenommenen  Omndsatae  kleinere  FeUer  «iai 
grössere  Wahrscheinlichkeit  haben,  so  mnss  offenbar  a  negatlT  nelB,  kaoa 
also  B.  B.  dnrch  —  h*  ersetst  werden.  —  Botst  man 


/*4-  oo  /*'4*'0o 

e"**.dx  so  ist  auch  'V=  I  e-'*.dy 

—  oo  J  —00 


also  stellt  nach  306  : 1 

•/— OO«/— OO  •/— oo»/— oo 

das  Volnmen  des  Ton  einer  in*8  Unendliche  ausgedehnten  Fliehe  der  Glei- 
chung 1  =  6"^***^'*^  begrensten  K6rpers  dar.  Da  aber  hiemach  s  für  alle 
Pnncte  der  Ebene  X  T ,  welche  Tom  Anfangspuncte  denselben  Abstand 
r  =r  Vx»  +  y*  haben,  gleich  wird,  so  ist  diese  Oherflicbe  dnreh  Rotation  nsi 
die  Axe  der  Z  entstanden,  also  kann  der  Körper  als  eine  Summe  von  sv 
Ebene  der  X  T  senkrechten  Zyllnderachalen  des  Volumens  3  r  s .  d  r  .  s  be- 
trachtet werden,  also  muss  auch 

V«=f*^3rji.s.dr  =  jf  f'^e-'VdCrOs:  — «r°^e-''le5« 

sein,  ^-  also  hat  man  das  bestimmte  Integral 

"^e-^VdxnVT  • 


/! 


—  oo 

welches  suerst  Caaehy  auf  diese  Weise  erhalten  haben  soll.  Nach  5  und  t 
ergibt  sich  hiemach 

l=r*"~fW.dY  =  Af+'^e-^«-Vh.dv  =  Ay;r    also    0=4- 

^— oo  *»  J— oo  *»  }  M 

oder  also 
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Kfanmt  man  die  constante  Grösse  h  als  Einheit  an,  so  erhUt  man  nach  dieser 
Formel  die  rasanunengebörlgen  Werthe 


▼ 

9(v) 

V 

vW 

V 

fW 

0,0 

0,6642 

0,7 

0,3466 

1,4 

0,0796 

0,1 

6686 

0,8 

2976 

l,ö 

696 

0,2 

6421 

0,9 

*  2610 

1,6 

486 

0,3 

6166 

1,0 

2076 

1,*^ 

314 

0,4 

4808 

1,1 

1682 

1,8 

221 

0,6 

4894 

M 

1837 

1,9 

163 

0,6 

8986 

1,8 

1041 

2,0 

103 

mit  deren  Hfilfe  die  obige  Cnrve  constrairt  wurde.  — <  Fttr  denselben  Werth 
▼on  0  geht  8  in 

fiber,  woran«,  wie  fibrigens  schon  ans  8,  geschlossen  werden  kann,  daas  ein 
Maximum  von  W  einem  Minimnm  von  J^v*  entspricht,  —  das»  also  der 
schon  im  Texte  gegebene  und  dort  entsprechend  meiner  „Note  anr  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  (Bern.  Mitth.  1849)^  abgeleitete  Fnndamentalsats  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  auch  auf  diese  Weise  als  nothwendige  Folge 
des  für  das  aritfametisobe  Mittel  angenommenen  Orundsaties  erwiesen  werden 
kann.  —  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  hatte  sich  schon  1796  der 
damals  erst  18jfthrige  Gabm  cur  Berechnung  der  Planetenbahnen  ausgedacht, 
aber  erst  1809  in  seiner  „Theoria  motus^  davon  öffentliche  Eenntniss  ge- 
geben, —  mindestens  drei  Jahre  sp&ter,  als  sie  unabh&ngig  von  ihm  durch 
Legendbre  gefunden  und  in  seinen  „Nouvelles  möthodes  pour  la  d4termlna- 
tion  des  orbites  des  oomÄtes.  Paris  1806  in  4.^  publiclrt  worden  war,  —  und 
nur  wenig  früher,  als  auch  KokplmtB  diesem  Gegenstände  in  seiner  „Thterie 
analytique  des  probabilit4s  (v.  36)^  einen  eigenen  Abschnitt  gewidmet  hatte; 
es  ist  somit  die  PrioritAtsfrage  etwas  sweifelbaft,  w&hrend  dann  allerdings 
dwiss  nachmals  durch  sein  fundamentales  Werk  „Theoria  combinaüonis 
observationum  erroribus  minimis  obnoxias.  Gottlngn  1821—1826  in  4.  (Frans, 
durch  Bertrand  mit  Beifügung  der  frühern  Abhandlungen  von  Gauss,  Paris 
1866  in  8.)^  alle  seine  Vorgänger  übergl&nste.  —  Zur  Vervollstlndigung  der 
Literatur  sind  noch,  ausser  den  in  36  genannten  Werken  von  Hagen,  Liagre, 
etc.,  ansufiUiren:  „Canebjr»  8ur  le  systöme  de  valeurs  qu'll  faut  attribuer  k 
divers  414mens,  d4termln4s  par  un  grand  nombre  d'observations,  pour  que  la 
plus  grsnde  de  toutes  les  erreurs,  abstraction  fkite  du  eigne,  devienne  un 
Minimnm  (Joum.  de  Tteole  polyt  18),  —  Joh.  Frans  Back«  (Hamburg 
1791  —  Spandau  1866;  Professor  der  Astronomie,  Director  der  Sternwarte 
und  Secretür  der  Academie  in  Berlin;  vergl.  sein  „Leben  und  Wirken^  von 
Bruhns,  Leipzig  1869),  Ueber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (BerL  Jahrb. 
1834—1836),  —  ClerllBgf  Die  Ausgleichungsrechnungen  der  practischen 
Geometrie.  Hamburg  1843  in  8.,  —  Wilbelm  Denalcr  (Sulgen  im  Thurgan 
1811;  Lehrer  der  Mathematik  am  Schullehrer-Seminar  in  Küssnacht,  und  später 
an  der  Zürcher^Hoohschule) ,  Ueber  den  Fnndamentalsats  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  (Zürch.  Mitth.  Bd.  2),  —  Alexis  8«wltoeh  (BJelowodsk 
im  Gouvernement  Charkow  1811;  Professor  der  Astronomie  und  Geodäsie  su 
Petersburg),  Die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  auf  die  Berech- 
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«Bog  der  BeobaithtoDgen  und  geodltieelieB  Mtunrng/ta,  oder  die  Methode  der 
kldaetea  Qoedrete.  Pelersbvjg  1857  In  8.  (Baaaiech;  deotech  rmtt  Laie,  Milea 
1863  In  8.),  —  ncBger,  Die  Anegleiehiu^  der  BeobechtaageMler  aeeh 
der  Methode  der  klrtimtwi  Qvmdrelamiaiee.  Branaechweig  1867  ia  8.,  —  Slie 
Kiilcr  (Genf  1801  —  Oeef  1862;  Lehrer  der  Melhemetik  fm  OeeOi  Meauel 
de  I'appllealioii  de  U  m^thode  des  moindree  eerrte  aa  eelcvl  dee  ubeeiialhme 
Paria  1858  In  8^  —  Oeoige  BiddeU  Aliy  (Ataiwick  in  Northamherland  1801; 
Irfiher  Profeaaor  der  Aatronomie  und  Physik  sa  Gamhridse,  jetsi  Direetor 
der  Btemivarte  an  Oreotwieh),  On  the  alj^braical  and  miaerieai  theory   of 
errora  of  obeerratioiia  and  the  eoaibiDatioa  of  obeerratioBe.  Caahiidfe  1861 
in  8.y  —  W.  ▼.  VrecdcB*  Bector  der  Oldeahnfgiaehen  HaTigatSoMBchnle : 
Die  Prazia  der  Methode  der  Ueinaten  Qnadrate  ftr  die  BedMhiaae  der 
flauer  bearbeitet  I.  Braunaehweig  1863  in  8.,   —  Peter  Andmaa 
(Tondem  in  Sehleawig  1795;   Direetor  der  Sternwarte  ra  Gotha),  Vob  der 
Methode  der  Ueinaten  Quadrate  im  Allgemeiaea  vnd  in  ihrer  Anwandna^g  anf 
die  Geodlaie.  Leipsig  1867  in  8.  (Aneh  Bd.  8  d«  AbhandL  der  O^a.  Oea.), 
—  Fr.  Wmik  de  Bnmo,  Profeaaor  der  Mathematfh  in  Tnrin,  Traitd  AdaMBtuc 
dn  calenl  dea  errenrs.  Paria  1869  in  8.,  ~  Bacycr»  ^naaeMehaittSete  Ba- 
grttndnng  der  Reehnnngamethoden  dea  Ceatralliiireaa'a  der  enropHaehm  Oiad 
meaanng:  I.  Die  Methode  der  Ueinaten  Quadrate.  IL  Die  Anwendung 
aelbea  anf  die  Geodlaie.  (Ala  Mannaeript  gedmekt).  In  4.,  ~  etc.« 


tM.  ThMiM  te  Fikte  km  ünttM  UMmmmim.  Hat  mu 

flOr  eme  Ghrösse  B  eine  Anzahl  n  gleich  zn^erllssiger  Bestiminimgen 
b|b|...h.  der  Fehler  +f|f2...fn  erhalten,  so  dass  immer  B  ss  b 
+  f,  so  findet  man  durch  Addition  im  Mittel 

B«  — ib  +  — -S(+f)  =  M+AB  1 

n  n 

wo  M  das  Mittel   der   sfimmtlichen  Bestimmmigen   und    AB    der 

Fehler  des  BUtleli  ist  Setxt  man 

v  =  M-b  m-V^li  (^V^         % 

d.  h.  bezeichnet  durch  v  die  Abweichnng  einer  Bestimmimg  Tom 
Mittel,  durch  m  die  Müttlere  Abwelefemff  einer  solchen  Tom 
Mittel,  und  durch  f  den  MÜtUera  FeUer  einer  Bestimmung,  so 
hat  mm  nach  207 

-rn  =  -Sv«  +  n.A»^         oder         f«  =  nr^-f  AB*  S 

und  ntch  1 

^p.^r-gc+f)'!«^  fi«+v+...±2f|f,±... 

•Im  am  walmcheinlichsten 


yf2         f2 
AB*  — — ,-  =  —  oder  AB 


vnd  aomit  nach  3  und  2  

ft«,tf  +  il         oder         f«mV^-l/^        » 

n  ^  n  —  1        ^  n  —  1 


—  Die  Methode  der  kleinsten  QnAdrate.  —  271 

Für  Beobachtungen  von  verBchiedenen  mittlern  Felilem  f|  and  f| 
mittelt  man  aus,  welche  Anzahl  VPt  ^^^  einen  ein  ebenso  gutes 
Resultat  als  eine  Anzahl  Vpa  ^^^  andern  erzeuge  ^  d.  h.  man  setzt 
nach  4 

f  f 

17=^  =  17r^         woraus         Pi:p2  =  V:fi*  • 

Vl:p,        Vl:p8 

folgt,  und  diese  relativen  Zahlen  p,  die  sog.  Crewicbte  der  Be- 
obachtungen,  treten  nun  an  die  Stelle  der  bisdahin  gleich  der  Ein- 
heit gesetzten  Constanten,  so  dass  nun 

B=.^  +  ^    während    m^V?£^    und    f-l/^I 

mittlere  Abweichung  und  mittlern  Fehler  in  Beziehung  auf  die  an- 
genommene Gewichtseinheit  bezeichnen.  Endlich  ist  noch  beizufügen, 
dass  man  häufig  die  Oiösse  f  =  0,674486  .  m,  d.  h.  den  Fehler, 
von  dem  es  eben  so  wahrscheinlich  ist,  dass  er  erreicht  als  über- 
schritten wird,  als  sog.  wahrsebelalletaea  Fehler  einführt. 

Um  4  Bu  erhalten,  hat  man  eich  den  vorhergehenden  Werth  von 
^B.-f|*  +  V  +  --±"|ft±3f|<'«±2<'tft±-- 

fttr  alle  möglichen  Combinaiionen  der  Zeichen  -f-  und  —  aufmechreiben,  und 
ana  den  almmtlichen  Werthen  das  Mittel  in  nehmen;  da  hlebei  eich  an  jeder 
bei  den  doppelten  Produeten  ergebenden  Zeichenfolge  auch  die  entgegen- 
geaetate  finden  wird,  bo  mflsaen  sich  im  Mittel  offenbar  alle  diese  doppelten 
Ftodncte  aufheben.  —  Ffir  pt=:l-  ergibt  sich  nach  6  fofört  Pi-fi*=:is'}  v^ 
wenn  man  alao  das  Fehlerquadrat  einer  Beobachtung  mit  ihrem  Gewichte 
mnltiplicirt,  ao  reducirt  man  dadurch  diese  Beobachtung  auf  eine  Beobachtung 
dea  Gewichtes  1;  es  ist  daher  ^pv*  die  Summe  der  Fehlerquadrate  von 
B  Beobachtungen  des  Gewichtes  1,  und  daher  stellen  nach  3  und  6 


_|Arp"v'  f=V2 


p  V' 


n  — 1 

fBr  eine  solche  Beobaehtung  mittlere  Abweichung  vom  Mittel  und  mittleren 
Fehler  vor.  Paa  Mittel  hat  nun  aber  nach  188  das  Gewicht  ^p,  also  muaa 
aaeli  6 

AB^rf^sslri^p  oder  ABs;    , > 

Viv 

sein,  womit  7  erwiesen  ist  —  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Fehler 
awischen  den  Grenaen  —  e  und  -\-c  Uege,  ist  nach  207:6,  10,  0 

WO  h.vsst,  und  ch^T  gesetst  wurde.    Ist  aber 
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U=«*»  f*e-«»<x  M  folgt  i5=.«.St.J*'e-«*.ax-e'*.e— =«.U-l 


a«U      ..  dUj^,„      4«U      ,,d»U  ,  -  ,  dU     d«U_     d^     ,-d«U 


dt* 


dt> 


•lao  aUgemein 


oder 


d'  +  'ü      ,.  d'D    .  .     d'-'O 

d'O 


(■  +  l)U.+,  =  JtU.  +  aU._,    wo    ü,  =  ^^^^    «d    D,=U     M 
BianM  folgt  aber 

«ad  moadX  aack  9  ««eeesBiTei  wenm  1 : 2 1*  r=  q  gMetsi  wird, 
2t. ü=  ^  '  ' 


1-    U. 


1+    q 


1+    q 


2tU 


1—  2U, 


1+  «q 


Stü, 


1+    q 


1-  sc, 
stuä 


i-h  «q 


1+    Sq 


1+    4q 


1  +  ... 
Wesdet  vu  diflM  Ton  Liylare  in  solcher  WeiM  laeni  miefihrte  Eat- 
wicklaag  aof  8  aa,  so  crbilt  nrnn 


w  =  l i 


1+  2Q 


M 


1+   3Q 
1  +  ... 
wo  Q  =  1:21^,  md  kaiia  somit,  da  Ar  Kettenbrt^e . der  Föns  b|:(a|  + 
b|:(a,-f ...})  ^  ^^^  analoge  Receraioa 

B,  _B,,t.a,H-B„,.li. 
A.         A._,.a.-eA..,.b, 
erkahea  wird,  ohne  SckwierifkeH  aut  jeder  behekigca  Ocaaai^eit  1^ 
achieJeaa  ArgumeBle  T  dea  YTertk  tod  w  berechaea,  so  a.  B.  die  Toa 
(Bert.  Jakrb.  f.  1854)  gef«beoe  Tafel  eoBstnuiea,  Toa   "       '      -^*-«^ 


0,0  . 

0,OCW) 

0,1 

1125 

OJ 

2227 

OJ 

3288 

0.4 

42^4 

0.5  . 

&205 

ai  . 

a>^ 

a7 

o,s 

a9     : 
1.0    I 

1,1  . 

1,5 


0,6T78 
1241 
7969 
8427 
8802 
9108 
9840 


M  . 

1,5  i 

M  ; 

W  ! 

1«8  : 

1.9  ! 

UO  I 


0,9528 
9861 
9788 
9838 

9891 
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einen  kleinen  Auscug  enthllt,»nnd  ans  der  s.  B.  dnrch  Interpolation  gefonden 
werden  kann,  daes 

w  =:=  Vt  «nd  T  =  0,476936  =  ^ 

mit    einander  correapondiren ,    also   der   w  =  Vt    entsprechende   Werth   von 

c  =  T:h 

_  0,476986  _  g 

h        ""  h  ■* 

dem  im  Texte  eingeführten  wahrscheinlichen  Fehler  entspricht  —  Um  endlich 
noch  h  XU  bestimmen,  hat  man  nach  2  nnd  207  :11 


W 

also 


-(■^r- 


e 


•— ht  .a.nt 


dW 


oder    logW:=nlogh ö'^^''  —  n.m'.h* 


dh 


s^n.W^i  — 2hm*) 


Es  wird  also  W  ein  Maximum,  wenn 


T-  — 2hm«  =  0 
n 


oder 


h  = 


myr 


IS 


nnd  hiefikr  geht  14  in 

f  =  0,476936 .  m  VT  =  0,674486  .  m  16 

über.   Ist  V  bestimmt  nnd  ist  V  irgend  ein  anderer  Fehler,   so  ist  dessen 
Wahrscheinlichkeit  nach  8 

e-*Vdt  U 


w=-^r\-vdt=-^-f 


und  Baek0  hat  am  oben  angeführten  Orte  neben  der  Tafel  mit  dem  Argu- 
mente T  auch  eine  solche  mit  dem  Argumente  V  :  {'  gegeben,  von  welcher 
das  Tlfelehen 


{" :  V 

w 

f " :  V 

w 

f" :  f 

w 

f" :  f ' 

w 

V* :  V 

w 

0,0 

0,0000 

1,0 

0,5000 

2,0 

0,8227 

3,0 

0,9570 

4,0 

0,9930 

1 

0538 

1 

5419 

1 

8434 

1 

9635 

1 

9948 

s 

1078 

2 

5817 

2 

8622 

2 

9691 

2 

9954 

8 

1604 

8 

6194 

8 

8792 

3 

9740 

8 

9968 

4 

2127 

4 

6550 

4 

8945 

4 

9782 

4 

9970 

5 

2641 

5 

6883 

5 

9083 

5 

9818 

5 

9976 

6 

8143 

6 

7195 

6 

9205 

6 

9848 

6 

9981 

7 

3632 

7 

7485 

7 

9314 

7 

9874 

7 

9985 

8 

4105 

8 

7758 

8 

9411 

8 

9896 

8 

9988 

9 

4562 

9 

8000 

9 

9495 

9 

9915 

9 

9991 

1,0 

5000 

2,0 

8227 

3,0 

9570 

4,0 

9980 

5,0 

9998 

ebenfalls  einen  Ansang  gibt.  Da  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Fehler 
innerbalb  gewisser  Orenten  liegt,  mit  dem  Verhiltnisse  der  Ansahl  der  awi- 
•chen  diesen  Orensen  liegenden  Fehler  xur  Ansahl  aller  Fehler  übereinstimmen 
mnss,  so  ergibt  sich  aus  demselben,  dass  s.  B. 

264  «/oo  der  Fehler  <  0,5  f '  sind,  oder  264  %o  «wischen  0,0  V  und  0,5 1* 


500 
688 
828 
908 
957 


1,0   .  . 

.  .   236 

0,5  . 

.  1,0 

1,5  .  .  . 

.   188 

1,0  . 

.  1,6 

2,0  .  .  . 

.  .   135 

1,5  . 

.  2,0 

2,6  .  .  , 

.  .   85 

2,0  . 

.  2,6 

8,0  .  . 

.  .   49 

2,5  . 

.  8,0 

18 
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liegen  werden,  etc.,  und  in  der  That  beetiltigt  eich  diese  durch  die  Erfahrung. 
So  hat  z.  B.  Beaael  in  seinen  berühmten  „Fundamentis  astronomiis^,  auf  die 
natürlich  erst  sp&ter  eigentlich  eingetreten  werden  kann,  für  eine  Reihe  von 
470  Bestimmungen,  welche  der  ausgezeichnete  Beobachter  James  Bradley 
(Shireborn  1692  -—  Chalford  1762;  erst  Pfarrer,  dann  Professor  der  Astro- 
nomie zu  Oxford,  zuletzt  Director  der  Sternwarte  zu  Oreenwich)  machte, 
f'  =  0",2637  gefunden,  und  somit  correspondiren,  wenn  z  die  %o  ^^'  Fehler, 
z' =  0,470. z  die  Anzahl  der  bei  Bradley  zu  vermuthenden  Fehler  bezeichnet, 


m 


0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
oo 


f II .  f « 


0,000 
0,379 
0,758 
1,138 
1,617 
1,896 
2,276 
2,654 
3,034 
3,413 
3,792 
oo 


0,000 
0,202 
0,391 
0,567 
0,694 
0,799 
0,875 
0,927 
0,959 
0,979 
0,990 
1,000 


z 

z' 

202 

96 

189 

89 

166 

78 

137 

64 

105 

60 

76 

36 

62 

24 

32 

15 

20 

9 

11 

6 

10 

6 

rll 


94 
88 
78 
68 
61 
36 
26 
14 
10 
7 
8 


w&hrend  z**  die  Anzahl  der  wirklich  vorgekommenen  Fehler  angibt  Wie  sich 
Überhaupt  durch  die  Erfahrung  die  aufgestellten  Principien  be^n^hren,  zeigen 
auch  die  38  besprocheoen  WUrfelversuche  auf  das  Eclatanteste.  Bo  s.  B. 
wurden  durch  dieselben  für  die  Erfahrungswahrscheinlichkeit  einen  bestimm- 
ten unpaaren  Wurf  zu  erhalten,  aus  10000  Würfen  15  Werthe  gefanden,  und 
wenn  man  diese  als  Beobachtungen  b  betrachtet,  so  erh&lt  man  unter  An- 
wendung der  frühem  Bezeichnungen,  jedoch  nun  natürlich  z'^0,016 .  x  setsend: 


0,0539 
487 
515 
566 
512 
568 
618 
639 
599 
681 
549 
608 
612 
638 
670 


18 
70 
42 

—  9 
46 

—  11 

—  61 

—  82 

—  42 
26 

8 

49 

-65 

19 

—  13 


324 

4900 

1764 

81 

2026 

121 
3721 
6724 
1764 

676 

64 

2401 

3025 

361 

169 


^n 


0,0000 
OlO 

030 
060 
100 

oo 


f " :  V 


0,000 
0,357 
1,072 
2,143 
3,572 
oo 


w 

z 

z' 

0,000 
0,190 
0,530 
0,852 
0,984 
1,000 

190 
340 
322 
132 
16 

3 
6 
6 
2 

0 

,1* 


M  =  0,0567 


1/1' V* 

f=y4T- =  0,0046 
14 


2 

6 
6 
3 
0 


i:v  =  +  4     i:v»=:28120 
0043    f '  =  0,647 .  m  ==  0,0038 


^^=VS=«'~>* 


anstatt 


Ist  für 
Fehler 


B  =  0,0667  +  0,0012 

B=:  Vi,  =  0,0666 

mehrere  aus  n|,  n,,...  Beobachtungen  bestehende  Reihen  der  mittlere 
einer  einzelnen  Bestimmung  derselbe,  so  verhalten  sich  die  Gewichte 
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der  auB  den  einzelnen  Reihen  abgeleiteten  Resultate  nach  4  und  6 

ft      ft 

n.  *  n, 


Pi'Pt  = 


=  ni:n, 


etc. 


18 


d.  h.  es  kann  das  Gewicht  durch  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ersetst 
werden.  So  worden  in  Marburg  unter  Leitung  von  Gerlin^  für  einen  ge- 
'wiBsen  Winkel  mit  einem  6reithaupt*8chen  Theodoliten  folgende  Werthe  ge- 
funden, deren  jeder  als  Mittel  aus  der  neben  ihm  stehenden  Ancahl  p  einzelner 
Beobachtungen  hervorgegangen  war: 


17  56  45,00 
31,25 
42,50 
45,00 
87,50 
38,33 
27,50 
43,33 
40,63 
36,25 
42,50 
39,17 
45,00 
40,83 


5 
4 
5 
8 
3 
3 
3 
3 
4 
2 
3 
3 
2 
3 


p  .b 


225,00 
125,00 
212,50 
135,00 
112,50 
114,99 

82,50 
129,99 
162,52 

72,50 
127,50 
117,51 

90,00 
122,49 


—  5,22 
8,53 

—  2,72 

—  5,22 
2,28 
1,45 

12,28 

—  3,55 

—  0,85 
3,53 

—  2,72 
0,61 

—  5,22 

—  1,06 


p .  V 


—  26,10 
34,12 

— 18,60 

—  15,66 

6,84 

4,35 

36,84 

—  10,65 

—  3,40 
7,06 

—  8,16 
1,83 

—  10,44 

—  3,15 


27,248 
72,761 

7,398 
27,248 

5,198 

2,103 

150,798 

12,603 

0,723 
12,461 

7,398 

0,372 
27,248 

1,103 


p  V» 


136,24 

291,04 

86,99 

81,74 

15,59 

6,31 

452,39 

37,81 

2,89 

24,92 

22,19 

1,12 

54,49 

3,31 


Eb  ergeben  sich  aus  diesen  Beobachtungen  entsprechend  7  successive 

— --^^  =  39",78 


n  =  14 


M  = 


-2rP 


j:pv  =  — 0,12 


2'p  =  46  2'pb  =  1830,00 

2*  pv«=  1167,03        f=y^^*  =:±9",4''6 
AB=-r=Lr=:±l",397 


also  endlich 

B  =:  17»  56'  39",78  ±  1",40 

als  bester  Werth  des  Winkels. 


t09«  Thaoria  dar  Fehlar  bei  indirekten  Begtimmnngen.  Kann  eine 

Grösse  t  nicht  direkt  beobachtet,  sondern  muss  sie  aus  beobachteten 
Grössen  t|  t2 . . .  durch  Rechnung  abgeleitet  werden,  und  ist  z.  B. 

t  =  a  -h  ai  t|  H-  a^  t2  + . . .  +  *»  t.  1 

wo  a  aia^...  Constante  sind,  so  hat  man,  wenn  f  f|f2...  die  Fehler, 
und  p  PiPt*-.  die  Gewichte  der  t  tft}...  bezeichnen,  offenbar 

+  £«  + aifi  +  a2f2  +  ...  oder  P«ai2f|«+a22f22+...±2aia2fA±— 
also  im  Mittel 

f2=:-Ea2f2  oder  —  «^*^  2 


oder  — ss^  — 

P  P 


Ist  aber 


t  s=*  f  (t|,  t2,  •  •  .  t«) 


18 
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und  Bubstitnirt  man  in  diese  partiellen  Differentialquotienten  die  be- 
obachteten und  berechneten  Werthe,  so  erhält  man  für  rie  Zahlen 
a|  a2  . . .  Ersetzt  man  daher  noch  die  dt,  dtf,  dt^i . . .  durch  f ,  ff, 
£2 , . . . ,  so  reducirt  sich  der  durch  3  ausgedrückte  allgemeine  Fall 
auf  den  vorhergehenden. 

Um  2  ZQ  erhalten,  ist  genau  dieselbe  Ueberlegnng  ansnwenden,  welche 
anr  Ableitung  von  208 : 4  gebraucht  wurde.  —  Ist  eine  Ling«  oder  ein  Winkel 
X  aus  swei  gemessenen  Theilen  zuaammeniusetsen,  und  haben  diese  Theile  die 
Unsicherheiten  f|  und  f,,  oder  die  Gewichte  P|  und  pi,  so  hat  man  nach  1  und  2 

xsra  +  b        {^iVT^  +  L^       JL=:JL-|— L        oder        pg=   ^^\^*      S 

*        ^  P        Pi        Pt  Pi  +  Pt 

80  gibt  z.  B.  Gerling  an,  es  sei  für  den  einen  TheU  eines  Winkele  durch 

2ömalige  Repetition  mit  einem  Theodoliten,  bei  welchem  man  den   mittlem 

Fehler  einer  einfachen  Messung  su  ±  4"  annehmen  könne,   109*  41'  4",44 

gefunden  worden,  —  für  den  andern  TheÜ  durch  SOmalige  Repetition  mit 

einem  Theodoliten  des  Fehlers  +9''  aber  40<>  26' 84",26.    In  diesem  Falle 

hat  man  nach  5  und  208 :  4,  6,  wenn  man  das  Gewicht  einer  einfaeben  If  eseung 

am  ersten  Theodoliten  als  Einheit  nimmt, 

fi  =  --i:^  =  ±0",800       f,  =  -^  =  +  l",648       f=yf.«  +  f,«=  +  l",828 
j/25  j/30       ~  r  i     r  1        _      1- 

OR  4«.  80    „^       ^^  25x5,92 

P'  =  ^'^  P«=l579r-26  =  M2  p=.^^_p^  =  4,79 

X  s=  160»  1*  8«",70  dt  1",828 
eine  Genauigkeit,  welche  man,  nach  dem  Werthe  von  p  au  achllesaen,  schon 
durch  fünfmalige  Messung  des  ganzen  Winkels  mit  dem  ersten  Theodoliten 
mehr  als  erreicht  h&tte.  —  Ist  eine  GrOsse  B  ein  n-fachee  einer  wiederholt 
mit  dem  mittlem  Fehler  f  oder  dem  Gewichte  p  durch  Messung  oder  Versuch 
bestimmten  Grösse  b,  so  ist  ihr  muthmasslicher  Werth  iiaob  1  und  9 

B  =  n.b±AB  wo  AB=n.f  • 

und  dabei  ist,  wenn  P  das  dieser  Bestimmung  sukommende  Gewieht  beselch- 
net,  nach  2 

Ist  dagegen  eine  GrOsse  B  das  n- fache  dea  Gegenaataaa  einer  wiederholt 
mit  dem  mittlem  Fehler  f  oder  Gewichte  p  durch  Meaeung  oder  Verauch 
bestimmten  Grösse  b,  so  ist  ihr  muthmasslicher  Werth  nach  1—4,  da  d(n:b):db 
:=  —  n :  b*  ist, 

B=^±AB  wo  ^B  =  ^.f  • 

und  dabei  ist,  wenn  P  das  dieser  Bestimmung  ankommende  Gewicht  beseiehnet, 

"ir^XT"""  oder  P:=— r-.p  • 

P        b*     p  n* 

£ln  Beispiel  daiu  mag  folgende  Versuchsreihe  ergeben,  welche  ich  im  Frflb- 

Jahr   1850,   veranlasst   durch   eine   Notii   von   L^on   Lalaaae  (Paria   1811: 

Infr<in{eur-en-chef  des  ponts-et-chanss^s)  in  dem  von  Ihm  mit  versdüedenea 

Mitarbeitern  herausgegebenen  Werke  „Un  MUlion  de  faits  (8.  4d.  Paris  1843 

In  8.)^,  machte«  Auf  einer,  circa  «inen  Quadratfoea  haltenden  Tafel  aog  ich 
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(yergl.  Bern.  Mitth.  1860)  eine  Reihe  von  Parallelen  im  Abstände  assiö'*", 
—  brach  aus  einer  Stricknadel  ein  Stfickchen  von  1  =  36™"  Lftnge  heraus,  — 
warf  Letsteres  serienweise  je  100  mal  auf  die  Tafel ,  nach  jedem  Wurfe  die 
Tafel  etwas  drehend ,  —  und  notirte ,  wie  gross  die  Anzahl  q  der  FUie  war, 
In  welcher  während  jeder  Serie  die  Nadel  eine  der  Parallelen  krenste.  Ich 
erhielt  so,  wenn  m  die  Anzahl  der  Fllle  bezeichnet,  in  denen  bei  50  solchen 
Versuchen  ein  gewisser  Werth  von  q  erhalten  wurde: 


q 

m  m. q 

▼ 

mv 

V« 

mv* 

41 

1 

41 

9,64 

9,64 

92,980 

92,93 

42 

8 

126 

8,64 

26,92 

74,660 

228,95 

48 

2 

86 

7,64 

16,28 

68,370 

116,74 

45 

7 

815 

5,64 

89,48 

81,810 

222,67 

46 

2 

92 

4,64 

9,28 

21,530 

43,06 

47 

1 

47 

8,64 

8,64 

13,260 

18,25 

48 

8 

144 

2,64 

7,92 1   6,970 

20,91 

49 

2 

98 

1,64 

8,28 

2,690 

5,88 

50 

8 

150 

0,64 

1,92 

0,410 

1,28 

51 

8 

408 

—  0,86 

—  2,88 

0,130 

1,04 

52 

8 

156 

—  1,36 

—  4,08 

1,860 

6,66 

58 

2 

106 

—  2,86 

—  4,72 

6,670 

11,14 

54 

1 

54 

—  3,36 

-  8,36 

11,290 

11,29 

55 

1 

55 

—  4,36 

—  4,36 

19,010 

19,01 

56 

2 

112 

-  6,36 

— 10,72 

26,730 

67,46 

57 

1 

67 

—  6,36 

—  6,36 

40,450 

40,46 

58 

1 

58 

—  7,86 

—  7,36 

54,170 

64,17 

59 

1 

69 

—  8,36 

—  8,36 

69,890 

69,89 

60 

2 

120 

—  9,36 

— 18,72 

87,610 

176,22 

61 

1 

61 

— 10,36 

— 10,36 

107,330 

107,33 

62 

2 

124 

—  11,36 

—  22,72 

129,060 

268,10 

68 

1 

68 

-12,36 

— 12,86 

162,770 

162,77 

i^msöO      i;mq=s2582 
2532 


B  = 


60 


=s  60,64 


2'«mv  =  0,    j;mv*  =  1703,54 
f 


.90 


AB  = 


s=±0,88 


also  eigentlich 

B  =  60,64  ±0,88 

und  zwar,  wenn  das  Gewicht 
jeder  einzelnen  Bestimmung 
zu  1  angenommen  wird,  mit 
dem  Gewichte 

i:m  =  50 


IMe  Erfahrungswahrscheinliohkeit  mit  der  Nadel  einen  Strich  zu  treffen ,  ist 

also  nach  6 

w  =  0,5064 +  0,0088 

Beaeichnet  aber  9  den  Winkel,  welchen  die  Nadel  bei  einer  ihrer  Lagen  mit 
einer  Senkrechten  zu  den  Parallelen  macht,  so  ist,  wie  Rudolf  Merlan 
(Basel  1797;  erst  Kaufinann,  dann  Professor  der  Mathematik  in  Basel)  bei 
Anlass  meiner  Versuche  hervorgehoben  hat,  die  9  entsprechende  Wahrschein- 
lichkeit des  Zusammentreffens 

b  ^_^  1 .  Cos  9 
"^  "  a  ■"        a 

Die  Wahrscheinlichkeit  aber,  das«  der  Winkel  zwischen 
9  und  ip-^-dip  falle 
d^        2 .  d^ 


»i 


va 


_1L. 


Vi»  n 

also  (86)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  dieser  Lage  ein  Zusammentreffen 
stoU  habe 

l.Cosy        2 .  d 9  2.1.  Cos 9 •  d 9 

a  «      ""  A.n 

d#her  die  WahrsohelnUchkelt  des  Zvsummeiitreffens  Oberhaupt 
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w  :=  I — ~  = I      Sin  9 1  — to  daee    s  =  —  .  —  lO 

J  nn  ftw  L  «  J       a»  A       w 

nnd  daher,  wenn  man  w  durch  die  entaprechende  Erfahrungswahrachelnlich- 
keit  eraetzt,  n  gewiaaermasaen  durch  aolche  Wurfverauche  gefunden  werden 
kann.  Fflr  obige  Zahlen  erhSlt  man  nach  10  nnd  8 

2.1      1     ,      2.1       ^  2.86        ^        2.86         ^^o^_ 

"  =  ^-^-^T:^-^^=  45.0,5064    -  46.0,5064«  '^^^^^- 

=  3,1596  ±  0,0518 

ao  daaa  alao  wirklich  n  innerhalb  der  Fehlergrenae  richtig  beatimmt  ist.  — 
Für  weitere  Anwendungen  vergleiche  c.  B.  224. 

tio«  Die  flberschtgsigen  Gleichiiogeii.  Ist  m «ccn,  und  hat  man 

n  Gleichungen  der  Form 

ax  +  hy-l-cz  +  ...-fh  =  0  1 

zwischen  m  Unbekannten  x,  y,  z,...  und  gewissen  Bekannten  a, 
b , .  • . ,  von  denen  wenigstens  einige  durch  Beobachtung  bestimmt 
worden  sind,  so  werden  keine  Werthe  von  x,  y,-..  allen  diesen 
Gleichungen  vollkommen  genügen,  sondern  es  werden  sich  die  Glei- 
chungen 1  durch  Substitution  irgend  solcher  Werthe  auf 

ax +  by-|-c  z-|- . . . +  li  =  f  * 

reducireii,  wo  die  kleinen  Grössen  f  ein  Maass  für  die  Fehlerhaftig- 
keit dieser  Annahmen  bilden.  Quadrirt  und  addirt  man  letztere  Glei- 
chungen, so  erhält  man 

x2 J?a«  +  y^-Sb2 -+2^-2' c2  +  ...  4-2 xy -Tab + 
+  2xz-Eac4-...  +  2x2'ah  +  2y^bh-f  ...  =  2:f«        S 

und  für  die  besten  Werthe  der  x  y  z . . .  werden  nach  dem  Grund- 
sätze der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  diejenigen  gelten  müssen, 
welche  JS  f  ^  zum  Minimum  machen,  d.  h.  für  welche  nach  den  Regeln 
der  Differentialrechnung 

d-Ef2  düi^  d-Sf2 

dx  dy  dz 

werden,  oder  also  welche  aus  den  nach  3  und  4  gebildeten  m  Glei- 
chungen 

X -T  a2 -4- y  J?  a  b  +  z -S  a  c  + . . .  + -J?  a  h  =  0 

xiab+y-Sb«  -f  z-Sbc +  . . .  + -Tbh  =  0  S 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

berechnet  werden,  —  Gleichungen,  welche  offenbar  direct  aus  den 
Gleichungen  1  hervorgehen,  wenn  man  jede  derselben  mit  dem  Factor 
multiplicirt ,  welchen  Xi  oder  y|...  in  derselben  hat,  und  alle  so 
erhaltenen  Gleichungen,  welche  in  Beziehung  auf  dieselbe  Unbe- 
kannte gebildet  worden  sind,  addirt. 
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Für  Anwendungen  der  im  Texte  enthaltenen,  nnd  wohl  keiner  weitern 
Begründung  bedflrfenden  Lehren,  sowie  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
ftberhanpt,  mag  i.  B.  auf  234,  328,  842,  375,  376,  413,  etc.  verwiesen,  und 
hier  nur  noeh  die  historische  Notis  beigefügt  werden,  dass  eich  schon  lange 
vor  Gauss  und  Legendre,  der  vortreffliche  Toblas  Mayer  in  seiuer  »Ab- 
handluDg  über  die'Umw&lsung  des  Mondes  um  seine  Axe  (Kosmographische 
Nachrichten  nnd  Sammlungen  auf  das  Jahr  1748.  Nttmberg  1760  in  4.)^  die 
Frage  stellte,  wie  Unbekannte  zu  bestimmen  seien,  wenn  die  Anzahl  der 
Gleichungen  ihre  Aniahl  übertreffe,  und  schon  damals  auf  gana  rationelle 
Welse  ans  den  ihm  vorliegenden  27  Gleichungen  die  cur  Berechnung  der  drei 
Unbekannten  nöthigen  drei  Normalgleichungen  bildete.  Vergl.  804. 


XXI.  Die  Hessnngeii  mit  Kette,  Kreusclieibe  ud  lesstiseh. 


Sil«  Di6  pra€tiS€h6  Geonatria.  Die  sog.  practische  Geometrie 
(Topographie,  Feldmessen) ,  aus  der  sich  wahrscheinlich  in  alten 
Zeiten  die  reine  Geometrie  erst  herausbildete,  hat  den  speciellen 
Zweck,  mit  Hülfe  einzelner  Längen-  nnd  Winkel-Messungen,  und 
daran  gelehnter  Constructionen  oder  Rechnungen  eine  Reihe  von 
Poncten  auf  dem  Felde  ihrer  gegenseitigen  Lage  nach  zu  bestimmen, 
und  so  Anhaltspuncte,  sei  es  für  die  Verzeichnung  oder  Berechnung 
einzelner  Grundstücke,  sei  es  für  Entwerfung  eigentlicher  Karten 
zu  erhalten.  Während  die  grossem,  sog.  ir^odStlsclien  Operationen 
dieser  Art,  bei  denen  die  Gestalt  und  Gh-össe  der  Erde  theils  be* 
stimmt,  theils  wenigstens  in  Betracht  gezogen  werden  soll,  und 
ebenso  die  sog.  chorographlscben  Regeln  zur  Entwerfung  von 
Kartennetzen,  am  Besten  erst  in  Verbindung  mit  der  Astronomie 
behandelt  werden  (siehe  XL  und  XIjI),  '  so  schliessen  sich  dagegen 
die  einfachem  Mess-Operationen  ganz  schicklich  als  ein  üebungs- 
feld  an  die  Geometrie  an. 

Fflr  prmktiBohe  Geometrie  sind  namentlich  folgende  Werke  sn  vergleichen : 
„Balten*  A  Treatise  on  Menenration  both  In  Theory  and  Pracüce.  London 
1771  in  4.  (2.  ed.  1788  in  8.),  ^  Joh.  Tobias  Mayer  (Göttingen  1753  — 
Gdttingen  1882;  Sohn  des  Astronomen  Tobias  Mayer;  Professor  der  Mathe- 
matik nnd  Physik  zu  Altdorf,  Erlangen  nnd  Q Ottingen),  Praktische  Geometrie. 
Oöttingen  1778—1788,  3  Bde.  in  8.  (4.  Aufl.  in  5  Bänden  1814—1818),  — 
Lonis  Piiisaant  (La  Fenne  de  la  Gastellerie  im  D^p.  8cine-et-Marne  1769  — 
Paris  1843;  Professor  der  Geod&sie  an  Paris  und  Mitglied  der  Academie), 
Trait^  de  topographie,  d'arpentage  et  de  nivellement.  Paris  1807  in  4.  (3  M. 
1820),  —  LaerolZt  Mannel  d'arpentage.  Paris  1826  in  16.  (6  6d.  1834;  deutsch 
von  Unger,  Gotha  1827  in  8.;  ital ,  Mflano  1831  in  16.  und  später),  —  Antonio 
Maria  Bordenl  (Pavia  1789  —  Pavia  1860;  Professor  der  Mathematik,  Geo- 
däsie und  Hydrometrie  cu  Pavia),  Trattato  dl  geodesia  elementare.  Milano 
1825  in  8.  (2  ed.  Pavia  1843),  —  Crelle*  Handbuch  des  Fcldmessens  und 
Nivellirens.  Berlin  1826  in  8.,  —   Hermann  ümprenbaeh  (Mains  1798  ^ 
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Otefloi  IMS;  Professor  der  Msthcmstik  m  OtesMn),  PnMscbe  Oeonetrie. 
Frankfurt  ISSi— 1835,  2  Bde.  in  8.,  —  Friedrich  Wilhelm  BarfsM  (Apolda 
1809;  Lehrer  der  Mathematik  in  Weimar),  Handbach  der  hShem  und  uedem 
Measkunde.  Weimar  1842  in  8.  (3.  A.  18M),  —  William  ■!■■■  (BlrmiiiB^am 
1793  —  Carlsbalton  1860;  Mechaniker  in  London),  Od  the  priacipal  aathe- 
matical  Inatruments  (6.  ed.  London  1844  in  8.),  —  C.  F.  Schaeltlcr»  Die 
Instrumente  und  Werkaevge  der  hohem  und  niedera  Messknaat  Leipsig  1848 
in  8.  (2.  A.  1852),  nnd:  Lehrbnch  der  gesammten  Messknnat  Leipsig  1851 
in  8.  (2.  A.  1854),  —  J.  Lei»eh,  Lehrbndi  der  praktiachcii  Oeonslrie. 
Wien  1849,  2  Bde.  in  8  ,  —  Karl  Bü^lbrelt*  Die  Inatrameate  der  Oeo- 
dlsie.  Nikmberg  1852  in  8.  mit  Atlas  in  fol-,  —  Friedrich  llvtecr»  Professor 
der  praktischen  Geometrie  in  Grata  nnd  Wien :  HandLneh  der  niederB  Oeo- 
disie  mit  einem  Anhange  fiber  die  Elemente  der  MarkseheidekvaaL  Wiea 
1852  in  8.  (2.  A.  1856),  —  K.  M.  BaBerafolB4»  Profeaeor  der  IqgeBiear- 
Wissenschaften  za  München:  Elemente  der  Vermessnngsknnde.  Mlnehea 
1856—1858,  2  Bde.  in  8.  (3.  A.  1869),  —  Samuel  Ala^p*  A  Trealise  ob 
Burreying.  Philadelphia  1857  in  8-,  —  Fr.  Baar«  Lehrbuch  dfar  Bledera 
Geodlsie.  Wien  1858  in  8.,  —  Georg  Christian  Conrad  BsbIm  (GoaUr  1809; 
Professor  der  praktischen  Geometrie  su  Hannover),  Die  geomelriachea  In- 
strumente der  gesammten  praktischen  Geometrie.  Hannover  1864  in  8-,  — 
P.  Bretmi  de  Champ,  Trait^  du  lev«  des  plana  et  de  rarpentage.  Paria  1865 
in  8.,  —  Jakob  Bebstela»  Professor  der  Mathematik  au  Frauenfeld:  I^kr- 
bach  der  praktischen  Geometrie,  mit  besonderer  Ber&eksichtiguog  der  neo- 
dolitenmessungen.  Franenfeld  1868  in  8.,  —  etc.** 

Sit.  Dia  Setawaaga  aod  dia  Uballa.  Da  man  sich  aftmmtliclie 
an  bestimmende  Puncte  auf  eine  horizontale  Ebene  (oder  bei  grosserer 
Ausdehnung  auf  eine  mit  der  Erde  concentriache  Kugelfl&che)  proji- 
cirt  denkt,  und  einerseits  diese  Projectionen,  anderseits  die  Langen 
der  Proijcirenden  (die  Höhen)  bestimmen  soll,  so  bedarf  man  vor 
Allem  ein  Mittel,  eine  horizontale  Ebene  zu  erkennen  oder  herzu- 
stellen. Hiezu  kann  die  sog.  Setzwaage  dienen,  d.  h.  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  in  dessen  Scheitel  ein  sog.  Loth  aufgehingt 
ist;  denn,  wenn  das  Loth  über  der  Mitte  der  Basis  einspielt,  so  ist 
letztere  horizontal,  und  wenn  somit  die  Setzwaage  auf  eine  Gkrade 
oder  nach  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  auf  eine  Ebene 
gestellt,  und  Qerade  oder  Ebene  so  lange  verändert  werden,  bis 
das  Loth  einspielt,  so  sind  auch  sie  horizontal.  Genauer  aber  ist  die 
sog.  Itflbelle^  welche  aus  einer  cjlindrischen,  im  Innern  nach  oben 
kreisförmig  ausgeschliffenen,  mit  einer  leicht  beweglichen  Flüssigkeit 
(Aether)  bis  auf  eine  Luftblase  gefüllten  Röhre  besteht,  und  gewöhn- 
lich in  messingener  Fassung  über  einem  Lineale  aufgehängt  ist.  Die 
Mitte  der  Luftblase  nimmt  beständig  den  höchsten  Punct  ein,  und 
wenn  man  die  Libelle  in  zwei  Lagen  auf  eine  um  n  geneigte  Ge- 
rade aufsetzt,  und  je  an  der  vom  einen  Ende  auslaufenden  Theilnng 
den  Stapd  der  beiden  Blasenenden  abliest,  so  hat  man 


L_ 
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WO  T  den  Winkelwerth  eines  Theilstriches  bezeichnet,  und  hieraus 

n^  It  +  rt  — 12— rg  ^  f  «iLdl£t±j2dli.v       * 

4  '  4  ' 

Um  V  zu  bestimmen,  befestigt  man  die  Libelle  auf  ein  um  eine 
Axe  drehbares  Femrohr,  bringt  nach  und  nach  durch  Drehen  das- 
selbe Blasenende  mit  zwei  Theilstrichen  zum  Einspielen,  und  liest 
entweder  an  einem  an  der  Axe  befindlichen  Theilkreise,  oder  an 
einer  in  bekannter  Distanz  aufgestellten  Messlatte  je  die  Stellung 
des  Fernrohrs  ab  (vergL  221.)  Bezeichnet  femer  d  den  v  entspre- 
chenden Bogen  und  r  den  Radius  der  Krümmung,  so  ist  (129) 
r .  V  .  Sin  1"  =  d,  und  wenn  daher  z.  B.  für  v  =  1'',  d  =  !■» 
werden  soll,  so  muss  r  <=  206"  sein.  Bei  der  Libelle  ist  endlich 
wohl  zu  beachten,  dass  jede  nngleichmässige  Erwärmung  störend 
wirkt,  da  die  Blase  immer  gegen  das  wärmere  Ende  hinstrebt 

Betswaage  und  Loth  sind  wahrscheinlich  sehr  alt,  —  Letsteres  kömmt 
wenigstens  schon  in  dem  Almagest  des  PtelemSns  (V 12)  vor.  Die  Rohren- 
libelle  wurde  dagegen,  wie  ich  1867  (vergl.  Viertelj.  der  Zttrch.  nai  Ges.  11 
B06— 809)  nachwies,  xnerst  1666  in  einer  kleinen  Schrift  „Machine  nouveUe 

ponr  la  eonduite  des  eanx,  ponr  les  bAtl<» 
mens,  ponr  la  navigation  et  ponr  la  plnpart 
des  antres  arts.    Paris  in  8.^  beschrieben, 
nnd  ist  wahrscheinlich   eine  Erfindung  des 
Pariser-Mechanikers  Chapotot»  von  dessen 
Lebensumsttaden  man  jedoch  leider  nichts 
weiss.   Ihr  Name  ist  von  Libella  (kleine  Waage)  abgeleitet;   die  Fransosen 
heissen  sie  Niveau  d'afr  cum  Unterschiede  von  dem  weit  Utern  Niveau  d'eau 
(der   268   erwähnten   Kanal waage)   der  Feldmesser.    —    Die  im   Texte  e»- 
wihnte  Störung  durch  Wirme  scheint  Anne-Jean-Paseal-Chrysostome  Dne»la 
C^ap«ll«  (Montauban  1765  —  Montauban  1814;  reicher  Privatastronom  su 
Montauban)  suerst  bemerkt  und  1802  in  der  Connaiss.  des  temps  beschrieben 
au  haben.  —  Die  ältesten  Libellen  waren  mit  Weingeist  gefBllt,  enthielten 
wirklich  eine  Luftblase,  wurden  nicht  ausgeschliffen,  und  an  den  Enden  au- 
geschmolsen;   in  neuerer  Zeit  sind  nur  noch  die  gemeinen  Libellen  so  be- 
sehaffen,  —  die  feinem  sind  im  Innern  möglichst  gerade  ausgeschliffen,  werden 
nahe  an  mit  Aether  geflült,  und  vor  dem  Schliessen  durch  Erwirmen  luftleer 
gemacht.  Schluss  durch  Znschmelsen  ist  sicherer  als  der  durch  eingeschliffene 
Glasstöpsel,  —  dagegen  ist  bei  ihm  allerdings  eher  ein  Zerspringen  in  grosser 
Wirme  an  befttrehten.  —  Wird  die  Libelle  in  eine  Fassung  eingespannt,  so 
ist  die  Bestimmung  von  v  su  wiederholen,  da  eine  kleine  Aenderung  im 
Drucke  eine  gana  merkliche  Formftnderung  veranlasst  —  Filr  die  sog.  Axen- 
UbeUe  vergL  829.  —  Fttr  das  Nivelliren  von  Ebenen  wird  der  Röhrenlibelle 
oft  eine,  nur  ein  einmaliges  Aufsetsen  erfordernde  sog.  Dosenlibelle  sub- 
stitnirt,  —  ein  cylindrisehes ,  mit  einer  gliaemen  Kngelaehaale  von  grossem 
Radius  gedecktes,    und  bis   auf  eine  kleine  Luftblase  (deren  Stand   beim 


282  —  Kette,  Kreuzflcbeibe  und  Messttseb.  — 

obersten  Pnnct  des  Deckels  die  Horicontalitftt  anseigen  und  beim  Dreben  um 
eine  verticale  Axe  nicbt  variren  soll)  mit  Weingeist  gefälltes  Gefitos. 

9tB.  Die  UDgenmessiing.  Zum  Messen  der  Distanzen  benutzt 
man  gewöhnlich  eine  Messkette  oder  Messschnur  von  50'  oder 
auch  von  10"  Länge;  da  sich  jedoch  bei  derselben  die  durch  an- 
gleichmässiges  Anstrecken,  ungenaues  Einrichten,  Unebenheiten  des 
Terrains,  etc.,  ergebenden  Fehler  a&mmtlich  summiren,  so  substitairt 
man  ihr  bei  Messungen,  deren  Genauigkeit  über  ViOM  betragen  soll, 
Systeme  von  auf  Stativen  liegenden,  mit  Libelle  und  (s.  301)  Ther- 
mometer versehenen  Massstäben,  deren  Zwischenräume  mit  Keil  oder 
Fühlhebel  bestimmt  werden.  —  Da  für  ein  grosses  a  sehr  nahe 
(l-^-lia)'  vs^l^nia^  so  darf  man  annehmen,  dass  die  Gknanig- 
keit  1 :  a  einer  linearen  Messung  für  Flächen  2,  für  Volumen  3  mal 
geringer  werde.  —  Betrachtet  man  die  freihängende  Kette  1  als 
Kreisbogen  des  Radius  r  und  des  Winkels  2a,  so  stellt  die  Sehne 
X  die  wahre  Distanz,  und  der  Pfeil  d  die  Senkung  der  Kette  dar, 
und  man  hat  (129  :  2,  4,  10  und  100 : 4)  nahe  für  1  «^^  SO' 

6  o.l 

Um  den  Werth  b  einer,  in  der  Höhe  h  über  dem  Meere,  gemessenen 
Basis  B  im  Niveau  des  Meeres  zu  finden,  hat  man,  wenn  r  den 
Erdradius  bezeichnet, 

-^= — i"^-     oder     b  =  B (1 — =-  — ...)         9 

Br-f-h  r^rr« 

Die  zur  Aufzeichnung  anzuwendende  Verjüngung  des  Maassstabes 
liängt  von  dem  Zwecke  ab.  Nimmt  man  Vio"^  ^  letzte  sichtbare 
Grösse  an,  so  ist  z.  B.  die  Verjüngung  Vioooo  ^^  wählen,  wenn  noch 
1*  sichtbar  sein  soll.  Die  eidgenössische  Karte  hat  Viaooooy  ^^^ 
Keller'sche  Reisekarte  Visoooo*  —  ^^^  blosser  Längenmessung  kann 
man  mit  Hülfe  einiger  Stäbe  auf  dem  Felde  nach  93  eine  Senk- 
rechte errichten,  nach  89  oder  116  eine  Parallele  construiren,  nach 
84  oder  111  einen  Winkel  halbiren,  nach  89  eine  Höhe  messen« 
nach  105  oder  117  die  Flächen  von  Figuren  bestimmen,  nach  ^9 
die  unroessbare  Distanz  zweier  zugänglicher  Puncte  verlegen,  nach 
109  die  Distanz  eines  unzugänglichen  Punctes  bestimmen  und  eine 
Qerade  über  ein  Hindemiss  weg  verlängern,  etc. 

Die  Lftngenmessapparate  sind  namentlich  eu  Onnsten  der  sog.  Orad- 
messnngen  (vergl.  a69->374)  fortwährend  vervollkommnet  worden:  8o  Unch^a 
aUerdings  schon  bei  der  um  das  Jahr  837  bei  Bagdad  vorgenommenen  Orad- 
meesnng  St&be  snm  Lingenmessen  auf;  aber  während  damals,  Ja  noeh  1669 
bei  der  von  Jean  Plcard  (La  Fläche  in  Anjou  1620  —  Paris  1683;  Priest^ 
und  Mitglied  der  Paris  er- Academie)  ausgeführten  Mesanng  die  Stäbe  »och 
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hölxeme  waren,  so  zog  aohon  im  Anfange  des  18.  Jahrhunderts  Jaques  Casvlal 
eiaeme  St&be  vor,  da  er  leichter  fand,  die  Temperatur  als  die  Feuchtigkeit 
in  Rechnung  su  ziehen.   Während   aber   Cassini  noch  glaubte,   die  kleinen 
Undnlationen,  welche  auch  das  ebenste  Terrain  hat,  vernachlässigen  zu  dürfen, 
so  legten  1736  Bougiier  und  Ciiarles-Marie  de  La  Condamine  (Paris  1701 
—  Paris  1774;  Mitglied  der  Pariser-Academie)  in  richtiger  Ueberlegung,  dass 
ein  Zeitaufwand  von  26  Tagen  durch  das  bessere  Resultat  hinlänglich  gerecht- 
fertigt sei,  in  Peru  jeden  einzelnen  Stab  sorgfältig  horizontal,  —  ja  am  Ende 
des   18.  und  zu  Anfang  des   19.  Jahrhunderts  gingen  aus   den  Werkstätten, 
denen  Jesse  Ramsden  (Halifax  1735  —  Brighthelmstone  1800;   Schüler  von 
Dollond;  Mechanikns  und  Optikus  in  London),   Etienne  Lenolr  (Mer  bei 
Bleis  1744  —  Paris  1832;  Mechaniker  in  Paris),  Georg  von  Relebenbaeh 
(Durlach  1772  •—  München  1826;  Artillerie-Ofilcier  und  einer  der  Chefs  der 
mathematisch-optischen  Institute  in  München  und  Benedictbeuem) ,  etc.  vor- 
standen, eigentliche  Basisapparate  hervor:   Diese  Letztem^  mögen  die  Stäbe 
aus  Eisen,  oder  Platin,  Glas,  etc.  bestehen,  haben  das  gemein,  dass  die  Stäbe 
auf  Stative  zu  liegen  kommen,  welche  in  horizontalem  und  verticalem  Sinne 
die  ndthigen  Verschiebungen  erlauben,  um  aligniren  und  nivelllren  zu  können. 
Die  Temperatur  wird  entweder,   wie  z.  B.  bei  dem   1834  von  Job.  Caspar 
Horoer  (Zürich  1774  —  Zürich  1834;  Astronom  auf  der  Weltreise  Krusen- 
stems,  dann  Professor  der  Mathematik  in  Zürich;  vergl.  Bd.  2  meiner  Bio-^ 
graphieen)  und  Job.  Georg  Oerl  (Zürich  1780  —  Zürich  1852;   Schüler  von 
Fortin;  Mechaniker  in  Zürich)  mit  Benutzung  von  „Heinrich  Christian  8ebn« 
maeher  (Bramstedt  1780  —  Altona  1850;  Director  der  Sternwarten  zu  Mann- 
heim und  Altona),   Schreiben  an  Olbers  über  den  Apparat  zur  Messung  der 
Baals  bei  Braack.    Altona  1821  in  4.'*,    und  der  von   dem  Verfertiger   des 
Apparates,  Job.  Georg  Repsold  (Wremen  in  Hannover  1771  —  Hamburg 
1830;  Mechaniker  und  Spritzenmeister  in  Hamburg),  direct  an  Homer  über- 
schriebenen  Notizen,  für  die  Schweiz  construirten  Apparate,  unmittelbar  an 
eingelegten  Thermometern  abgelesen,  —  oder,  wie  z.  B.  bei  dem  1792  von 
Jean-Charles  Borda  (Dax  im  D4p.  Landes  1733  —  Paris  1700;  Divisionscbef 
im  Marine-Ministerium  und  Mitglied  der  Aoademie  in  Paris;   vergl.  Notice 
hiatoriqne  von  Lefevre  in  M^m.  de  PInst.  Sc.  math.  IV)  und  Lenoir  für 
Frankreich  Angefertigten,  aus  der  mikroskopisch  abgelesenen  Bewegung  be- 
rechnet,  welche  das  freie  Ende  eines  Metallstabes  (Kupfer  von  0,00001717 
Ausdehnung  für  1^  C)  macht,   dessen  anderes  Ende  auf  dem  eigentlichen 
MaasBstabe  (Platin  von  0,00000884  Ausd  )  festgeschraubt  ist.  Bei  beiden  Appa- 
raten wurden  zur  Verhütung  von  Verschiebungen  zwei  auf  einander  folgende 
St&be  nicht  genau  zur  Berührung  gebracht,  und  dann  die  Zwischenräume  ge- 
messen, —  bei  Ersterm  durch  Einsenken  eines  Stablkeiles,  bei  Letzterm  durch 
Verschieben  einer  Zunge;  doch  dürfte  der  1816  von  Haaaler  bei  der  amerika- 
nischen Küstenvermessung  zuerst  angewandte  optische  Contact,  der  überdiess 
erlaubt,  mit  Einem  Stabe  zu  operiren,  noch  vorzüglicher  sein:  War  nämlich 
der  Stab,  dessen  Enden  mit  Spinnefaden  markirt  waren,  und  der  auf  seinem 
Stative  auch  in  der  Längenrichtung  verschoben  werden  konnte,  zum  ersten 
Male  gelegt,   so  wurde  über  sein  Ende  ein,  auf  eigenem  Stative  am  Boden 
ruhendes  und  nach  allen  Richtungen  verschiebbares  Mikroskop  so  aufgestellt, 
dass  sein  festes  Fadenkreuz   damit  coincidirte;   dann  wurde   der  Stab   neu 
gelegt,  so  dass  sein  Anfang  in  dasselbe  Krepz  fiel,  —  nun  das  Mikroskop 
wieder   Ober   das   Ende   versetzt,   —    u.   s.   w. ;    bei   Anwendung   von   zwei 
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Mikroskopen  gew&hrt  dieses,  neuerdings  von  Ignailo  Pinrr«  (Plgnerol  1705; 
Ingenieur,  meist  in  Paris  lebend)  portlrte  Prineip,  eine  schöne  Controls. » 
Ueber  die  am  Ende  des  Textes  erw&hnten  Constructionen  ist  hSohstsns  bd- 
xnfBgen,  dass,  wenn  man  die  beiden  Kettenst&be  in  einer  Dlstans  von  30' 
einsteckt,  und  die  Kette  am  Ende  des  21.  Gliedes  ansieht,  nach  98  notk- 
wendig  ein  rechter  Winkel  entsteht,  ~  dass  die  beiden  ParaUeloonstmetioneD  in 
den  Noten  su  80  und  116  bereits  ausgeführt  sind,  -*  und  dass  auch  die  fibrigea 
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^__  ac(d  +  e) 
be  — cd 


b  bd  —  ce 

Constructionen,  von  denen  übrigens  Einige  durch  die  beistehenden  Figuren  n- 

gedeutet  werden,  sich  in  sehr  einfacher  Weise  aus  den  citirten  Sltsen  ergebei. 

« 

914«  Kreuscbeiba  nnd  Winkelgpiegel.  Ist  man  mit  zwei  so 

einander  senkrechten  Diopterlinealen,  einer  sog.  Kreüzscheibe»  oder 
zwei  nnter  45^  gegen  einander  geneigten  Spiegeln  (284),  einem  eog. 
WiDkelftpiegel  versehen  j  so  lassen  sich  Senkrechte  so  leicht  er- 
richten ,  und  (dnrch  probiren)  fUlen ,  dass  die  meisten  der  in  213 
gelösten  Aufgaben  noch  einfachere  nnd  genauere  Lösungen  zulassen, 
so  z.  B.  nach  93  die  Bestimmung  der  Distanz  eines  unzugänglichen 
Punctes.  Soll  die  Distanz  zweier  unzugänglicher  Puncte  bestimmt 
werden,  so  fälle  man  von  ihnen  Senkrechte  auf  eine  Hülfsgende, 
und  suche  auf  jeder  derselben  den  Punct  auf,  von  dem  je  der  an- 
dere unzugängliche  Punct  über  die  Mitte  zwischen  ihren  Fqbs- 
puncten  gesehen  wird;  die  Distanz  der  so  gefundenen  zwei  Pnncte 
ist  die  Gesuchte  und  sogar  zu  ihr  parallel.  Femer  kann  man  dscIi 
124  leicht  Pnncte  einer  Kreislinie  von  gegebenem  Durchmesser  aof* 
finden  —  einzelne  Puncte  oder  eine  krunune  Linie  nach  77  durcb 
Coordinaten  aufnehmen,  etc. 

Der  Gebrauch  der  Absehen  oder  Diopter»  um  Richtungen  n  nebaA 
kömmt  schon  in  den  Utesten  Zeiten  vor,  und  schon  damals  scheint  der  d«a 
Auge  sugewandte  oder  sog.  Oealardlepter  meist  aus  einem  BlIttehcB  vi 
einer  kreisrunden  Oeffnung  oder  einer  Spalte  bestanden  su  haben,  ^  der  ica 
Gegenstände  sugewandte  oder  Objeetlvdlopter  aus  einem  Rlhmebes  v^ 
Fadenkreus.  Auch  die  Kreussoheibe  oder  das  Winkelkreus  (Dioptsrkicas« 
Equerre  d'arpenteur),  scheint  siemllch  alt  su  sein,  da  nicht  nur  ickoo 
Nicolas  BlOB  (1658?  —  Paris  1733;  Landkarten-  nnd  Globen-HlDflflr  b 
Paris)  in  seinem  verdienstlichen  ^Trait^  de  la  construction  et  des  prindpsix 
ussges  des  Instruments  de  math^matique.  Paris  1713  in  8.  (Auch  1716  «i^ 
sp&ter;  deutsch  von  Doppelmayr  unter  dem  Titel:  Mathematische  Werkiebik. 
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Nllniberg  1741  und  Bpftter  in  4.;  engl,  von  E.  Btone,  London  1758  in  fol.}" 
dieses  Inatrumentchen  abbildet  nnd  beschreibt,  sondern  sogar  schon  Johannes 
Ardliiser  (Lens  1584  —  Zürich  1665;  Ingenieur  in  Zürich;  vergl.  Bd.  4  meiner 
Biographieen)  In  seinem  Werke  „OeometriA  theoricas  et  practicsB.  XII  Bücher. 
Zürich  1627  in  4.  (2.  A.  in  14  Büchern  1646)'^  dasselbe  kennt  nnd  su  benuUen 
lehrt.  Es  ist  leicht  su  yerificiren,  indem  man  mittelst  desselben  vier  angeblich 
rechte  Winkel  an  einander  legt,  und  nun  nachsieht,  ob  der  letste  Schenkel 
mit  dem  ersten  coincidirt,  —  eine  Verificationsmethode,  welche  eich   ohne 

vreiteres  auch   auf  den  Winkelspiegel   Übertr&gt,    ein 

sehr  bequemes  Tascheninstrumentchen,  dessen  Theorie 

aus  beistehender  Figur  hervorgeht,  und  das  von  dem 

Aeltern  der  beiden  Optiker  George  Adams  in  London 

(Vater  17..— 1786;  Bohn  1760  —  1795)  erfunden,  von 

dem  Jüngern   in    seinem   „Oeometrical   and   graphlcal 

'^■^^      Essays,  containing  a  general  description  of  mathema- 

tlcal  Instruments.  London  1791  in  8.  (Deutsch  von  Oeissler,  Leipslg  1795}^ 

besehrieben  wurde.  Statt  seiner  wird  auch  oft  ein  von  Banemfeind  er^ 

Amdenes  Instrumentchen,    fOr  welches   aber  hier  auf  dessen   Schrift  »Das 

PriSfliClikraM  •  ein  neues  einfaches  Messlnetrument   München  1851  in  8.^ 

verwiesen  werden  muss,  benutst,  mit  dem  man  sich  überdiess  in  eine  Gerade 

einvisiren  kann.  —  Von  den  im  Texte  er- 
w&hnten  Constructionen  dürften  swei  durch 
die  beistehenden  Figuren  hinlänglich  er- 
läutert werden,  —  die  Übrigen  nicht  ein- 
mal dieses  Hülfsmittels  bedürfen.  —  Für 
einige  andere  Spiegelinstrumente  können 
die  Schriften  „Georg  Winkler  (Gross- 
Wiesendorf  1776  —  ?;  Professor  der  Forst- 
x  =  b>:a  x  =  a  mathematik  zu  Bruckersdorf  und  Maria- 

bnnin  bei  Wien) ,  »Beschreibung  eines  verbesserten  Spiegel-Lineales.  Wien 
1800  in  8.,  —  Elard  Romershsiiseii  (Niederurff  in  Unterhessen  1784  — 
Ifarbarg  1857;  erst  Pfarrer  su  Acken,  dann  Privatmann),  Der  ^plegeldiopter. 
Zerbst  1818  in  8.  (2.  A.  Halle  1845),  —  etc.^,  verglichen  werden. 

SIS»  Der  lesstisch.  Eine  Tafel,  welche  mit  Hülfe  einer  ge- 
wöhnlichen Libelle  oder  einer  hiefür  hinlänglich  genauen  Dosen- 
libeUe  horizontal  gestellt  werden  kann,  und  so  aufgestellt  ist,  dasa 
jeder  Piinct  und  jede  Gerade  auf  derselben  mittelst  der  sog.  Ein* 
lothsange  und  einem  ein  Femrohr  tragenden  sog.  Diopterlineal 
vertical  über  einen  Punct  und  parallell  zu  einer  Oeraden  auf  dem 
Felde  gebracht  werden  können,  kann  als  sog.  Meosei  oder  MeM- 
Iheh  dazu  dienen,  einen  Punct  in  richtiger  Lage  gegen  zwei  ihrer 
Distanz  nach  gegebene  Puncte  zu  verzeichnen.  Zuerst  wird  der 
Messtisch  über  dem  einen  Endpuncte  der  auf  ihm  verzeichneten  ge« 
messenen  Distanz,  der  sog.  Sfanclllnie  oder  Baslfi^  aufgestellt  und 
nivellirt,  —  dann,  wo  nöthig,  das  Diopterlineal  so  corrigirt,  dass 
das  Fadenkreuz  seines  Femrohrs  beim  Drehen  des  Letztern  um 
seine  Axe   einem  Lothfaden   folgt,    oder   von   einem  Objecto   auf 
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dessen  Spiegelbild  in  einem  künstlichen  Horizonte  geführt  werden 
kann,  —  nunmehr  das  Diopterlineal  an  die  verzeichnete  Baais  an- 
gelegt, und  die  Tischplatte  gedreht,  bis  der  andere  Endpunct  im 
Fadenkreuze  erscheint,  —  und  schliesslich  eine  Visirlinie  nach  dem 
zu  bestimmenden  Puncte  gezogen;  nachher  wird  entweder  bei  dem 
sog.  Polyg^onislren  die  Visirlinie  gemessen  und  aufgetragen,  — 
oder  bei  dem  sog.  VorwSrtsabscbnelden  der  Messtisch  über  dem 
zweiten  Endpuncte  der  Basis  eingestellt,  und  wieder  eine  Visirlinie 
gezogen,  —  oder  endlich  bei  dem  sog.  HOckwSrtsalMClUieideB 
der  Messtisch  über  dem  gesuchten  Puncte  mit  Hülfe  der  ersten 
Visur  annähernd  eingestellt,  und  dann  eine  Visirlinie  durch  den 
zweiten  Endpunct  der  Basis  gezogen. 

OewÖhnUch  wird  nach  dem  ZeugDisse,  das  Daniel  Sehwenter  (NfirnbfT^ 
1585  —  Altdorf  1636;  erst  Professor  der  orientalischen  Sprachen,  dann  der 
Mathematik  au  Altdorf},  der  Verfasser  der  seiner  Zeit  berflhmten  ^Delicic 
physico-mathematicffi  oder  mathematische  nod  philosophische  Erqnickstnndeo. 
Nürnberg  1636  in  4.  (2.  A.,  von  Harsdörifer  fortgesetzt,  1651—1653,  8  Theil€)% 
in  seiner  „Beschreibung  des  geometrischen  Tiscbleins,  welches  Joh.  Pr&torios 
erfunden.  NQrnberg  1610  in  4.  (nachmals  als  dritter  Tractat  in  dessen  Oeo- 
metrin  practica  novn  et  auctn  tractatus  I — IV,  Nürnberg  1627  In  4.,  aufge- 
nommen)^ ablegt,  —  angenommen,  es  habe  dessen  Lehrer,  Johannes  Prätoriaa 
( Joachims thal  1537  —  Altdorf  1616;  erst  Mechanikns  in  Nürnberg,  daon  folge* 
weise  Professor  der  Mathematik  in  Wittenberg  und  Altorf)  etwa  um  1611  den 
Messtisch,  der  daher  auch  wohl  „mensula  pratoriana^  genannt  wurde,  er* 
fanden.   Immerhin  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  auch  ArdAser  in  dem 
214  erwähnten  Werke,  und  wohl  nnabblngig  yon  Prfttorius,  dieselben  Opera- 
tionen auf  einem  mit  Papier  Überzogenen,  auf  einem  Btuhi  „nach  dem  Horiaont*' 
gelegten  Brette  lehrt,  —  ja  das  von  dem  noch  frühem  Lconhard  SaMer 
(Zürich  1563  —  Zürich  1609;  Mechaniker  und  Rathsherr  in  Zürich)  in  seinem 
Bchriftchen  „Fabrica  et  usus  Instrument!  chorographici.   Oermanice  descripta 
a  Leonh.  Znblero  et  latio  donata  a  Casp.  Wasero.   Basileas  1607  in  4.  (Aach 
deuUch  1607  und  1625)^  beschriebene,  ihm  durch  Philipp  Eberhard  (Zürich 
1563  —  Zürich  1627;  Steinmetz  in  Zürich)  wenigstens  seiner  ersten  Ide«  nach 
bekaxmt  gewordene  Werkzeug  eigentlich  nichts  anderes  als  ein  eben  solcher 
roher  Messtisch  ist.  —  Von  Manchen  wurde  früher  das   von  dem  Ingenuar 
J.  W.  ZaUmann  in  seiner  „Anleitung  lur  GeodAsie  oder  praktischen  Geo- 
metrie. Halle  1744  in  fol.  (Auch  1774)"^  beschriebene  und,  obwohl  viel  llterr, 
doch  meist  auch  nach  ihm  benannte  Schclbeainstranient  (das  eine  runde 
mit  Papier  au   bespannende  Scheibe  und   ein  um  ihren  Mittelpunct  drehbares 
Diopterlincal  hatte,  dessen,  den  einzelnen  Visuren  entsprechende  Durehschnitie 
für  jeden  Standpunct  auf  einen  bestimmten   der  zum  voraas  gesogenen  ctia* 
centrischen  Kreise  notirt  wurden)  dem  MeAstischo  aus  den  ähnlichen  Gründeo 
vorgezogen,  welche  jeUt,  mit  allerdings  etwas  mehr  Recht,  für  den  Theodo- 
liten gegenüber  dem  Messtische  geltend  gemacht  werden. 

%\ü.  Du  Princip  der  laltiplicatiOD.  Der  Messtisch  kann  nicht 
nur  zum  Verzeichnen,  sondern  auch  zum  genauen  Messen  m^^  Win* 
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kela  a  dieuen.  Stellt  man  ihn  nämlich  über  dem  Scheitel  des  zu 
messenden  Winkels  auf,  —  yisirt  nach  dem  einen  Winkelpuncte 
und  dann  nach  dem  andern,  —  stellt  nun  durch  Drehen  des  Tisches 
den  Diopterlineal  wieder  auf  den  erstea  Punct  zurück,  und  visirt 
nochmals  auf  den  zweiten,  etc.,  bis  nach  n  Operationen  die  letzte 
Visur  ehien  Winkel  von  etwas  mehr  als  b  Umdrehungen  mit  der 
ersten  bildet,  so  hat  man,  wenn  c  die  Distanz  der  dem  Radius  r 
entsprechenden  Puncto  dieser  Visirlinien  ist, 

n .  a  =  b  .  360°  +  Arcus  Chord»  — 

r 

woraus  sich  a  bei  Vermeidung  constanter  Fehler  um  so  genauer 
finden  lässt,  je  grösser  n  ist. 

Die  Einftthrung  des  Principes  der  Mnitiplication  verdankt  man  dem  ftltern 
Tobias  Mayer»  vergl.  dessen  Abhandlung  „Nova  methodus  perflciendi  in- 
strumenta geometrica  et  novum  instrumentum  goniometrienm  (Comment. 
Qotting.  II  17Ö2}».  —  Arcus  cbordn  (c :  r)  l&sst  sich  einer  Sehnentafel  (VI), 

oder  einem  mit  ihrer  Httlfe  constmir- 
ten  sog.  geradlinigen  Transpor- 
teur entnehmen,  von  dem  beistehende 
Figur,  in  der  zum  Auftrage  der  Seh- 
nen von  6^,  10^,  11^^, ...  ein  Decimeter 
5*  i&*  ^*  fUr  rc=Chorde  60*  angenommen  wurde, 

einen  Begriff  gibt,  und  dessen  Gebrauch  dem  des  allbekannten  verjüngten 
Maassstabes  analog  ist 

SIV»  Die  Pofh6DOt*sell6  Aufgabe.  Die  von  Snellius  zuerst  behan- 
delte^  später  nach  Pothenot  benannte  Aufgabe,  die  Lage  eines  Stand 
punetes  D  (s.  Fig.  1)  gegen  3  bekannte  Puncto  A,  B,  C  zu  be- 
stimmen, kann  mit  dem  Messtische  auf  folgende  Weise  gelöst 
werden:  Man  stellt  denselben  (am  leichtesten  mit  einer  Orientir- 
boussole)  so  über  D  auf,  dass  die  verzeichneten  Geraden  AB  und 
BC  den  entsprechenden  Oeraden  auf  dem  Felde  möglichst  parallel 
sind,  und  zieht  nun  durch  die  Puncto  auf  dem  Tische  und  Felde 
Visirlinien,  welche  ein  sog.  Feblercireleck  oi  ßi  yx  bestimmen 
mögen ;  dann  dreht  man  den  Tisch  ein  wenig  (wo  möglich  über  die 
parallele  Lage  hinaus)  und  construirt  ein  zweites  Fehlerdreieck 
ct^ßzYi^  die  Verbindungslinien  a|  ^29  ßxßit  YiYz  (eigentlich  nach 
124  die  Elreislinien  «i  »2  B  C ,  /?{ /?«  A  C ,  /^  />  A  B)  schneiden  sich 
in  dem  gesuchten  Puncto.  —  Kennt  man  (s.  Fig.  2)  a,  b  und  den 
in  das  Viereck  A  B  C  D  fallenden  Winkel  a ,  und  hat  ß  und  y  ge- 
messen, so  kann  man  (98:4;  103)  aus 

T,^-Tg(._4I^Tg2±32.«T,x  =  |^.i|;-f.  . 

und  ^j  +  V'^SeO«  — (a-[-/?  +  y)  t 
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q>  und  1//,  und  dann  (103)  r,  s,  t  berechnen.  —  Für  annähernde 
Bestimmungen  (z.  B.  um  den  Standpunct  beim  Lothen  gegen  be- 
kannte Puncte  am  Ufer  festzulegen)  kann  man  nach  Homer's  Vor- 
schlage ß  und  y  auf  Strohpapier  auftragen,  und  D  durch  Versuch 
ermitteln,  —  oder  auch,  wenn  man  (s.  Fig.  2)  AB  und  ihre  Orien- 
tirung  (d-f-^)  kennt,  die  aufD  an  der  Boussole  (314)  ftlr  ADnnd 
B  D  gemachten  Ablesungen  8  und  t  bei  A  und  B  antragen. 

Willebrord  SnelUna  lOste  die  im  Texte  behandelte  Aufgabe  in  seinem 
„EratoBthenes  batavus,  de  terr»  ambitus  yera  quantitate.  Lugd.  Batav.  1611 
in  4.^  durch  Rechnung  in  der  theils  durch  die  beistehende  Figur,  theüs  durch 
dae  Schema 


Dreieck 


AFH 

AOI 

AHI 

AEH 

ACD 

ABD 


Gegeben 


AF=y, 


90« 


b,  ß,  90* 
AH,Ai;^HAI  =  HAF  — lAF 

AH,  /.AHE  =  180»  — AHI,  »• 
b,ftZ.CAD  =  IAG  +  ÖO«-AlH 
c,  «,  /.BAD  =  A+Z.CAD 


Dreieck 

Gesucht 

AFH 

AH,  Z.HAF 

AGI 

AI,  Z.IAG  =  / lAP  —  A 
HI,  ZIAHI,  Z"AIH 

AHI 

AEH 

AE,  2.AE=3AD 

ACD 

CD 

ABD 

BD 

angedeuteten  Weise.  Bpftter  gab  Laurent  P«then«t  (16..  —  Paris  1732; 
Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris)  in  einer  U9i 
vorgelegten  Abhandlung:  „ProbUme  de  göom^trie  pratique:  TrooTcr  la  Posi- 
tion d'un  lieu  qne  l'on  ne  peut  yoir  des  principanx  points  d'oü  Ton  obsem 

(Anc.  M^m.  Par.  X)''  eine  LCsung  derselben  Aufgabe, 
welche  nun  seinen  Namen  erhielt  —  Die  im  T^xie 
gegebene  constructive  Lösung  mittelst  Fehlerdreieekes 
Q  setst,  da  diese  klein  werden  soUen,  eine  unter  den 
Tische  in  Coullssen  laufende,  etwas  drehbare,  bei  jeder 
Aufnahme  irgend  einmal,  wenn  der  Tisch  eben  orieotirt 
ist,  auf  Null  gestellte  und  dann  festgeklemmte  Boussok, 
eine  sog.  Orlentirbonaaolet  voraus.  Es  ist  diese 
Methode  besonders  durch  Joh.  Georg  LehHMnn  (Jo- 
hannismflhle  bei  Baruth  1765  —  Dresden  1811;  Director  der  Plankamaer 
in  Dresden),  vergL  den  sweiten  Band  seiner  „Lehre  vom  Bitoationsieiebscs* 
Dresden  1812,  2  Bde.  in  8.  mit  AUas  in  fol.  (5.  A.  1848)«^,  behandelt  worden. 
— •  sodann  von  Friedrich  August  Wilhelm  IVettO  (Leipsig  1783  —  ?;  Leki« 
der  militärischen  Messkunst  in  Dresden  und  Berlin),  ver^.  sein  „Lehrbsck 
der  gesammten  Vermessungskunde.  Berlin  1820 — 1825,  2  Bde.  in  8.^,  - 
ele.  —  Eine  andere  constructive  Lösung,  welche  (vergl.  A.  N.  490)  BmmI 
und  Kalenkamp  gaben,  besteht  darin,  dass  man  auf  dem  gesuehteB  Stsad- 
puncte  D  den  Messtisch  einmal  so  dreht ,  dass  das  an  A  C  gelegte  Diopter- 
lineal  ttber  C  hinaus  den  Punct  C  auf  dem  Felde  aeigt,  und  sodann  eise 
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Visnr  AD'  naoh  B  sieht,  —  nachher  so,  dass 
das  nieder  an  AG  gelegte  Diopterliaeal  Aber 
A  hinaus  den  Punet  A  auf  dem  Felde  aeigt, 
und  wieder  eine  Visnr  CD'  nach  B  sieht; 
legt  man  sodann  durch  D',  A  und  C  eine 
Kreislinie,  und  verlängert  D'B  bis  an  die- 
selbe, so  stellt  der  erhaltene  Punet  D  vor, 
da  die  beiden  a  und  ebenso  die  beiden  ß  der 
Figur  als  Peripheriewinkel  auf  gleichen  Bogen 
gleich  sind.  —  FUr  Ableitung  der  im  Texte 
gegebenen  Formeln  zur  LCsung  durch  Rech- 
nung dflrften  die  daselbst  befindlichen  Citationen  gentigeo,  —  sum  N&herungs- 
verfahren  von  H«nicr  ist  höchstens  beisufflgen,  dass  schon  Georg  Friedrich 
Jimnd«r  (Regensburg  1718  —  Augsburg  1788;  Mechaniker  in  Augsburg)  in 
seiner  „Beschreibung  eines  Universal-MesstiBches.  Augsburg  1772  in  8.*^  ein 
verwandtes,  wenn  auch  nicht  gans  so  praktisches  Verfahren  lehrte,  —  sum 
Nihemngsverfahren  mit  der  Boussole  ist  nichts  beisoftigen,  —  und  fllr  einige 
andere  Metboden  kann  auf  „fierlingt  Die  pothenot'scbe  Aufgabe.  Marburg 
1840  in  8.^  verwiesen  werden.  —  Für  die  von  Lambert  gestellte  und  nach 
ilun  benannte  Aufgabe,  die  relative  gegenseitige  Lage  von  sechs  Puncten  su 
bestimmen,  wenn  an  dreien  derselben  die  Asimutbe  der  drei  übrigen  be- 
stimmt worden  sind,  muss  ich  mich  beschränken,  auf  die  hübsche  LOsung 
derselben  su  verweisen,  welche  Georg  Daniel  Eduard  Wcycr  (Hamburg 
1818;  früher  Assistent  der  Hamburger-Sternwarte,  Jetst  Professor  der  Mathe- 
matik und  Astronomie  in  Kiel)  in  Orunert's  Archiv  (III  74 — 75)  veröffent- 
licht hat  —  Für  swei  andere  hieher  gehörende  Aufgaben  verweise  ich  auf 
114  und  116. 

S18*  Dtr  Distunieifar.  Hat  das  Fernrohr  des  Diopterlineals 
zu  dem  horizontalen  Mittelfaden  noch  einen  Parallelfaden  im  Win- 
keUbstande  a ,  und  spielt  eine  an  seiner  Axe  befestigte  Spitze  über 
einem  getheilten  Kreise,  dessen  Centrum  ebenfalls  in  der  Axe  liegt, 
und  dessen  Nnllpnnct  bei  horizontalem  Femrohr  mit  der  Spitze  co- 
incidirt,  so  kann  es  als  DIatanxmemer  aus  Einem  Stande 
dienen;  denn  stellt  man  in  der  Horizontaldistanz  x  einen  getheilten 
Stab  vertical  auf,  und  fällt  eine  Länge  a  desselben  zwischen  die 
Faden,  während  der  getheilte  Kreis  die  Ablesung  ß  gibt,  so  hat 
man  die  Gleichung 

xTg(a+Ä  — xTg/J=a    oder    x  ==  aCtgaCos^/J  — YSin2^   1 

wo  bei  X,  wenn  die  Genauigkeit  Vaos  g^^^g^i  ^^  letztere  Glied, 
sowie  die  Veränderung  der  Bildweite,  vernachlässigt  werden  kann. 
Die  Grösse  Ctg  a  wird  am  besten  bestimmt,  indem  man  den  Stab 
in  bekannter  Distanz  aufstellt.  —  Bei  der  Sfadia  der  Militär's  wird 
X  analog  bestimmt,  indem  man  beobachtet,  in  welcher  Distanz  vom 
Scheitel  ein  gewisses  a  (z.  B.  ein  Mann)  zwischen  die  Schenkel 
eines  in  bestimmter  Entfernung  vom  Auge  gehaltenen  Winkels  passt 

W«lf,    WaaifcwA    I.  19 
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Den  im  Texte  beschriebenen  DisUnimeaser  benotete  Ladwig  Wc«»  CB-el 
1695  -.  B«el  1772;  Professor  der  Mechanik  nnd  St^ltnotsr  m  BmcI)  «d«,n 

nm  die  Mitte  des  Torigen  Jahrhunderts,  machte  darüber 
an  Enler  Mlttheünng,  und  beschrieb  ihn  in  der  Abhand- 
Inng  „Solntio  famosissimi  problematis  gwimetrico-prac- 
tici  de  invenienda  distantia  objecti  remoti  ope  umc« 
et  cnjnscunque,  nt  vocant,  stationis  (Act  Helfet.  IV)  , 
—  nnr  hatte  er  noch  keine  ParaUclfaden,  sondern  masi 

die  beiden  Höhenwinkel  («  +  /0  und  ß  «weier  veiticsl 

fiber  einander  stehender  Puncto  von  bekannter  Distan.  a.  -  Die  erste  Olel- 
chnng  1  geht  nnmlttelbar  aus  der  Figur  hervor,  und  aus  ihr  folgt 

^  a(l-TgaTg/g)  ^  aCos« tf (1  — TggTgff 

»=Tg(«-f/?)-Tg/?-  Tg«(l  +  TgV)  '^«« 

oder  die  sweite  Gleichung  1,  mit  deren  Hülfe  bei  Vemachllssigung  des  nrei- 

ten  Gliedes  ^  «i  o.    o  />  f 

y  =  x.Tg/9  =  aCtga.y,Slna^ 

gefunden  wird.  Um  x  und  y  auf  dem  Felde  ohne  «^«^"^Jl^^.^^^,'^';^^ 
hslten  SU  können,  haben  meine  beiden  Freunde  J«^*^*»  J*^"*  [^^*^"''2 
1814:  jetzt  Professor  der  Geodisie  am  schwelscrischen  Polytechn^)  und 
Job.  Heinrich  Deii.ler  (Eglisau  1814;  jetzt  Katasterdirector  in  8olothuni), 
vergL  „Wild,  XJeber  die  topographische  Vermessung  des  Kantons  ZüncÄ, 
nebst  Erklärung  des  dabei  angewandten  logarithmischen  RechensUbes  CVern. 
der  techn.  Ges.  in  Zürich  1847),  einen  eigenen  Rechensteb  construirt,  m  dem 
man  auf  a.Ctg«  (die  Distanz  für  /?  =  0)  einstellt,  wihrend  der  gewöhnliche 
Schieber  Coe«Ä,  eine  Art  Schlaufe  aber  V«Sin2^  entspricht  -  Da  die  im 
Texte  beschriebene  8Udia,  namentiich  für  die  Artülerle,  unzureichend  ist, 
so  hat  man  sie  zu  ersetzen  gesucht,  und  so  entstand  unter  Anderm  der  sog. 
Tel«Bieter  des  französischen  Genie-Oberst  Gonller.  der  aus  awel  durcs 
ein  Band  d  von  40*"  verbundenen  Apparaten  besteht:  Der  Eine  A  »>««*«1"  "* 

dem  einen  rechten  Winkel  gebenden  Pnsm* 
p,  —  der  Andere  B  theüs  aus  einem  eben- 
solchen Prisma,  theüs  aus  einer  pUnconvexes 
Unse  M',  welche  gegen  eine  planooncsve 
Augenlinse  M  von  gleicher  Brennweite  eti^u 
verschoben  werden  kann ,  so  dass  das  Äng« 
bei  einem  dlrect  gesehenen  Gegenstande  G 
auch  einen  selüichen  Gegenstand  O'  sieht,  ssd 
der  durch  Letetem  bestimmte  Winkel  •  w 
__.-  „  gen&hert  durch  die  Verschiebung  MM*  be- 

stimmt wird.  SoU  nun  x  gemessen  werden,  so  steUt  sich  A  vorilufig  In  dem 
einen  Endpuncte  auf,  wÄhrend  B  ungefähr  senkrecht  au  AC  in  die  Disiw« 
d  geht;  dann  bewegt  sich  A  seiülch,  bis  er  durch  sein  P  den  andern  Ead- 
punct  C  über  B  hinaus  In  C  sieht,  —  und  nun  verschiebt  B  sein  M'  »*S 
dass  er  A  durch  M,  und  C  durch  sein  P  nach  derselben  Richtung  in  A"  «ud  C 
SU  sehen  glaubt.  Nach  rahlreichen  Versuchen  einer  schweizerischen  Expertee- 
Commission  kann  man  so  x  In  2Vt  Minuten  durch  einmalige  Messong  asf 
ly,,  In  5  Minuten  durch  zehnmalige  Messung  auf  l«/«  genau  erhalten. 
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XXn.   Die  lesnuigeB  mit  Tkeodolit,  Spiegelsextaat  ud 

NiTelliriiiitmmeBL 

S19*  Dia  gefhailten  Kreisa.  Theoretiscli  kann  die  Theilong 
eines  Kreises  bis  in's  Unendliche  fortgesetzt  und  mit  unbegrenzter 
Oenauigkeit  ausgeführt  werden,  —  practisch  dagegen  erreicht  man 
nur  zu  bald  eine  theils  durch  den  Badius  des  Kreises,  theils  durch 
die  Tbeilungsmittel  und  das  zu  theilende  Material  (früher  Holz, 
Eisen,  Messing,  —  jetzt  gewöhnlich  Silber  und  zuweilen  Olas)  be- 
dingte oberste  Grenze.  Setzen  wir  z.  B.  die  Bogenlänge  einer  Minute 
2rA:360.60  gleich  einer  Einheit,  so  wird  r  =  3437,7468,  und 
wenn  daher  jene  Einheit  auch  nur  Vio'^'  ^'  ^*  werden  soll,  so  muss 
der  Radius  schon  nahe  2^2  i  oder  der  Kreis  ein  sog.  fünffüssiger 
sein.  Zudem  wird  gefordert,  dass  die  Theilstriche  scharf  und  deut- 
lich seien,  und  man  darf  daher  mit  der  directen  Theilung  nicht 
einmal  bis  an  die  Grenzen  der  Möglichkeit  gehen,  —  bei  6— Szölligen 
Kreisen  wohl  nicht  weiter  als  bis  10^,  bei  20 — 36zölligen  bis  2*. 

Um  die  TheiluDg  weiter  treiben  zu  können,  worden  in  älterer  Zeit  mit- 
unter Monstre-Instrumente  construirt,  und  h&uflg  die  gansen  Kreise  durch 
Bectoren  ereetst;  so  beeaes  der  von  Tycho  Brahe  (Knudstrup  bei  Helsing- 
borg  1546  —  Prag  1601 ;  erst  königlich  dIniBcher,  dann  kaiserlicher  Astronom) 
im  Jahre  1569  oder  1570  f&r  die  Gebrüder  Hainsei  in  Augsburg  auf  einem 
Hflgel  unter  einem  Zelte  aufgestellte  Quadrant  einen  Radius  von  17V,',  —  ja 
der  Radius  des  Quadranten  (wenn  es  nicht  etwa  nur  eine  Art  Gnomon,  s.  850, 
war),  an  dem  der  Fttrst  Ulnf  beg;h  in  der  ersten  HAlfte  des  15.  Jahrhunderts 
sn  Samarkand  beobachtete,  soll  gleich  der  Höhe  der  Sophienkirche  in  Con- 
atantinopel  gewesen  sein.  In  neuerer  Zelt  hat  man  dagegen  eingesehen,  dass 
•olcbe  grossen  und  schweren  Kreise  schädlichen  Formänderungen  ausgesetzt, 
auch  kaum  scharf  su  theilen  sind,  —  Sectoren  noch  um  so  mehr;  man  geht 
daher  bei  tragbaren  Instrumenten  nur  höchst  selten  Aber  12zÖllige,  bei  festen 
Instrumenten  nur  ausnahmsweise  Aber  8  flüssige  Kreise  hinaus.  —  Fttr  Theil- 
methoden  auf  825  und  828  verweisend,  mag  noch  beigefügt  werden,  dass  cum 
Reinigen  der  Theilkreise  ein  mit  Speichel  befeuchteter  leinener  Lappen,  — 
bei  grösserm  Widerstände  mit  befettetem  Finger  aufzureibender  Lampenrusa 
an  empfeblen  ist 

SSO«  D6r  Terili6r.  Bei  jedem  zu  Winkelinstromenten  verwen- 
deten getheilten  Kreise  ist  die  Stellung  eines  Index  an  demselben 
abzulesen,  wobei  von  Index  und  Theilung  je  das  Eine  fest,  das  An- 
dere mit  der  Visirvorrichtung  beweglich  ist.  Um  diese  Ablesung  ge- 
nauer zu  erhalten,  wendete  man  früher  Transvenaltheiianfen 
'an,  während  jetzt  gewöhnlich  der  Index  durch  den  Nullpunct  einer 
zum  Kreise  concentrischen  Hülfstheilung,  des  sog.  Vemler^  ersetzt 

Ist  nämlich  z.  £.  ein  Kreis  von  10  zu   !(/  getheilti   und 
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wünscht  man  dennoch  auf  10^'  genau  ablesen  zu  können,  so  theUt 

nuin  zur  Hülfe  einen  Bogen  von  59 .  lO^  in  60  (allgemein  n  —  1  in  n) 

59 
gleiche  Theile.  Jeder  der  neuen  Theile  ist  um  l(y  —  -^tt-  .  lO*  =  10" 


1 


60 


86 
46 


(oder  — )  kleiner  als  ein  Theil  der  ELaupttheilung,  und  wenn  also 

z.  B.  der  0**  Theilstrich  des  Vemier  so  zwischen  54*  30'  und  54® 
4(y  der  Haupttheilung  steht,  dass  der  7^  Theilstrich  desselben  mit 
einem  Theilstriche  der  Haupttheilung  zusammenfällt,  so  muss  er  bei 
540  30'  +  7  .  10"  =  540  31'  10"  stehen,  und  entsprechend  in  andern 
Fällen.  —  Für  das  sog.  Ablesemikroskop  vergl.  327,  —  für  Unter- 
suchung der  Theilung  und  Elimination  der  Excentricität  328. 

Die  Noth wendigkeit,  genauer  ablesen  sn  können,  als  es  die  direete  Thei- 
lung der  Kreise  erlaubte,  veranlasste  schon  den  Portugiesen  Pedro  Nnnnes 
oder  l¥«Dliia  (Alcacar  de  Bai  1492  —  Coimbra  1577;  Professor  der  Mathe* 
matik  zu  Coimbra)  in  seinem  Werke  „De  crepusculis.  Olyssipone  1542  in  4.*^ 
ein  Hfilfsmittel  vorzuschlagen,  das  auf  dem  glficklichen  Gedanken  basirte, 
man  könne  weitergehender  Theilung  Ycrachlcdene  Thcllnng  d^asclkca 

^     li«f  ena  substituiren :  Man  soUe  nämlich  einem  in 
seine  90®  getheilten  Quadranten  noch  44  coneen- 
trische  Hülfsquadranten  beigeben,  und  diese  in  89^ 
88,  87,  ...  46  Theile  theilen;  wenn  dann  eine  ge- 
wisse Richtung  mit  keinem  Theile  der  HaupttheUaog 
zusammentrefTe,  so  werde  sie  doch  nahe  mit  irgend 
einem  Theilstriche  der  Hfilfstheilung  Ubereinstimmes, 
dessen  Werth  dann  ja  leicht  berechnet  werden  könne. 
Praktisch  war  jedoch  dieser  Vorschlag  wenig  werth, 
da  es  einerseits  (vergl.  Delambre,  Hist.  III  402—405)  gar  nicht  so  leicht  wsr, 
den  nächsten  Theilstrich  auszumitteln,  der  dann  in  manchen  F&llen  nicht  ein- 
mal   eine  grosse   Annäherung   darbot,   —   anderseits   dabei   45   verschiedene 
Th eilungen  erforderlich  waren,  von  denen  einzelne  (47,  53,...)  sogar  Prim- 
zahlen entsprachen,  —  ja  es  ist  zu  begreifen,   dass  Tycho  an  Einer  Probe, 
ihn   wirklich   auszuführen,    mehr   als   genug  hatte,    und   sofort  nach  etwas 
Anderem  suchte.    OlQcklicher  Weise  war  er  (vergl.  seine  Epist.  astr.  lib.  1) 
bei   seinem  Aufenthalte   in  Leipzig   durch  Johannes  Hammel  (Memmlngen 
1518  —  Leipzig  1562;  Professor  der  Mathematik  in  Leipzig)  mit  der  jetit 

noch  gebrauchlichen  Einrichtung  der  sog.  veijlingtea 
Maassstabe  bekannt  geworden,  und  hatte  nun  des 
Einfall,  dasselbe  Princip  auch  auf  KreistheÜungen 
anzuwenden,  wodurch  z.  B.  schon  bei  4z01iigen 
Kreisen,  die  entsprechend  beistehender  Figur  direct 
nur  in  Grade  getheilt  wurden,  doch  immerhin  asf 
10'  genau  abgelesen  werden  konnte.  Obschon  Tycbo, 
wie  einige  Decennien  später  ein  gewisser  Johannes 
Ferreriiia  zuerst  bemerkt  zu  haben  scheint,  eigent- 
lich statt  geraden  Transversalen  hätte  durch  das 
Kfi'iFcentrum  gehende  Transversalbogen  anwenden 
sollen,  so  erwies  sich  dennoch  sein  Verfahren  prak- 
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tisch  sehr  gut,  und  verhslf  ihm  wesentlich  su  der  seine  Beobachtungen  aus- 
leichnenden  Genauigkeit  Auch  sp&tere  Astronomen  machten  mit  Erfolg  davon 
Anwendung,  und  noch  1673  beobachtete  Jean  Rieher  (16..  —  Paris  1696; 
Mitglied  der  Pariser» Academie)  in  Gayenne  (vergl.  371  und  385)  mit  einem 
Sftssigen  Octanten,  dessen  kupferner  Limbus  mittelst  Transversalen  Minuten 
gab,  ja  noch  deren  Sechstel  absusch&tzen  erlaubte.  —  Nach  und  nach  vnirden 
dann  allerdings  auch  die  Transversalen  wieder  durch  die  im  Texte  be- 
schriebene neue  Anwendung  des  Nonius*schen  Gedankens  verdr&ngt,  welche 
Pierre  Vemler  (Omans  1580  —  Omans  1637;  Münzdirector  der  Grafschaft 
Bnrgund)  in  seinem  Bchrifbchen  „La  construction ,  l'usage  et  les  proprlöt^s 
du  quadrant  nouveau  de  mathtoatiques.  Bruxelles  1631  in  13.^  zuerst  be- 
schrieb, und  die  daher  mit  Recht  seinen  Namen,  hftuflg  aber  allerdings  auch 
den  von  Nonius  trigt  —  Theilt  man,  wie  im  Texte,  fQr  den  Veraier  (n  —  1} 
Theile  der  Haupttheilung  in  n  Theile,  so  läuft  derselbe  mit  der  Theilung, 
wfthrend  er  fOr  (n  -f  1)  ia  n  rSekwftrts  gehen  muss. 

S91«  Der  Theodolit  Das  wichtigste  Winkelinstniment  ist  der 
nach  und  nach  aus  dem  Astrolabium  der  Alten  (einem  getheilten 
Kreise  mit  Dioptern)  hervorgegangene  sog.  Theodolit^  welcher  aus 
einem  mit  Hülfe  von  drei  Fussschrauben  horizontal  zu  stellenden 
Kreise,  dem  sog.  Llmhas,  besteht,  der  entweder  fest  ist  (gemeiner 
Theodolit)  oder  um  eine  verticale  Axe  gedreht  werden  kann  (Repe- 
titions-Theodolit).  Auf  einer  in  dem  getheilten  Kreise  centrisch  lau- 
fenden Scheibe,  der  sog.  Albydade^  welche  mindestens  ein  Paar 
sich  diametral  gegenüberstehender  Vemier's  trägt,  stehen  zwei  gleich 
hohe  Lager  für  die  Axe  eines  geraden  (terrestrischer  Theodolit)  oder 
mittelst  Prisma  gebrochenen  Femrohrs  (astronomischer  Theodolit  oder 
Universalinstrument),  an  welche  wieder  ein  getheilter  Kreis,  der  sog. 
HSbenkrels^  angesteckt  ist,  dessen  Vemier-Paar  an  einem  der 
Lager  sitzt  Jede  Veränderung  in  der  Lage  des  Femrohrs  wird 
durch  das  Instrument  selbst  in  eine  horizontale  und  eine  verticale 
Bewegung  zerlegt,  und  man  kann  daher  mit  demselben  gleichzeitig 
Horizontalwinkel  und  Höhendifferenzen  messen,  sobald  dasselbe  ge- 
hörig aufgestellt  und  corrigirt  ist  —  Zu  letzterm  Zwecke  wird  die 
Libelle  auf  die  Axe  des  Femrohrs  gesetzt,  dieses  über  eine  der 
(gewöhnlich  getheilten  Kopf  mit  Index  besitzenden  und  dann  auch 
zur  Untersuchung  der  Libelle  benutzbaren)  Fussschrauben  gebracht, 
nnd  nun  die  Libelle  eingestellt;  dann  wird  die  Libelle  verkehrt  auf 
die  Axe  gesetzt,  und  vom  allfälligen  Ausschlag  die  Hälfte  an  der 
Fussschraube,  der  Rest  an  der  Libelle  selbst  corrigirt;  nachher  dreht 
man  die  Alhydade  um  180®,  und  verbessert  einen  neuen  Ausschlag 
der  Libelle  zur  Hälfte  an  der  Fussschraube,  zur  Hälfte  am  einen 
Lager;  hierauf  stellt  man  die  Axe  parallel  zu  den  beiden  andern 
Fusschranben,  und  bringt  mit  ihnen  nochmals  die  Libelle  zum  Ein- 
spielen.   Dann  stellt  man  das  Fadenkreuz  des  Femrohrs  genau  auf 
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einen  GkgenBtand  ein,  legt  hierauf  das  Fernrohr  in  seinen  Lagern 
nm,  oder  führt  es  nach  Drehen  der  Alhydade  nm  180*  dnrcli  Durch- 
schlagen auf  den  Gegenstand  znrttck,  und  verbessert  endlich  die 
Hälfte  der  Abweichung  an  den  Stellschrauben  des  Fadenkreuzes 
oder  des  Prisma's.  Sind  so  die  Hauptfehler  gehoben,  so  ist  das  In- 
strument zur  Winkelmessung  bereit,  bei  welcher  sur  Elimination  der 
Theilungsfehler  beim  Repetitionstheodoliten  die  Multiplication  (216) 
angewandt  werden  kann.  Für  die  Messung  von  Höhenwinkeln  vergl. 
225,  —  für  die  Axenlibelle  329. 

Das  AstroUbiiim  bestand  nrsprOngUch  ans  einem,  an  einem  Hinge  gehal- 
tenen oder  aufgehängten,  sich  in  Folge  der  Schwere  Ton  selbst  vertioal 
steUenden  Kreise;  später  erhielten  solche  Kreise  oder  die  Ihnen  talMtItaIrteB 
Quadranten  und  Bectoren,  um  nicht  nur  Verticalwinkel  meeaea  ra  kSmiea, 
eigene  Stative ,  mit  Kugelgelenken ,  —  ja  ea  begann  sp&teeteiia  T/tfc»  eines 
Kreis  mittelst  Fussschrauben  horisontal  zu  stellen,  und  über  Ihm  einen  dieb- 
baren Quadranten  mit  Dioptern  anzubringen,  um  so  von  sclbat  jeden  tu 
messenden  Winkel  in  eine  horizontale  und  eine  vertieale  Componente  sv  »er- 
legen, d.  b.  einen  sogenaxmten  AsimnttialqHadniBt  in  conatruiren,  ans  den 
dann  nach  und  nach  durch  die  Bemühungen  der  Bnuider»  RaoMdcnt 
Rclebenbaeh«  etc.  der  im  Text  beschriebene  TheodoUt  entstand.  Letsicrer 
Name  kam  um  die  Ifitte  des  18.  Jahrhunderts  von  England  her  in  nna,  und 
ist  wahrscheinlich  durch  successive  Umformung  aus  Alhydade  entstanden,  da 
(vergl.  eine  Note  von  A.  Morgan  in  PhU.  Mag.  1846)  schon  in  den  vorher* 
gehenden  Jahrhunderten  zur  Bezeichnung  eines  mit  Dioptern  oder  Alhydade 
versehenen  Kreises  die  Uebergangsformen :  Athelida,  athelidirter  Kreis,  theo- 
delltirter  Kreis,  etc.  gebraucht  worden  sein  sollen.  —  Bei  dem  sog.  gebroche- 
nen, spätestens  1816  durch  Reiebcnbaeh  angewandten  Femrohr,  fallen  dis 
vom  Objective  kommenden  Strahlen  auf  ein  in  der  Mitte  der  hohlen  Drehaxc 
angebrachtes  gleichschenklig-rechtwinkliges  Olasprisma,  und  werden  durch 
dasselbe  in  die   eine,   das   Oeular  tragende   Hälfte  der  Drehaxe  geworfen. 

Fällt  aber  ein  Strahl  unter  dem  Winkel  «  asf  dsi 
Prisma  ein,  so  verlässt  er  ea  auch  (a.  S88  nd 
286)  unter  dem  Winkel  t  =  «,  dn 

^  +  y=:46«s=d  +  y        also        ^=d 
und  dabei  büden  der  einiUlende  nnd  anstreteBie 
Strahl  einen  Winkel 

9  =  («  — /?)  +  180  — 2y  +  (f  — d)  =  90*  +  «a  t 
so  dass  daa  gebrochene  Fernrohr  nnr  fib  «=0 
der  Forderung,  es  solle  die  optische  Aze  senk- 
recht zur  Drehaxe  stehen  (keine  CoUimation  b^ 
sitzen),  Oenflge  leisten  kann.  —  Beim  astronomischen  Femrohr  wird  mit  nod 
ohne  Prisma  obcn-Hnteii  als  nnten-obeii,  —  dagegen  nur  ohne  Prizna 
li«iKa-recbta  als  rccbta-llnka  erscheinen.  —  Hat  eine  der  Pnaaachraabea 
des  TheodoUten  einen  getheilten  Kopf  mit  Index,   so   kann   man  eineneiti 


damit  V  (s.  212)  nach  der  Formel 


h .  w 


n.l.8in60».Sinl" 
bestimmen,  wo  1  die  Entfernung  zweier  Fussschrauben,  w  aber  die  Weite 
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Ihrer  Schranbengftnge  beselohnet,  nnd  h  die  Aniahl  der  Behraxibeng&nge  gibt, 
für  welche  das  eine  Blaaenende  n  Thelletriche  dnrchlAnft,  —  und  anderseits 
diese  Theilnng  benntxen,  um  mit  mehr  Sicherheit  die  bei  Correction  der 
Libelle  und  der  Lager  sich  ergebenden  Ausschlftge  gerade  cur  HUfte  an  der 
Schraube  eu  verbessern.  —  Wenn  auch  die  Fehler  des  Theodoliten  nach  den 
angegebenen  Methoden  möglichst  gehoben  sind,  so  wird  doch  immer  noch  der 
sog.  Horiaontalkreis  eine  kleine  Keigung  i  gegen  den  wahren  Horizont  besitzen, 
so  daas  sein  Pol  P  den  Abstand  i  von  dem  Zenithe  Z  hat,  und  nur  der  Theil- 
pvnct  ag  desselben  wirklich  im  Horizonte  Hegt  Femer  wird  die  Drehaxe  des 
Femrohrs  nicht  genau  mit  dem  Horizontalkreise  parallel  sein,  sondern  ihr 
Westende  W  eine  kleine  Erhebung  i'  über  denselben  haben,  und  während 
die  optische  Axe  zu  ihr  senkrecht  stehen  und  nach  O  weisen  sollte,  wird  sie 

den  Winkel  0O<>— c  mit  ihr  bilden,  und  nach  O' 
gerichtet  sein,  so  dass  der  Ablesung  a|  am  Hori- 
zontalkreise der  Punct  A^  am  Horizonte  entspricht 
Nun  hat  man  aus  Dreieck  PZW,  wenn  b|  die 
Angabe  der  Libelle  ist, 

8inb|=8ini'.Co8i4-Cosi'.8ini.Co8(a— ao-f900) 
oder  nahe,  da  a^QO^-f^H? 

bi  =  i'  — i8in(a  — ap)  =  i'  — iCos(ai  — ao)     S 
und  aus  demselben  Dreiecke 

8in(A— ao  +  90«):8in(a— ao-f  eO^'jsCosi^Cosht  oder  Az=a=90«-f  a«  41 
Femer  folgt  aus  Dreieck  ZWO',  wenn  8|  die  annähernd  am  Theodoliten 
(nach  236)  bestimmte  Zenithdistanz  von  O'  ist, 

Coa  (90*  —  c)  =  Sin  bj .  Cos  Zj  +  Cos  bj .  Sin  Zj .  Sin  [90«  —  (A  —  A,)] 
Da  in  dieser  Gleichung  die  linke  Seite  und  das  erste  Glied  rechts  klein,  so 
mnaa  auch  das  zweite  Glied  rechts  abgesehen  von  Zj,  also  Sin  [90* — (A — AJ] 
Uein  sein,  also  nahe 

e  ^  b| .  Coa  i|  -|-  [90* — (A  —  A|)]  6in Z|  oder  A|  =:  aj  -f  o .  Cosee  S| — h|Ctg  Z]  B 
so  daaa  sieh  also  Jede  Ablesung  mit  Hülfe  von  8  und  5  leicht  corrigiren  liest, 
sobald  man  i,  i',  a^  und  c  kennt  —  Stellt  man  aber  den  Kreis  successive  auf 
a|,  120*4-^  vnd  240*-|~<4  oin,  und  bestimmt  mit  der  Libelle  die  zugehörigen 
b|,  b,  und  b,,  so  hat  man,  da  Cos  120*  =  — Vi>  Sin  120*  =  +  Vt  V^ 
Coa  340*  =  —  y,  und  Sin  340*  =  —  Vt  V^ 
bj  =  i'  — iCos(at— ap)  b,=i'+ Vt  iCo«(*i-«o)+ V,iSin(a|— a«)  VT 

b,=i'+V,lCos(a,-ao)-Vtiöin(a,-ao)yT 
und  hieraus  durch  Comblnation 

^  +  N  +  N=3i'  b,  — b,  =yT.i.8in(ai— ao) 

b, ^b|  — 3b|=  8  .i.Co8(a|— a,) 
woraus  sieh  1,  i^,  a^  bequem  bereclmen  lassen.  Um  c  zu  bestimmen,  ist  es 
am  einfachsten,  das  Fernrohr  in  den  Lagern  umzulegen,  wobei  c  das  Zeichen 
ändert,  —  nochmals  zu  nlvelliren,  wodurch  man  b,  erhUt,  das  in  Folge  einer 
allfllligen  Zapfenuogleichheit  (s.  829)  etwas  von  b|  verschieden  sein  kann,  — 
dann  das  Fadenkreuz  auf  0*  zurückzuftihren  und  die  neue  Ablesung  a«  zu 
machen.  Man  hat  sodann  entsprechend  ö 

A|  =s  a|  —  c .  Cosec  z,  —  b.  Ctg  Z|  1 

so  dass  aus  6  und  7 


2 


8inZ|  — 


Coa 


folgt   Statt  mnzulegen  kann  man,   wenn  man  bereits  nach  828  Excentrlcitl^ 
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imd  IndezfeUer  kennt,  nm  180*  drehen  und  dveheeUagei.  —  Flr  die 
belenehtug  nnd  Fadenparallaxe  vergl.  326. 


Der  ^piagalseztui  Neben  dem  Theodoliten  ist  der  kein 
Stativ  erfordernde,  also  znr  See  brauchbare  und  aof  Reisen  bequeme 
Spiegelsextant  das  wichtigste  Winkelinstmment  Elr  besteht  ans 
einem  Ereissector,  auf  dessen  Ebene  (s.  F^g.  1)  ein  oben  durchbro- 
chener oder  unbelegter  Spiegel  A  parallel  zur  Nulllinie  der  Theilung 
des  Sectors  fest  aufsitzt.  Ein  zweiter  Spiegel  B  ist  auf  einem  dreh- 
baren Radius  befestigt,  imd  dieser  Letztere  trägt  zugldch  den  Index 
oder  Yemier  für  die  Ablesung.  Dem  Spiegel  A  eidlich  steht  ein 
Femrohr  F  so  gegenüber,  dass  seine  optische  Axe  und  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Spiegel  an  A  mit  der  Normale  su  A  gleiche 
Winkel  bilden.  Visirt  man  durch  F  und  den  unbelegten  Theil  von 
A  nach  einem  Gegenstande  D,  und  dreht  dann  den  Spiegel  B  so, 
dass  man  nach  derselben  Richtung  durch  doppelte  Reflexion  einen 
Gegenstand  C  zu  sehen  glaubt,  so  kann  man  aus  der  entspre- 
chenden Ablesung  a  den  Winkel  ß  finden,  welchen  D  und  C  am 
Auge  bestimmen;  denn  es  ist  offenbar 

/?«2a  — 2y  =  2[90-f  *  — (90  +  y)]  =  2a  1 

Um  die  hiemach  nöthige  Verdopplung  nicht  immer  machen  zu 
müssen,  wird  gewöhnlich  jedem  Theilstriche  das  Doppelte  seines 
Werthes  beigeschrieben,  —  und  zur  Prüfung  des  Parallelismus  von 
A  mit  der  Nulllinie  oder  zur  Auffindung  des  sog.  (TalUaMlItoBa- 
fetaleres  hat  man  einfach  nachzusehen,  welchen  Werth  ß  für  einen 
sehr  femen  Gegenstand  (C  =  D)  annimmt  —  Für  die  Messung  von 
Höhen  winkeln  vergl.  225,  —  für  die  Reduction  auf  den  Hori- 
zont 223. 

Nachdem  Robert  H««ke  (Freahwater  anf  Inael  Wight  1636  —  Londoa 
1708;  Professor  der  Geometrie  in  London  und  Secretir  der  Royal  Society) 
um  1661  ohne  den  gewünschten  Erfolg  yersncht  hatte,  Eisen  Spiegel  nr 
Conatmction  eines  Winkelinstmmentes  an  verwenden,  sandte  ffewtott  ITOO 

F^  Zeichnung  nnd  Beschreibung  einea  Bextaaten  mit 

X  swei  Spiegeln  an  WUXkmy,  damit  er  sich  iber 

^^A'—yf^O^ C'  ^^  praktische  Bedentong  deaselbea  anaapreche; 

^^^S/^^\\  dieser  erkannte  jedoch,  wie  ea  acheint,  dieselbe 

o'    */^Ovi>''  nicht,  —  Hess  die  Zusendung  liegen,  und  erst 

vi  ^ — ~^^^'::^&_  ^       1742  fand  man  sie  nach  seinem  Tode  naler  aeinea 

/O'  Papieren.  Unterdessen  legte  John  HaOey  (16.. 

—  London  1744;  Inatmmentenmacher  in  London^ 
der  viel  mit  HaUey  verkehrte,  vier  Jahre  nach  Newton«^  Tode,  ohne  diesea 
an  nennen,  der  Roy.  Society  ein  jener  Zeichnung  gana  entaprechendea  „Kew 
Instrument  for  toking  angles  (PhU.  Trans.  1781)**  vor,  nnd  da  man  aofort 
eiaaah,  welch*  grossen  NnUen  dasselbe  für  die  Nautik  haben  maaee,  kam  •§ 
bald  unter  dem  Namen  des   Hadley*echen  oder  Spiegel-Sextanten   In  aUge- 
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meinen  Oebrancb.  —  Der  im  Texte  gegebenen  Beschreibung  und  Theorie  des 
Sextanten  ist  Folgendes  nachcu tragen :  Dreht  man  A  nm  90^,  imd  versetzt 
F  nach  F',  so  kann  man  bei  gleichem  Stande  von  B  den  Winkel  C AD'  =: 
ISO^'-^/^^lSO«  — S«,  nnd  somit  schon  mit  einem  Octanten  alle  Winkel 
JEwischen  0  und  180*  messen.  —  Um  den  von  Jeder  Ablesung  in  Abaug  au 

bringenden  sog.  Ck>llimationsfe]il«r  c,  oder  viel- 

V         ^  mehr   die  Ablesung   bei   parallrtem   Stande    der 

^\        >L  Spiegel,  Bu  bestimmen,  wollen  wir  uns  den  Spiegel 

V  'D/y  B  so  gedreht  denken,   dass  derselbe  Gegenstand 

Y      Ay   I M  sowohl  direct  als  durch  doppelte  Spiegelung 

/         M^\l  jt    gesehen  wird;   die  entsprechende  Ablesung  sei 

f  /^^Ü^— — --' —       *''  wihrend  9  den  Winkel  der  von  M  ausgehen- 

^,}rZ^^^^^^S^jr^  den  Strahlen,   \fi  aber   den  Winkel   der  beiden 

^V   //  Spiegel  beseichne.  Man  hat  alsdann 

y^  9  =  2y  — 2<y=2[90  +  y  — (90+d)]s=2vr  « 

femer 

^gy=D  +  dCos^y  ^^*"^«  ^  =  -8iFT^LD-ö*^^y--2DF8»^H* 
und  endlich,  da  nicht  su  vergessen,  dass  jedem  Theilstriche  das  Doppelte 
seines  Werthes  beigeschrieben  ist, 


c  — c' 


=;^=-^  oder  csuc'  +  f  Ä 

Aus  8  geht  hervor y  dass  fttr  ferne  Gegenstände,  wie  a.  B.  für  die  Sonne,  f 
verachwindet,  und  in  solchem  Falle  ist  nach  4  unmittelbar  esse'.  Will  man 
die  Bestimmung  wirklich  mit  der  Sonne  machen,  so  thut  man  am  Besten,  ihr 
Spiegelbild  mit  dem  unmittelbar  gesehenen  Bilde  successive  beidseitig  snr  Be- 
rlihrung  an  bringen,  und  die  halbe  Summe  der  entsprechenden  Ablesungen  fBr 
c  BU  nehmen.  Will  man  dagegen  die  Bestimmung  mit  Hülfe  eines  terrestrischen 
Gegenstandes  der  Distana  D  bestimmen,  so  muss  man,  um  nach  8  je  9  be- 
rechnen au  können,  fttr  ein  und  alle  Male  2^  ermitteln:  Hiefttr  wird  der 
Sextant  auf  einem  Stative  oder  auf  seinen  Fttsschen  festgelegt  und  auf  M 
eingestellt;  dann  wird  ein  mit  einem  Fadenkreuze  versehenes  FemrOhrchen  O 
so  aufgestellt,  dass  man  dadurch  M  im  Spiegel  B  sieht,  —  nun  mit  dem  Sex- 
tanten ^  G  B  M  =  2  ^  gemessen,  —  die  Ablesung  s  gemacht,  —  und  dann  mit 
Hlllfe  von  2  und  4  aus 

8  —  0  =  2^  =  2;^  —  9  oder  2y  =  s  — c-f-y^»  — C  B 

2y  berechnet  Vermehrt  man  die  fttr  den  Winkel  der  Sonne  mit  einem  links 
von  ihr  liegenden  Gegenstände  erhaltene  Ablesung,  ohne  die  Lage  des  Sex- 
tanten BU  verändern,  rasch  um  dieses  2/,  so  dreht  sich  der  reflectirte  Sonnen- 
strahl auch  um  2y  nnd  wird  daher  nach  dem  Gegenstande  hin  geworfen,  so 
daas  der  Sextant  bei  dieser  Manipulation  sur  Noth,  wie  schon  Ctenss  be- 
merkte, ein  sog.  Heliotrop  (vergl.  284)  ersetsen  kann.  —  Um  au  unter- 
suchen, ob  B  senkrecht  zum  Limbus  stehe,  sehe  man  bei  C,  ob  der  Rand  des 
Umbus  nnd  sein  Spiegelbild  in  B  in  gleicher  Höhe  stehen;  oder  man  stelle 
vor  B  ein  Diopter  mit  Horisontalfaden ,  bei  E  ein  Diopter  mit  eben  so  hoher 
OeArangi  und  sehe  ob  von  E  aus  der  Faden  und  sein  Spiegelbild  in  B  in  gleicher 
Höhe  liegen.  —  Ist  B  nöthigenfalls  corrigirt,  und  der  Index  auf  c  gestellt, 
so  aollen  sieh  ein  Stern  und  sein  Spiegelbild  decken;  steht  das  Spiegelbild 
höher  oder  tiefer,  ao  Ist  A  nicht  parallel  B,  und  daher  au  oorrlgiren.  —  Stellt 
man  die  erwähnten  Diopter  so  auf  den  Limbua,  dass  die  durch  sie  bestimmte 
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Richtniig  uogef&hr  parallel  der  Axe  des  Fernrohrs  ist,  und  dreht  nun  den 
natürlich  bei  dieser  Operation  wieder  fest  liegenden  Sextanten  so,  daas  ein 
bestimmter  Gegenstand  O  in  die  Richtung  der  Diopter  fUlt,  so  soU  derselbe 
auch  im  Fernrohr  mitten  iwischen  den  swei  lum  Ldmbus  parallelen  Fades 
desselben  erscheinen.  Zeigt  sich  ein  anderer,  vir  wollen  annehmen  höher 
liegender  Gegenstand  H  daselbst,  so  schfttse  man  /_(Q,  B)^  a  ab,  wora 
der  Bextant  selbst  verwendet  werden  kann,  <—  und  corriglre  dann  entweder 
das  Femrohr  um  a,  oder  bringe  o  in  Rechnung.   Letsteres  kann  auf  folgende 

Weise  geschehen:  8ind  C,  D,  £  die  Puncte, 
in  welchen  bei  paralleler  Femrohraxe  die 
von  den  beiden  Winkelobjecten  konusendes, 
und  von  den  Spiegeln  reflectirten  Strahles 
eine  vom  Scheitel  O  des  Winkels  beschriebene 
Kugel  treffen  würden,  und  P  der  Pol  des  sie 
verbindenden  Kreises,  so  wird  nua  D  na 
a  nach  D'  gehoben,  —  also  E,  da  die  Kor- 
male des  Spiegels  A  hnmer  noch  nit  den 
einfallenden  und  reflectirten  Sirahle  fai  der» 
selben  Ebene  liegen  muss,  nahe  vm  «  nach 
E'  gesenkt,  —  folglich  C  aus  analogen  Gründen  wieder  nahe  um  a  nach  C* 
gehoben.  Man  wird  somit  C'D'^a'  messen,  dagegen  immer  noch  in  der 
Ebene  des  Limbus  G  D  =:  a  durch  Ablesung  bestimmen.  Nun  folgt  aus  Drei- 
eck P  C'  D'  nahe 

Gosa's=Sin*a+Go8*a.Gosa=:Gosa-f  Sa*8in>l''.8i]i*-|-  • 

wo  das  zweite  Glied  rechts  eine  kleine  OrOsse  beielchnet,  so  das»  man  mit 
genügender  Ann&herung  nach  60 : 4,  ö 


Ä'  =  a  — ««.Tgy.Sinl 


«4 


setsen  kann.  —  Für  die  Bestimmung  der  Excentriciat  des  Sextanten  luid 
ihres  Einflusses,  auf  328  verweisend,  mag  hier  vorläufig  nur  bemerkt  werdes. 
dass  sie  Karl  PhUipp  Heinrich  PUtor  (BerUn  1778  —  Berlin  1847;  Meehaniker 
in  Berlin)  etwa  1845  veranlassen  half,  den  schon  von  Tob.  Majrer  in  seioea 
nTabul«  motuum  Solls  et  Lunas.  Londini  1770  In  4.^,  und  von  ■•ria  is 
seiner  „Description  et  usage  du  cercle  de  r^flexlon.  Paris  1787  in  4.  (1  ^ 
1802)'«  vorgeschlagenen  Spiegelkreis,  welcher  mit  den  Vorsflgen  des  Sex- 
tanten diejenigen  des  VoUkreiaea  und  sogar 
der  Multiplication  verbinden  sollte,  n  ver» 
vollkommnen.  Nach  seiner  Conatractioa  sitit 
der  drehbare  Spiegel  A  auf  einem  Durch- 
messer mit  swei  Vemiera  D  und  E;  der 
feste  Spiegel  ist  durch  ein  vor  dem  Fers* 
röhr  C  stehendes  Prisma  B  ersetst,  destea 
Reflexionsebene  der  Nulllinie  O  F  psrsUel 
sein  soll.  Da  man  Ar  diese  Combinsti<ii 
offenbar 

9=180«— 2/J— 2y=:2(90*-.^— y)=2«« 
hat,  so  ist  in  der  Thai  die  Theorie  des  Spiegelkreises  gans  dar  das  SsKtaates 
i»alog,  und  es  lassen  sieh  somit  auch  alle  für  den  Sextanten  eatwiekeltn 
Theorieen  fast  unverlndert  auf  ihn  übertragen. 
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Die  Redliction  auf  Centamm  nnd  Horixont.  Kann  man  sich 

im  Scheitel  eines  Winkels  B  A  C  ==<  A  nicht  aufstellen,  so  xnisst  man 
▼on  einem  benachbarten  Puncte  D  (s.  Fig.)  den  Winkel  BDC  =  D, 
und  hat  sodann,  wenn  einer  der  sog.  DIrectIonswtnkel  a  oder  ß 
und  die  ExcentricltSt  e  bekannt  sind,  nach  83  und  103 

A  =  D  +  ArcSin  «SiD(«  +  D)  _j^^Q^±^na  ^ 

b  c 

T\       A        A     rn         c  Siu  /?         ,    a      rp         c  Sin  (A  -f  /9)         ^ 

D  =  A  —  Are  Tg  -^ 7f—ä  +  Are  Tg J"    ,\  ^'^     % 

^  b  — eCos/y  ^  c  — eCos(A4-/fl) 

oder,  da  in  den  meisten  Fällen  e  gegen  b  und  c  sehr  klein,  mit 

hinllbiglicher  Annäherung 

A  —  n  a.  e  Sin  (g  +  D) «  Sin  a  ^ 

^ ""  ^  "^        b  Sin  1"  ^Sinl"'  • 

T.-A         eSin/?     ,    eSin(A4-/y)  ^ 

^  ""  ^       b  Sin  1''  "^      c  Sin  V* 
Bezeichnen  femer  a  den  wahren,  A  den  Horizontalwinkel  zweier 
Objecte  der  Zenithdistanzen  b  und  c,  so  hat  man  nach  160,  indem 
mAn  sich  aus  dem  Scheitel  des  Winkels  eine  Eugelfläche  von  be* 
liebigem  Radius  beschrieben  denkt, 

Cosa^^^^^  g;^-')         wo     Tgx  =  Tgc.CosA* 

Cos^^T/Si^jj^T^      wo      s  =  A±^         « 
2        y       Sinb.Sinc  2 

gesetzt  wurde. 

Die  cor  Rednctlon  anf  dae  Gentmin  der  Station  dienenden  Formeln  1  und 

d,  von  welchen  die  erste  ans 

y+D=d+A  1 

8iny:8in(o  +  D)=re:b  '  ^ 

Sin  d :  Bin  a  =  e :  c 
hervorgeht,  —  die  zweite  aber  aus  der  ersten  unter  Vor- 
"ö  aussetsung  eines  relativ  kleinen  Werthes  von  e,   tragen 

hliiflg  den  Namen  von  Delambrc*  der  sie  anerst  aufgesteUt  au  haben  scheint. 
-—  Die  siir  umgekehrten  Aufgabe  dienenden  Formeln  2  und  4  folgen  eben- 
falls aus  7,  indem  man  sich  aur  Bestimmung  von  y  und  d  von  D  aua  Senk- 
rechte anf  A  C  und  A  B  gezogen  denkt  —  Fflr  5  und  6  genflgt  wohl  die  im 
Texte  gegebene  Andeutung. 

SS4«  Dia  sog.  Triaognlationail.  Verbindet  man  eine  Reihe  von 
Puncten  unter  einander  und  mit  einer  genau  gemessenen  Basis  durch 
eine  Kette  von  Dreiecken  oder  ein  sog.  Dreiecksnets^  so  kann 
man  aus  den  Winkehi  dieser  Dreiecke  durch  Berechnung  die  Distanz 
irgend  zweier  dieser  Puncte  und  die  Coordinaten  sämmtlicher  Puncte, 
folglich  die  schönste  Controle  für  eine  Detailaufnahme  erbalten. 
Meistens  werden  die  Coordinaten  auf  einen  der  Puncte  und  seinen 
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Meridian  bezogen,  und  dafUr  nach  330  oder  344  du  Azimntb  w 
einer  ersten  Seite  bestimmt;  dann  hat  man  einerseits  (s.  Fig.) 

X  =  a  Cos  w      xi  =  x  —  a|  Cos  W|       x^  »  X|  +  S|  Cos  Wj  etc.  I 

y  =  a  Sin  w      yi  •=  y  —  »t  Sin  W]        T»  =  yi  H-  *i  Sin  Wj    etc.  ■ 

w,  =  w  — (a,  +  a8)  +  180»         w,  =  W| -f  (o,  +  «i)  — 180»  etc.  S 

TTührend  anderseits 

a         Sin  Ol  >t         Sin  a*       ,  . 

—  =  „.      '  -i-  =  '^. — i    etc.  « 

a|         bin  cij  a|        ein  l*^ 

also  durch  Moltiplication 

Sin  gj .  Sin a^. ..  Sin «n.  _ 

Sin  oj .  Sin  Sj  ■  ■  ■  Stn  «)■— i 

Ane  der  ersten  Proportion  4  folgt  durch  Differentation 

d  a,  -=  d  a .  -|^  —  a,  (Ctg  o, .  d  o,  —  Ctg  o, .  d  oj)  Sin  1"     • 

und  man  hat  daher  bei  einer  Triangulation  auf  möglichst  gleich- 
seitige Dreiecke  sn  sehen,  damit  der  Fehler  in  der  Lftngenmesaimg 
sich  nicht  mnltiplicire  nnd  die  Fehler  in  der  Winkelmessoog  sich  nah« 
aufheben.  Aus  5  aber  folgt,  wenn  A  a  den  mittlem  Fehler  der  Winkel 
nnd  Aa,  Aa.  die  Fehler  der  ersten  und  leisten  Seile  beseichnen, 

Aa,  =  ±Aa.-^  +  a.Sinl"  (Ctg  «,  — Ctg  «,  +  ...)  A«        » 

oder  durch  Quadriren  und  Weglassen  der  Olieder  mit  + 

A  a.  *  =  a.«  [^*-  +  A  o* .  Sin«  1" .  £  ag«  «]  « 

Setzt  man  A  «  =  0,  so  wird  Aam  =  ag.Aa:a,  d.  h.  es  istAa,  dem 

Fehler  der  Basis  nnd  dem  Verhältuiss  der  zu  bestimmenden  Lioge 

znr  Basis  proportional.    Setzt  man  Aa^O,   so  wird  nahe  Aas" 

a.  Ctg  a .  A  a  ■  Sin  1" .  Vfä,  d.  h.  es  ist  A  a.  dem  Fehler  der  Winkel 

und  der  Wurzel  aus  der  Anzahl  der  Verbindnngsdreiecke  proportional. 

Ein«   «nte   AndentaDg   einer  TriMignUtlon  BndU  man   aclion    In   der   toh 

8ebMlUa  MOastcr  (Ingelheln  14Se  —  Buel  1&&3;  Profeuor  der  hebriieefarD 

Sprache  In  BaMl;   i.  Bd.  3   meiner  Biographleen)  heraaagegcbeaen  „Coaa»»- 

graphla.   BecbrelbuDg  aller  Lender-   Batel  15U  In  fol.  (avcb  aplUr  wieder^ 

^ . .  ^,,f.^_^^  bolt ,   nnd  ebenio  oIao  Hcage 

^,,,..-r'"^?Vd^      r^^^^^VTx.  lalelniaoher,  franaSalaoher,  ila- 

■*V  /*'\  /  i  ^^  UenlBcher,engliii!hBr,e(fi.An»- 

■^    ^X-f  SJ9-    :  ?V    Ih  t/  '■"    JJK  ^    «»•»n)''-  K'  erientirt  nlmUch 

'■.•r\j^y       firV    •      /-     t.      ^f?^  an  Einem  dreier,    naek   Ibrer 

■ -TiClO^  ;       A  ^"V/ ,.,-^''^^^  gegenaeiUgen  U«e  an  beatte- 

"     ^'~"~-~s^^'''''^^  mender  Punete  mit  Hülfe  eise* 

Compaaies     eloen     g*üi  eilten 

Knia,  nnd  beatlnunt  von  demBelben  am  die  Abweichungen  der  beiden  andere 

Pnoet*  von  der  MItlagallnle;  dann  iteht  er,  wie  viele  Stnndn  er  „an  ha*  oder 

in  rou"  branobe,  nm  von  diesem  enten  Puucte  an  einem  der  baiden  andern  ra 
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kommen,  verwandelt  seinen  ,,fas8gang  oder  ritt  ra  meilen^,  von  denen  15  auf 
einen  Grad  geben,  miset  am  iweiten  Puncto  wieder  seinen  Winkel,  sucht  nnn 
dnrcb  Constmetion  die  andern  Seiten  des  so  bestimmten  und  xngleich  orien- 
tirten  Dreiecks,  n.  s.  f.  Als  eines  der  ersten  Beispiele  einer  etwas  voll- 
kommenen Operation  dieser  Art  dftrfte  dagegen  die  von  SnellluB  in  dem 
317  angeflkhrten  Werke  beschriebene  Triangulation  citirt  werden.  —  Die  For- 
meln 1—8  des  Textes  bedttrfen  wohl  keiner  weitem  Ableitung;  dagegen  mag 
noch  an  einem  einfachen  Beispiele  geseigt  werden,  wie  man  in  neuerer  Zeit 
bei  einem  Dreiecksnetse,  in  welchem  man  mehr  Elemente,  als  die  Berechnung 
wirklich  erfordert,  gemessen  hat,  eine  sog.  Ansgleiehnng  derselben  vorsu- 
nehmen  pflegt:  In  dem  in  106  durchgerechneten  Vierecke  wurden  eigentlich 
durch  unmittelbare  Messung  die  9  Winkel 


-  ^ 

«. 

1)   a+«=:87  20  6ö,l 

^Vä'j^SU- 

-3^ 

2)           1  =  48  85  11,0 

jrt' 

8)  /J  — A=52  41  57,3 

rii 

\/ 

Fj 

4)           il  =  44  27  86,0 

a/ 

X 

IC 

5)           ^  =  44    4  46,8 

ißt   ^ 

r, 

Vi 

6)           d  =:  41  12  29,4 

"»rr^ 

7)  y+d  =  85  17  15,1 

N«rf 

—  y- 

*H 

rl 

8)          /i=:48  11  88,5 

^ 

9)  1,-^=42    0  51,6 

bestimmt, 

aus 

welche 

n  die 

in  106 

gegebenen  Winkelgruppen  n^f  und  ^«ij 

folgen,  wenn  man  von  jedem  der  Winkel  V|  des  Ueberschusses  der  be- 
treffenden Gruppe  Ober  180^  absieht  Es  wurden  also,  da  sur  Bestimmung 
eines  Vierecks  ausser  einer  Seite  (hier  a)  schon  4  Winkel  (s.  B.  a,  /?,  d,  i) 
hinreichen,  flberflflsslge  Winkel  gemessen,  welche  xu  Bedingungsgleichungen 
fuhren,  von  denen  drei  Arten  sn  unterscheiden  sind:  Eine  erste  Art  besieht 
sich  auf  Bedingungen,  welche  die  an  einer  einseinen  Station  gemessenen 
Winkel  einsttgehen  haben.  So  sind  in  dem  vorliegenden  Beispiele  nicht  nur 
die  Winkel  /  und  d,  sondern  es  ist  auch  /-|-^  gemessen;  beseichnet  man 
daher  die  CorrecUon  eines  Winkels  mit  seiner  in  Klammern  eingeschlossenen 
Kummer,  so  hat  man  die  Bedingungagleichung 

44*  4'  46",8  +  (5)  +  41»  12'  29",4  +  (6)  =  85«  17'  15",1  +  (7) 
oder  —  1,1  =  (5)  -f  (6)  —  (7)  0 

Eine  Bweito  Art  beruht  auf  der  Winkelsumme  180^  -f-  2  e  des  Dreiecks,  wo 
nach  188  und  876,  wenn  F  in  Quadratmetern  ausgedrückt  ist, 

^  •  =  r'Stol''  =  ^*'°'  ^^''^ ^  -  ^»^^^^^ 
So  ergibt  sich  in  unserm  Beispiele  für  Dreieck  WNR  nach  den  Daten  in  106 

2  e  s=  Num  (8,9698  —  8,2983)  =  4",7 
also  die  Bedlngungsgleicbung 

87*  20'  55",1  4-  (1)  +  44»  27'  86",0  +  (4)  +  48«  11'  88",5  +  (8)  =  180«  +  4",7 
oder  +  0,1  =  (l)  +  (4)  +  (8)  lO 

In  ihnlicher  Weise  erb&lt  man  für  Dreieck  WRL  den  Excess  4",8  und  die 
Bedingungsgleichung 

+  0,8  =  (8)  +  (7)  +  (9)  11 

ebenso  fOr  Dreieck  N  W  L  den  Excess  4",5  und  die  Bedlngungsgleicbung 

+  0,3  =  (1)  -  (2)  +  (8)  +  (4)  +  (5)  \% 

Das  vierte  Dreieck  NLR  gibt  dagegen  offenbar,  als  durch  die  andern  bedingt, 
keine  neue  Bedingungsgleichung.  Eine  dritte  Art  endlich  beruht  auf  Doppel- 
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bereohniiDg  derselben  Seite,  sei  es  durch  verschiedene  CombiAAtion  Ton  Drei- 
ecken, sei  es  ans  verschiedenen  bekannten  Seiten  oder  gar  Onrndilnien.  80 
folgt  in  nnserm  Beispiele  einerseits  ans  Dreieck  NWL  nnd  anderseits  aus 
der  Dreieckfolge  N  W  R  und  N  R  L 

Sin  fi  ,  ^  Sin«  Binil.Sinii 

^  Sin/  ^  öind  Sin /i.  Sin  ^ 

also«muBS,  da  für  richtige  Winkel  t|  =  t|  werden  muss, 

.  _  Sin [ß^X  +  W  +  X  +  (4)]  Sin  [S  +  (6)] Sin T/i  +  Wl 
-  Sin[X  +  (4)]8in[y+(ö}]SinQi*H-(8)  +  ,-./i  +  (9)] 

sein.  Logarithmiren  wir  diese  Gleichung,  und  bedenken,  das«,  sobald  ^x 
klein  ist,  nach  60,  57  und  49 

logSin(x+Ax)  =  logSinx+^^i^|?^.Ax=log8inx+M.SinX".Ctgx.Ax 

gesetst  werden  kann,  wo  M=  0,4342946  den  Modulus  der  gemeinen  Logi- 
rithmen  beseichnet  oder  log (M. Sin  1")  =  4}3238Ö92  ist,  so  erhalten  wir 

log  Sin  A  +  log  Sin  / -f  log  Sin  1}  —  log  Sin /9  — log  Sin  a  —  log  Sin /»  = 
szM.Sin  l"  r(8)  Ctg/J  +  (4)  {Ctg/9— CtgX)  —  (5)  Ctgy +  (6)  Ctg^+l 
L+ (8)  (Ctg /4- Ctg,)  — (9)  Ctg,  J 

oder  also  mit  Benutsung  der  obigen  Daten,  wenn  alle  Glieder  mit  10000000 
multiplieirt  werden,  noch  die  neue  Bedingungsgleichung 

98  =  — 8.(8)  — 24.(4)  — 22.(ö)  +  24.(6)  +  19.(8)  — 0.(9)  IS 

Die  5  Bedingungsgleichungen  9—13,  welche  alle  die  Form 

haben,  kOnnen  nun  nach  den  in  210  entwickelten  Orundsitsen  sur  Bestimmnof 
der  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x,  y,  s,...  benutst  werden;  da  jedoch 
ihre  Anzahl  kleiner  ist  als  die  der  Unbekannten,  so  wird  die  Lösung  saf 
diesem  Wege  eine  relativ  sehr  mflhsame,  Iftsst  sich  dagegen  bei  Benutnnf 
eines  von  Gaues  angedeuteten  Fussweges  bedeutend  abküraen:  Da  niolicli 
die  X,  y,  s,...  Fehler  sind,  also  x* -|~ 7 *  +  ■* ~l~ •  •  •  ^^^^  d<r  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  ein  Minimum  werden  muss,  so  bat  man 

x.dx  +  y-dy-l-i.di-f- =  0  !• 

w&hrend  nach  14 

a|dx-f  bidy-|-  Cid«  -f =sO  H 

Multiplieirt  man  nun  Jede  der  Gleichungen  16  mit  einem  unbestimmten  Factor 
k,  und  addirt  die  Producte,  so  erhUt  man  nüt  Hülfe  von  15  die  ideaüBch« 
Gleichung 

2'ak.dx  +  2'bk.dy  +  2'ck.d£  +  ...  =  xdx  +  ydy-j-id£  +  ... 
welche  für  jeden  Werth  von  dx,  dy,  ds,...  bestehen  muss,  also  die  Gleich- 
heiten 

x  =  i:ak  ysjbk  nsi^ck    ...  H 

bedingt.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  14,  so  erhtlt  man  ebensoTielc 
Gleichungen  der  Form 

(sj«  +  bj«  +  ...)k,  +  (a4a,+b,b,  +  ...)k,  +  ...  =  m,  M 

als  Unbekannte  k  vorhanden  sind,  —  kann  also  ans  diesen  die  k  oder  die 
sog.  Correlaten  von  Gauss,  und  sodann  endlich  ans  den  17  die  x,  y«--- 
berechnen.  Wenden  wir  dieses  Verfahren  auf  unsere  9— 13  an,  so  eriialtea 
wir  entsprechend  den  17 

(l)  =  k,  +  k,  (2)  =  ~k,  (3)  =  k,  +  k,-Sk» 

(4)  =  k,  +  k4-24k,  (5)  =  kj  +  k,-22k,  (6)  =  k,  +  24k,         If 

(7)  =  -k^  +  k,  (8)  =  k,+  19k.  (9)c=k, 
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2  k, 

49  k, 


«O 


k,z=+ 0,106 
(6)  =  —  1,498 


und  entsprechend  den  18 

-  M  =  8ki  -   k,H-     k,+ 

0,1=  3k,+    k,+      K- 

—  0,8=    kl  — dk,—      k4  + 

0,8=    ki+2k,  +  2k,+  4k,- 
98,0  =  2ki— 6  k,  — Sk,  — 49k4  +  2006k5 
Ans  letBtern  5  Oleichnngen  ergeben  sich 
ki  =  — 1,521      k,  =  — 0,265      k,  =  — 0,913      k4  =  -f  2,888 
und  damit  nach  19  die  Correctlonen 

(1)  =  — 1,178      (2)  =  — 2,333      (8)=+l,10ö      (4)  =  --0,452 

(6)  =  +  0,999      (7)  =  +  0,608      (8)  =  +  1,780      (9)=  — 0,913 

welche  In  der  That  einerseits  In  den  richtigen  Orenien  bleiben,  Indem  noch 
der  benutzte  Mlttelwerth  des  meist-gemessenen  Winkels  tj  —  ^  die  Unsicher- 
heit db^'S^O  ^*t)  —  und  anderseits  den  5  Bedingnngsgleichnngen  9—18  in 
bester  Welse  genflgen,  da  sie  für  die  Seite  rechts  derselben 

—  1,107  +0,100  +0,800  +0,810  +97,886 
ergeben,  wlhrend  die  Seite  links 

—  1,1  +0,1  +0,8  +0,3  +98 

Ist  —  Legt  man  die  erhaltenen  Correctionen  den  gemessenen  Winkeln  bei,  — 
stellt  ans  den  so  erhaltenen  Wertben  fOr  die  Dreiecke  NWL,  N  WR  und 
NRL  die  Winkel  zusammen,  und  vertheilt  die  Excesse  nach  der  bekannten 
Regel  189:3  auf  die  einzelnen  Winkel,  so  erh&lt  man,  wenn  noch  sur  Ver^ 
gleichnng  die  Secunden  der  frOher  benutzten  unausgeglichenen  und  der  ent- 
sprechend behandelten  Winkel  des  damals  nicht  benutzten  Dreiecks  N  W  R 
beigeachrieben  werden: 


it 


tt 


a+  1  =  87  20  53,9 

e  =  48  35    8,7 

/?— ;i  =  52  41  68,4 

il  =  44  27  85,5 

;^  =  44    4  45,3 

d  =  41  12  80,4 

y+d  =  85  17  15,7 

/i  =  48  11  85.2 

i|  — ^=42    0  50,7 

Nach  106  war 

a  =  44555",29 
log  a  =  4,6488992 


ANWL: 


a  =  88  45  45,2 
/?=  97  9  33,9 
Y^   44    4  453 


180    0    4,4 

ANWR:  a+«=   87  20  68,9 

il  =   44  27  35,5 
/«=   48  11  35,2 


ti 


11 


43.7  anstatt    42,7 
32,5  31,9 

43.8  45,4 


ANRL: 


180    0    4,6 

1=  48  85  8,7 
d=  41  12  80,4 
ij=   90  12  25,9 


0,0 
52,3    anstatt    53,7 


34,0 
83J 


180    0    5,0 


0,0 

7,0    anstatt 
28,7 
24,8 


34,4 
81,9 

9,2 
27,6 
28,2 


0,0 


Nach  den  oben  aufgestellten  Formeln  für  die  beiden  t  ergeben  sich  nun  mit 
des  ausgeglichenen  Winkeln  die  Qbereinstlmmenden  Werthe 

log  t|  =  4,8031110  log  t,  =  4,8031112 

während  aus  den  unausgeglichenen  Winkeln  die  merklich  dlfTerirenden  Werthe 

log  t|  =  4,8031077  log  t,  =  4,8081181 

folgen.  Es  hat  also  wirklich  die  Ausgleichung  einen  nicht  unerheblichen 
Gewinn  erzieh;  aber  dabei  ist  auch  theils  der  relativ  grosse  Zeltaufwand 
nicht  zu  flbereehen,  —  theils  zu  bedenken,  dass,  wenn  den  aus  1  und  2 
Dreiecken  mittelst  den  unausgeglichenen  Winkeln  erhaltenen  Werthen  die 
Gewichte  2  und  1  beigelegt  werden,  ihr  Mtttel  gerade  auch  logt  =  4,8081112 
ergibt 
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SM.  Die  legSIUIg  der  HAbenwinkeL  Um  mit  einem  Theodoliten 
Höhenwinkel  oder  Zenithdistanzen  messen  zn  können ,  ist  entweder 
(vergl.  226)  am  Femrohr  nach  seiner  Längenrichtnng  eine  Libelle 
angehängt,  um  es  horizontal  stellen  und  so  direct  den  Winkel  einer 
Gesichtslinie  mit  der  Horizontalen  messen  zu  können,  —  oder  es 
lässt  sich,  wie  namentlich  beim  astronomischen  Theodoliten,  das 
Femrohr  durchschlagen,  und  so  in  zwei  um  180^  Terschiedenen 
Stellungen  des  Horizontalkreises  auf  denselben  Gegenstand  einstellen, 
wo  nun  die  halbe  Summe  der  Ablesungen  am  Höhenkreise  den 
Zenithpunct,  die  halbe  Differenz  die  Zenithdistanz  gibt  —  Bei  dem 
Spiegelsextanten  misst  man  den  der  doppelten  Höhe  gleichen  Winkel 
zwischen  einem  Gegenstande  und  seinem  Spiegelbilde  in  einem 
Quecksilber-  oder  Spiegelhorizonte.  —  Aus  dem  Höhenwinkel  a 
kann  man  bei  kleiner  Horizontaldistanz  b  die  Höhe  nach  h  «=  b .  Tg  a 
berechnen,  —  während  bei  grösserer  sowohl  der  Depression  des 
Horizontes  (378),  als  der  terrestrischen  Refraction  (390)  Rechnung 
getragen  werden  muss,  wenn  diese  sog.  trlgonometrtoebe  m>ca" 
menung  wesentlich  besser  als  die  barometrische  (275),  oder  gir 
mit  einem  Nivellement  (226)  vergleichbar  sein  soll. 

Ist  A  ein  Oegeostand,  B  sein  Bild  in  einem  horisontalen  Spiegel  C,  h  die 

^  Hohe   des  Auges   Ober  diesem  Letitem,  d  die 

p:;:;^--^,...^^^^^  Horisontaldistans  des  Anges  von  A  und  B,  ^  der 

|.-..^I^^H^d™:r^T:^^^0  Elevations Winkel  von  A,  a  der  Depressioaswittkel 

j  ^atv^^<'Ä^  '**     ^®"  ®>  ^"^  *  ^^®  Höhe  von  A  über  der  Bplegel- 
t^y^C  ebene,  so  hat  man 

U^  31, 


oder  nach  leichter  Redaotion 

Sin  (o  —  /J)  =  -T- .  Cos  o .  Cos  /J 

nnd  somit 

«  +  /?        a-ß  _  a  +  ß        1  ^_a.,  ahCosgCoB^ 
^——2  2~"-""2 y  Are  Bin j 

oder  nahe 

^= -P— jgij^  .  Co.  « .  Co.  ^ 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  für  einen  etwas  entlegenen  Oegenatand 
der  Winkel  awiachen  ihm  nnd  seinem  Bilde  in  einem  horisontalen  Spiegel 
statt  seinem  doppelten  HOhenwinkel  gesetst  werden  kann.  —  Bei  Anweädaag 
des  Sextanten  anf  dem  Meere,  wo  natflrlich  von  der  Aawendvag  eiaei 
Spiegels  oder  von  einem  sog.  kfliiatliehcD  ll«rla«iit  keine  Rede  sein  kaas, 
wird  der  Winkelabstand  von  dem  dnrch  die  scheinbare  MeeresgreoM  be- 
stimmten sog.  acheiiibarcn  Horlsont  gemessen,  der  dann  aber  ob  die 
sog.  Klflifliti«fe  (vergl.  87S)  vermindert  werden  mnas,  um  die  Hebe  n 
erbalten.  —  Noch  mag  angeführt  werden,  daaa  man  in  fribcrer  Seil  nm 
Meisen  der  Höhenwinkel  oder  Zentthdistanxen  noch  eine  ganse  Reibe  voa 


—  Theodolit,  Sextant  und  Nlvellirinstrnment  — 


305 


41« 


-V 


lastnimentäii  eonstruirte.  Ganx  beeondera  beliebt  war  lange  das  von  Purbaeh 

erfandene  sog.  Q^uadratmn  geometrl« 

emiit  dessen  eine  Seite  mittelst  einem  in 
a  aufgehängten  Lothe  1  vertical  gestellt 
wurde,  während  zwei  andere  Seiten,  über 
welche  sich  der  nm  b  drehbare  Diopter- 
lineal bc  bewegte,  je  in  12  Hanpttheile 
(Hunderter)  und  jeder  von  diesen  noch  in 
10  kleine  Theile  (Zehner)  getheilt  waren. 
Aus  der  einer  Visur  entsprechenden  Ab- 
lesung a  am  E«atai  rectui  oder  ß  am 
Latui  Teriai»  konnte  sodann  die  Zenith- 
distanz  nach  der  Formel 

^ g     _  1200 

^*""  1200  ^     ß  • 

oder  CUT  Zeit  von  Purbach,  wo  man  erst  Sinustafeln  besass,  nach  der  Formel 
R^r..^         Tgz        _  g  _  1200  ^ 

Vi  +  Tg«  z  ]/l200«  +  a»  \/ViO0^  +  ß^ 
berechnet  werden.  —  Für  einige  andere  solche  Winkel-Instrumente  älterer 
Zelt  mit  Oeradthellung  auf  die  Astronomie  verweisend,  mag  zum  Schlüsse 
noch  der  von  Bmnder  In  seiner  Schrift  ^Die  neue  Art  Winkel  zu  messen. 
Augsburg  1772  in  8.^  baschriebene  ^amphidioptrische*'  Goniometer  in  Form 
eines  Proportionalzirkels,  als  ein  Curiosum  ähnlicher  Art  aus  neuerer  Zelt 
ciürt  werden. 

SS6o  DiS  HiTelliriOStrnmenL  Speciell  zum  Nivelliren  oder  zum 
Bestimmen  kleiner  Höhendifferenzen  wendet  man  ausser  der  Kanal- 
waage  (268)  ein  auf  einem  Pyramidalstativ  ruhendes  Fernrohr  mit 
Längslibelle  an.  Spielt  die  Libelle  ein,  so  soll  die  Visur  horizontal 
sein;  gesetzt  aber,  letztere  habe  noch  eine  Elevation,  so  wird  sie, 
wenn  das  Instrument  in  a  und  eine  Messlatte  (Mire)  in  einem  um  h 
tiefem  Puncte  b  aufgestellt  wird ,  die  Messlatte  in  li  =  x  +  ii  +  h 
treffen ,  wo  i|  die  Höhe  des  Oculars  über  a  und  x  den  durch  jene 
EUeyation  verursachten  Fehler  bezeichnet.  Wechselt  man  Instrument 
und  Messlatte,  so  erhält  man  l2s=x-f-i2  —  h,  und  es  ergeben  sich 

2h  =  li-.l,-(i,-i2)  2x  =  li+l2-(i,H-i2) 

Ist  X  gehoben,  so  kann  man  die  Höhendifferenz  zweier  Puncte  ein- 
facher bestimmen,  indem  man  das  Instrument  zwischen  ihnen  auf- 
stellt, für  beide  Puncte  die  Latthöhe  abliest,  und  ihre  Differenz 
nimmt. 

Vor  und  noch  einige  Zeit  nach  Erfindung  der  Rdhrenlibelle ,  welche  trota 

ihrer  Einfachheit  und  Sicherheit  gar  nicht  so  rasch  als 
man  hätte  denken  sollen,  in  allgemeinen  Gebrauch  kam, 
wurden  aUe  möglichen,  und  mitunter  sehr  compUeir- 
ten  Maschinen  cum  NiveUiren  in  Vorschlag  gebracht, 
worttber  a.  B.  die  ältesten  Bände  der  Pariser-Memoiren 
und  auch  das  von  La  Hlre  nach  des  Verfassers  Tode 
w«if,  ■■■abw^fc.  I.  90 
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herftasgegebene  Werkchen  ,,Pleard»  Tratte  du  nivellement  Paris  1684  in  13, 
(Deutsch  mit  Zusätzen  von  Lambert,  Berlin  1770  in  8.)^  nachsusehen.  Ffir 
die  neuere  Nivellirkunst  vergleiche,  ausser  den  vielen  in  211  und  seither  ge- 
nannten Oesammtwerken  über  praktische  Geometrie,  s.  B.  „Friedrich  Mcinert 
(Qöllschau  in  Schlesien  1757  —  Schweidnits  1828;  erst  Professor  der  Philo- 
sophie in  Halle,  dann  der  Fortiftcation  in  Berlin),  Anweisung  sum  Nivelliren 
und  Profiliren.  Halle  1790  in  8.,  —  David  ClUly  (Schwedt  1748  —  Berlin 
1808;  Ober-Baurath  in  Berlin),  Praktische  Anweisung  zur  Anwendung  des 
Nivellirens.  Berlin  1801  in  8.  (2.  A.  1805),  —  ]¥etto»  Praktische  Anweisung 
sum  Nivelliren.  Berlin  1826  in  8.,  —  Ferdinand  von  IHitlfl«  Ingenieur:  Das 
Nivellement  mit  einem  neu  erfundenen  Instrumente.  Wien  1881  in  4.;  —  Carl 
Reinbold»  Anweisung  sum  praktisch  richtigen  Nivelliren,  bestehend  in  Be- 
schreibung und  Abbildung  eines  verbesserten  Nivellirinstrumentes.  BerUn  1844 
in  4.  (Auch  Crelle's  Journal  für  Baukunst  Bd.  20),  ->  Simon  StaaipCer 
(Windisch-Matrey  1792;  Professor  der  praktischen  Geometrie  in  Wien),  Theo- 
retische und  praktische  Anleitung  sum  Nivelliren.  Wien  1845  in  8.  (6.  A.  von 
Herr  1869),  —  etc.^^  —  Mit  welcher  Genauigkeit  man  jetst  nivelliren  kann, 
zeigt  unter  Anderm  das  begonnene  „Nivellement  de  pr^cision  de  la  Snlsse*^, 
für  welches  Emil  Kern  (Aarau  1830;  Mechaniker  in  Aarau)  vormOgliche 
Instrumente  geliefert  hat. 


•..">w/^~s.-s.-s>^-->.  >->-"• 


Die  Mechanik. 


La  Vera  fede  non  i  oitile  alia  tcienza.  ma  ambe- 
due  sorw  raggi  di  un  medetimo  toie  destiiuUi 
ad  illuminare  nella  via  della  veritd  le  nottre 
decke  e  deboli  inielligenze. 

(Seeehi.) 


XXIII.  Die  reine  Statik. 

SSV«  Torbegriffe.  Jede  Bewegung  erfordert  Xteli^  und  jede  Ver- 
änderung eines  Bewegungszustandes  eine  Ursache,  eine  sog.  Krafl^ 
die  nach  Angriffspunct,  Grösse  und  Richtung  zu  bestimmen  ist. 
Wirken  mehrere  Kräfte  zugleich,  so  heissen  sie  Componenten^ 
—  eine  sie  ersetzende  einzelne  Kraft  nennt  man  Resoltantey  und 
ist  Letztere  Null,  so  sagt  man,  die  Kräfte  stehen  im  Glelcli* 
ipewlclite«  Die  Lehre  vom  Gleichgewichte  nennt  man  Stallky  die 
Lehre  von  der  Bewegung  Dynamik,  beide  zusammen  Mechanik« 
Die  Mechanik  soll  übrigens  (s.  1)  hier  nur  insoweit  behandelt  werden, 
als  sie  eine  rein  mathematische  Disciplin  ist;  für  die  Mechanik  des 
materiellen  und  schweren  Punctes,  für  die  sog.  einfachen  Maschinen, 
etc.,  ist  auf  den  von  der  Physik  handelnden  Abschnitt  zu  verweisen. 

FOr  die  Mechanik  können  folgende  Werke  verglichen  werden :  „Varl^on« 
Projet  d'une  nouvelle  m^canique.  Paris  1687  in  4.  (2  6d.  1726,  2  Vol.),  — 
Jakob  Hermanii  (Baael  167S  —  Basel  1788;  Professor  der  Mathematik  £u 
Padaa,  Frankfurt  a.  0.  und  Petersburg,  aoletzt  der  Moralphllosophle  in  Basel), 
Phoronomia.  Amstelodaml  1716  in  4.,  — -  Bulert  Mechanica.  Petrop.  1786, 
2  Vol.  in  4.  (Deutsch  von  'Wolfer's,  Greifswalde  1848—1853,  3  Bde.  in  8.), 
und:  Theoria  motus  corporum  solidorum  et  rigidorum.  Rostochii  1765  in  4., 
—  d'AleiDbcrt«  Tratte  de  dynamlque.  Paria  1743  in  4.  (Nouv.  ^d.  1758),  — 
I.agrang0»  M4canique  analytique.  Paris  1788  in  4.  (8  ^d.  par  Bertrand  1858, 
2  Vol.),  —  Joh.  Albert  Bjrtelwetii  (Frankfurt  a.  M.  1764  —  Berlin  1848; 
Ober-Landesbau-Director  und  Mitglied  der  Academie  in  Berlin;  vergl.  Lobrede 
von  Encke  in  Berl.  Abb.  1849),  Handbuch  der  Mechanik  fester  Körper  und 
der  Hydraulik.  Berlin  1801  in  8.  (8.  A.  von  Forstner,  Leipeig  1842),  und: 
Handbuch  der  SUtik  fester  Körper.  Berlin  1808,  3  Bde.  in  8.,  —  P«ina«tt 
Eltoenta  de  statique.  Paris  1804  In  8.  (9  ^d.  1848),  —  Giuseppe  Vciitar«!! 
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(Bologna  176S  —  Bologna  1846;  Professor  der  Mathematik  zu  Bologna),  Ele- 
mentl  di  Meccanlca.  Bologna  1806—1807,  2  Vol.  in  8.  (7  ed.  Milano  1846—1847), 
—  Poiiion,  Trait^  de  m^caniqne.  Paris  1811,  2  Vol.  in  8.  (2  6d.  1883;  deutsch 
von  E.  Schmidt,  Stuttgart  1825—1826),  —  Wbewell*-A  treatise  on  dynsp- 
micB.  Cambridge  1823  in  8.  (7.  ed.  1847),  —  Mibiui»  Lehrbneh  der  ßUtik. 
Leipeig  1837,  2  Bde.  in  8.,  —  ]¥aTi0rt  R^am6  des  legons  de  mdcanique 
donn^es  k  l'^ole  polytechnique.  Paris  1841  in  8.    (Deutsch  von  L.  Meyer, 
Hannover  1855),  —  Weisbacht  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik.  Braun- 
schvreig  1845—1860,   3  Bde.  in  8.  (4.  A.  1862),   —   Dubamel«   Conn  de 
m^canique.   Paris  1845—1846,   2  Vol.  in  8.  (2  6d.  1853—1854;   deutoch  von 
Wagner,  Braunschwelg  1853),  —  Jakob  Philipp  Kolik  (Lemberg  1703;  Pro- 
fessor der  Mathematik  zu  Grats  und  Prag),  Höhere  Mechanik.   Leipzig  1846 
in  8.,  —  Joseph  Wolfgang  von  De«eb wanden  (Stanz  1819  —  Zürich  1866; 
Professor  der  darstellenden  Geometrie  am  Schweiz.  Polytechnikum),   Abrias 
der  Mechanik.   Zürich  1848  in  8.,  —  Ottaviano  Fabrizio  üloM^ttl  (Novara 
1791;  Professor  der  Mathematik,  Physik  und  Astronomie  zu  Pisa),  Lezioni 
di  meccanica  rationale.  Firenze  1850  in  8.,  —  Jakob  Ferdinand  Redtenbaeher 
(Steyer  1809  —  Carlsruhe  1863;  Professor  der  Mechanik  in  Zürich  und  Carls- 
ruhe), Prinzipien  der  Mechanik.  Mannheim  1852  In  8.  (2.  A.  1859),  —  Jnlllen« 
Probl^mes  de  m^canique.   Paris  1855,   2  Vol.  in  8.,  —  Charles-Eugene  Dc- 
lannay  (Luslgny  im  D^p.  Aube  1816 ;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied 
der  Academie  in  Paris),  Trait^  de  m^canique  rationelle.  Paris  1856  in  8.,  — 
Scbellbacb«   Neue  Elemente  der  Mechanik.   Berlin  1860  in  8.,  —  SInnB» 
Cours  de  m^canique.  Paris  1861,  2  Vol.  in  8.   (Ouvr.  posth.  pnbl.  par  Eng. 
Protthet),  —  Carl  Heinrich  Alexander  Doltsmann  (Carlsruhe  1811;  Professor 
der  Mathematik  zu  Carlsruhe,  der  Mechanik  zu  Stuttgart),  Lehrbuch  der  theo- 
retischen Mechanik.   Stuttgart  1861  in  8.),  —  FInek»   M^canique  rationelle. 
Strasbourg  1864—1865,  3   Part,   in   8.,  —  Jacques- Edmond- Emile   Bonr 
(Gray-en-Franche-Comt^  1832  —  Paris  1866;  Professor  der  Mechanik  in 
Paris),   Cours   de   m^canlque   et  machines  professö  k  l'^cole  polytechnique. 
Fase.  1—2.  Paris  1865—1868  in  8.,  —  Jacoblt  Vorlesungen  über  Dynamik. 
Berlin   1866  in  4.   (Nach  seinem  Tode  herausgegeben  von  A.  (^ebsch.),  — 
A.  Fnhrmannf  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik.  I.  Leipzig  1867  in 
8.,  —  Molg^Of  LeQons  de  m^canique.  Vol.  1.  Paris  1868  in  8.,  —  etc^ 

f  S8«  Das  Bog.  KrlfteDparallelogramin.  Zwei  Kräfte,  welche,  in 

entgengesetzter  Richtung  an  einem  Pnncte  angebracht,  sich  Gleich- 
gewicht halten,  heissen  gleich  |  fügt  man  daher  Kräften  eine  ihrer 
Resultante  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Kraft  bei,  die  sog.  €regen* 
resoltante,  so  ist  Gleichgewicht.  —  Der  Angriffspunct  einer  Kraft 
darf  in  ihrer  Richtung  verlegt  werden,  vorausgesetzt,  der  neue  An- 
griffspunct sei  mit  dem  alten  starr  verbunden.  —  Die  Resultante 
von  Kräften,  welche  nach  einer  Geraden  wirken/  ist  gleich  ihrer 
algebraischen  Summe.  —  Die  Resultante  zweier  gleichen  Kräfte 
halbirt  nothwendig  ihren  Winkel;  folglich  steht  ein  Rhombus  im 
Gleichgewichte,  wenn  man  an  zwei  Gegenecken  desselben  je  zwei 
gleiche,  nach  den  Seiten  wirkende  Kräfte  anbringt.  —  Theilt  man 
die  Seiten  eines  Parallelogrammes  im  Verhältnisse  ihrer  Länge,  und 
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yerbindet  die  entsprechenden  Theilpuncte  der  Gegenseiten,  so  zer- 
fallt es  in  Rhomben.  Bringt  man  nun  an  je  zwei  entsprechenden 
Qegenecken  jedes  dieser  Rhomben  gleiche  Kräfte  an,  so  besteht 
einerseits  Oleichgewicht ;  anderseits  heben  sich  alle  Kräfte  im  Innern 
auf,  und  die  längs  den  Seiten  des  Parallelogrammes  wirkenden 
Ejräfte  lassen  sich  auf  zwei  Paare  von  Kräften  reduciren,  welche  an 
zwei  Gegenecken  wirken  nnd  im  Verhältnisse  der  Seiten  stehen. 
Die  Resultanten  dieser  Paare  müssen  einerseits  gleich  sein,  ander- 
seits im  Gleichgewichte  stehen,  also  nach  der  Diagonale  wirken, 
und  diese  fällt  offenbar  mit  der  Diagonale  des  von  einem  der  Kräf- 
tenpaare bestimmten  Parallelogrammes  zusammen,  so  dass  diese  die 
Richtung  der  Resultante  darstellt.  —  Sind  drei  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte, so  muss  jede  derselben  die  Gegenresultante  der  beiden 
andern  sein,  d.  h.  mit  der  Diagonale  ihres  Parallelogrammes  eine 
Gerade  bilden ,  —  was  nur  eintrifft ,  wenn  jede  der  Kräfte  gleich 
der  Diagonale  des  Parallelogrammes  der  beiden  andern  ist  —  Die 
Resultante  R  zweier  auf  einen  Punct  wirkenden  Kräfte  P  und  Q 
fällt  somit  der  Richtung  und  Grösse  nach  mit  der  Diagonale  des 
von  ihnen  bestinmuten  Parallelogrammes  zusammen,  und  man  hat 

(103,  104) 

P:Q:R  =  Sin(a  — 9)):Siny:Sina  1 

R2==p2^Q2^2PQCosa  S 

m^,,  _        QSina       _       qSina  n-^     Ä 

Ist  speciell  a  «  90^,  so  wird  

Tg9)  =  q  R«:  VP2+Q^«P.Sec9)  4 

und  zwar,  wenn  q  <::  1 ,  sehr  annähernd  (nach  43)  R  =  P  +  -^  Q 

oder  nach  Poncelet  R  =  0,96 .  P  -4-  0,40 .  Q. 

Dem  im  Texte  gegebenen  Beweise,  diies  die  Resultlrende  zweier  Er&fte 

der  Richtung  nach  mit  der  Diagonale  des  von 
ihnen  bestimmten  Parallelogrammes  ansammen- 
fallen  muss,  ist  höchstens  beiaufUgen,  dass  ich  ihn 
schon  vor  circa  SO  Jahren  einem  von  Duehayla 
(vergl.  Corresp.  de  l'öcole  polyt.,  Paris  1S08) 
veröffentlichten,  nachbildete,  —  und  auch  die 
am  Schlüsse  des  Textes  gegebenen  Formeln  bedürfen  mrohl  keiner  weitem 

Ableitung.  Dagegen  dtirfte  es  nicht 
unaweckmftssig  sein,  den  im  Texte 
gegebenen  Beweis,  dass  die  Diago- 
nale auch  der  Grösse  nach  die  Re- 
sultlrende darstellt,  etwas  weiter  aussu- 
führen :  Ist  die  in  Verllngerung  der  Dia- 
gonale •  c  liegende  Kraft  R  die  Oegen- 
resultante  von  P  nnd  Q,  so  sind  die 
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Kr&fte  P,  Q,  R  im  Qleichge wicht,  —  also  muse  P  in  der  Richtung  der  Dia- 
gonale ae  liegen;  dann  sind  aber  die  Dreiecke  aef  und  abc  congruent,  da 
sie  ef=:ad=:bc  und  die  Winkel  a  und  ß  als  Scheitelwinkel  und  Wechsel- 
Winkel  von  Parallelen  gleich  haben;  also  ist  R  =  af:=ac,  w.  s.  b.  w.  —  Von 
den  verschiedenen  Wegen,  auf  welchen  der  Beweis  des  so  alemlich  gleich- 
7.eitig  von  Mewtoii  in  seinen  Principien  (A.  1687,  pag.  18 — 15)  ausgeaprochenea 
und  von  Vari^on  in  seinem  Werke  (e.  227)  als  Princip  in  die  Mechanik 
eingeffihrien  Kräftenparallelogrammes  versucht  worden  ist,  und  von  denen 
der  durch  Daniel  Bernoulll  im  ersten  Bande  der  Petersburger  Commentarien 
gegebene  als  der  erste  strenge  angesehen  wird,  hat  der  folgende,  von  P«ls««B 
in  seiner  Mechanik  (s.  227)  verfolgte,  vielen  Beifall  gefunden:  Wirken  auf 
einen  Punct  A  nach  beliebigen  Richtungen  A  B  und  A  C  awei  gleiche  Krifle 

Pi  =  Pt,  so  wird  ihre  Resultirende  R  einer- 
seits ihren  Winkel  2x  faalbiren,  und  andere 
seits  zu  ihnen  in  einem  nur  von  der  OrOsse 
dieses  Winkels  abh&ngigen  VerhAltnisae  ste- 
hen, so  dass  man 

R=zP.^(x)  S 

setzen  kann.   Entsprechend  kann   man   sich 
Pi   und  P,  als  Resultirende  je  sweier  mit 
ihnen    einen   gleichen  Winkel    y    bildenden 
gleichen  Klüfte  Q|  Q,  und  Q,  Q^  denken,  und 

P  =  Q.9(y)  • 

setzen,  —  ferner  als  Summe  der  Resultirenden  von  Q,  Q^  und  Q^  Q, 

R  =  Q.y(x  +  y)-fQ.9(x~y) 

so  dass  mit  Benutzung  von  5,  ü  und  60 : 2 

9  (»)  •  9  (y)  =  9  (^ + y)  +  9  (»  —  y)  = 

=  9(x)  +  J9'(x)+^,,-W+-j3^-(x)  +  -^ 
=  2  [^  (X)  -\-  /-  ^''  (X)  -f  -J^  ^.T  (X)  +  . . .] 


oder 


,(>•)=.[!+/,.  »:-> 


V' 


1.2.3.4"    f{x)    "f"  ■ 


] 


folgt.  Nun  ist  aber  ^p  (y)  oflfenbar  von  x  unabhingig,  also  mOssen  die  Quo- 
tienten v"(x):y(x),  9>^'(x):9Cx),  etc.  ebenfalls  von  x  unabh&ngig  oder 
constant  sein.    Setzt  man  aber  z.  B. 

SO  folgen 


-  -j^-;-=9"(x)  =  -a».yCx) 


etc.,  und  hicfQr  geht  7  mit  HOlfe  von  50:6  in 


9(y)  =  2[l- 


»  vt 


a*  v 


1.2 
=r  2  .  Cos  a  y 


f 


a*v* 


a«v» 


1.2.3.4 


1.2.3.4.5.6 
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llber.    Entsprechend  ist  daher  auch 

9  (z)  =  2 .  Cos  a X  oder  nach  6  R :=  2  P .  Cos  ax  9 

Die  Resultirende  R  muM  aber  und  kann  nur  Null  werden,  wenn  x=;900 

ist,  —  also  musB  a  eine  ganze  und  ungerade  Zahl  sein,  kann  aber  nicht 

8,  5,...  werden,  da  sonst  R  für  xsSO^',  18<>, ...  ebenfalls  Null  wUrde;   es 

bleibt  also  nur  a  zr  1  mOglich ,  so  dass  9  in 

R=z2P.Cosx  oder  P=VtR.8ecx  lO 

llbergeht.  Mit  Hülfe  dieser  letztern  Beziehung  lässt  sich  nun  aber  das  Kr&ften- 

parallelogramm  leicht  nachweisen:   Hat  man 

n&mlicb   zwei   an  A   zu   einander  senkrecht 

wirkende  Kräfte  AC  und   AF,  —  ergänzt 

ihr   Rechteck,  —  zieht   die  Diagonale   AI, 

welche  mit  AF  den  Winkel  x  bildet,  und 

dann  noch  O  H  so ,  dass  sie  ebenfalls  mit 

AF  diesen  Winkel  x  einschliesst,  —  so  kann 

man  nach  10  die  Kräfte  A  F  und  A  C  in  je 

zwei  nach  A I  und  O  H  wirkende  Kräfte 

V,AF.Secxz=  V,AI 
und 

V,  A  C.  See  (90»  — x)  c=  Vt  AI 

«erlegen;  es  heben  sich  also  die  Componenten  nach  OH  auf,  und  die  Resul- 
tirende P  von  AC  und  AF  besteht  aus  der  AI  gleichen  8umme  der  Compo- 
nenten nach  A I ,  oder  sie  wird  der  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die 
Diagonale  dargestellt  —  Wirken  aber  auf  A  irgend  zwei  Kräfte  P  und  Q, 
und  zerlegt  man  jede  derselben  gestützt  auf  den  so  eben  gefundenen  8atz 
nach  der  Diagonale  AB  ihres  Parallelogrammes  und  der  dazu  Senkrechten  CD, 
—  so  sind  offenbar  die  nach  C  D  wirkenden  Componenten  A  C  und  A  D 
gleich,  —  heben  sich  also;  es  besteht  somit  die  Resultirende  R  aus  den  nach 
AB  wirkenden  Componenten  AF  und  AE,  deren  8umme  gleich  AB  ist,  d.  h. 
sie  wird  der  Richtung  und  Grösse  nach  durch  die  Diagonale  dargestellt,  w.  s. 
b.  w.  —  Es  ist  dieser  Beweis  in  der  That  ganz  ingenieus,  —  einzig  hat  er 
scheinbar  in  der  zur  Ableitung  von  8  gemachten  Annahme,  es  sei  eine  gewisse 
Constante  gleich  (— a')  zu  setzen,  eine  Willkürlichkeit;  es  hätte  zugefügt 
werden  sollen,  dass  man  für  (-f-a*)  nach  146  (Sof  ay  und  (Sof  ax,  folglich 
für  X  =r  Vt  n  nicht  R  =  0  erhalten  würde.  Poisson  hat  auch  für  die  zweite 
Auflage  seiner  Mechanik  den  Beweis  etwas  abgeändert,  um  sich  aber  nur 
wieder  an  einer  andern  Stelle  einen  kleinen  Sprung  zu  erlauben,  —  und 
Aehnliches  habe  ich  zur  Zeit  an  verschiedenen  andern  der  üblichen  Beweise 
auszusetzen  gefunden  (vergl.  z.  B.  das  in  82  Gesagte),  so  dass  Ich  schliesslich 
immer  wieder  auf  den  im  Texte  Gegebenen  zurückkam.  —  Vergl.  für  die 
Geschichte  dieses  Satzes  „Job.  Heinrich  Weitphal  (Schwerin  1794  —  Ter^ 
mini  in  Sicilien  1831;  meist  auf  Reisen),  Demonstrationum  compositionis  vlrium 
expositio  de  iisque  Judicium.  Gotting.  1817  in  4  ,  —  Karl  Friedrich  Andreas 
Jae^bi  (Krähwinkel  bei  Gotha  1795  —  Schulpforta  185&;  Professor  der 
Mathematik  und  Physik  in  Schulpforta),  Praecipuorum  a  Newtono  conatum 
compositionum  virium  demonstrandi  recensio.  Gotting.  1817  in  4.,  —  A.  H.  C. 
Westphalf  Ueber  die  Beweise  für  das  Parallelogramm  der  Kräfte.  GötUngen 
(s.  a.,  aber  nach  1860)  in  8.,  —  etc.^ 

tS9«  Allgemeine  Regeln  für  dai  Zütammensetien  nnd  Zerlegen 

1er  Krlfte.  Bildet  man  einen  Zug,  dessen  Seiten  den  auf  einen  Punct 
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wirkenden  Kräften  gleich  und  parallel  aind,  so  stellt  (228) 
Schlussseite  desselben  der  Grösse  und  Richtnng  nach  die  Resultante 
sännntlicher  Kräfte  dar.  —  Von  zwei  (in  der  Ebene)  oder  drei  (im 
Räume)  zu  einander  senkrechten  Componenten  ist  (228)  jede  gleich 
der  Resultante  multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  sie 
mit  ihr  bildet.  Heissen  im  ersten  Falle  die  Winkel  a  und  b,  —  im 
zweiten  a,  /9,  /,  so  hat  man  (93,  94) 

Cos«  a  +  Cos«  b  =r  1  Cos«  a  +  Cos«/J  +  Cos«y  =  1         1 

Um  die  Resultante  mehrerer  auf  einen  Punct  wirkender  Kräfte  zu 
berechnen,  zerlegt  man  jede  der  Kräfte  nach  denselben  zwei  oder 
drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen,  nimmt  nach  jeder  dieser 
Richtungen  die  algebraische  Summe,  und  sucht  nun  zu  diesen 
Summen  die  Resultante. 

Wirken  anf  einen  Panct  die  Krifte  P^,  Pf,  •  •  •  und  sind  die  Winkel,  welche 
dieselben  mit  drei  ca  einander  senkrechten  Axen  bilden,  bekannt,  so  geben 
offenbar  die  Formeln 

R  =  V[  2'  P  •  Cos  (P,  X) ]«  +  [  2*  P .  Coß  (P,  Y)  ]«  +  [  2*  P  .  Cos  (P,  Z) ]«         • 
Cos(R,X)  =  ^^^^i?^  Cob(R,Y)=-S:PCo^s(P,Y) 

Cos(R,Z)  =  -^^:^^?i?l^  • 

Grösse  und  Richtung  ihrer  Resultirenden,  und  es  sind  daher  die  erwUmten 
Krftfte  im  Oleichgewichte,  wenn  die  Summen 

2*  P .  Cos  (P,  X)  =  2*  P .  Cos  (P,  Y)  =  2*  P  •  Cos  (P,  Z)  =  0  4 

sind.  Denkt  man  sich  den  Punct,  auf  welchen  die  Krifte  wirken,  um  eine 
Grösse  q  nach  irgend  einer  Richtung  verschoben ,  und  sind  Pi  Pi  •  •  •  die  Pro- 
jectionen  dieser  Verschiebung  auf  die  einzelnen  Krifte,  so  erhilt  man  mit 
Hülfe  von  4  und  194 : 8 

2'Pp  =  2:PcCos(e,P)  = 

=  d*  P  [Cos  (^,  X)  Cos  (P,  X) -f  Cos  C^,  Y)  Cos  (P,  Y) + Cos  (e,  Z)  Cos  (P,  Z)] 
=  q  Cos  {q,  X)  2'P  Co3(P,  X)  +  ^  Cos  (^,  Y)  2*P  Cos  (P,  Y)  + 
+  e  Cos  (^,  Z)  2*  P  Cos  CP,  Z) 

=  0  s 

und  es  lassen  sich  somit  die  Gleichungen  4  in  diese  Eine  Oleichiug  5  n- 
sammenfassen,  von  welcher  wir  in  234  einen  wichtigen  Gebrauch  machen 
werden.  —  Bildet  man  nach  der  im  Texte  gegebenen  Anleitung  einen  Zog, 
dessen  Seiten  den  auf  einen  Punct  O  wirkenden  Kriften  P,  P|,  P«  und  P,  gleich 

und  parallel  sind,  so 
Stent  b  die  Resulti- 
rende  von  P  und  Pp 
—  c  die  Resnltirende 
von  P,  P,  und  P„  — 
die  Schlussseite  d  end- 
lieh  die  Resultireade 
R  aller  vier  Krifte 
dar,  —  «nd  wem  naa 
ihnen  daher  eine  R 
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gleiche  nnd  eatgegengeeetsto  Kraft  P^  zufQgt,  so  etehen  die  Kr&fte  P...P4 
im  Oleichgewichte.  Bringt  man  anderseits  dieselben  Krifte  thells  an  den  End- 
pnncten  M  und  M4  eines  biegsamen  Seiles,  theils  an  HUlfsseilchen  an,  welche 
10  den  Zwischenpuncten  M|,  M|  und  M,  desselben  befestigt  sind,  so  halten 
sich  die  Kr&fte  noch  Oleichgewicht,  sobald  A,  B,  C,  D  der  Reihe  nach  a, 
b,  o,  d  parallel  sind:  Es  kann  n&mlich  an  M|  nur  Oleiehgewicht  sein,  wenn 
die  Resultirende  von  P  und  P^  in  die  Verlängerung  von  B  fUlt,  da  die  übrigen 
Kräfte  ihren  Oegenaug  nach  B  ausfiben,  —  Unlieb  bei  M,,  wo  diese  Resul- 
tirende von  P  und  P|  mit  P,  eine  neue  Resultirende  bildet,  etc.  Leider  er- 
laubt hier  der  Raum  nicht,  diese  merkwürdige  Correspondena  xwischen  dem 
Kr&ftenpolygone  und  dem  sog.  Setlpolygonet  für  welches  natürlich  4  noch 
besteht,  weiter  au  verfolgen,  und  es  muss  hiefOr  auf  das  schon  in  89  citirte 
Werk  von  Cnlmum  hingewiesen  werden.  Ein  besonders  wichtiger,  specieller 
Fall  des  Seilpolygons ,  die  Kettenlinie,  wird  übrigens  in  234  noch  einl&sslich 
behandelt  werden. 

SSO«  Die  lOg.  Momente.  Fallt  man  von  irgend  einem  Punete 
eine  Senkrechte  auf  eine  Kraft,  so  heisst  das  Produet  der  Senk- 
rechten in  die  Kraft  üloment  der  Kraft  In  Bezlehonff  auf 

den  Ponet«  —  Das  Moment  der  Resultante  zweier  Kräfte  einer 
Ebene  in  Beziehung  auf  einen  Punct  der  Letztem  ist  (103,  97)  gleich 
der  Summe  oder  Differenz  ihrer  Momente  in  Beziehung  auf  den- 
selben Punct,  je  naclidem  der  Punct  ausserhalb  oder  innerhalb  des 
Winkels  der  beiden  Kräfte  liegt.  Speciell  sind  die  Momente  zweier 
Ejräfte  in  Beziehung  auf  einen  Punct  ihrer  Resultante  einander  gleich. 

Dieser  Momentensati ,   den  scbon  Vaiigfiion  in  seiner  neuen  Mechanik 
(a.  227)  ausgesprochen  hat^  kann  entweder  als  Fl&chensata  oder  durch  trigono- 
metrische Besiehungen  erwiesen  werden : 
Liegt  a.  B.  der  Punct  innerhalb  in  a|, 
so  hat  man  eigentlich  nur  au  beweisen, 

dass 

ab  c  d  4- a  d  e  f  sr  a  d  h  g 

Nun  ist  offenbar  abcd:=amld,  und 

adefz:adkl,  —  und  wegen  lk  =  ce 

=  dh  ist  ihre  Summe  iklm  =  adhg. 

—  Liegt  dagegen  der  Punct  ausserhalb 

in  a^,  so  hat  man 

=sR.a,d.8in/9=:R.r 
w.  s.  b.  w. 

Ml«  D«r  littelpuet  to  panllelen  Krifte  und  to  Sehwirpuet. 

Zwei  Kräfte  P  und  Q,  deren  Angriffspuncte  mit  einem  entweder 
wirklich  festen  oder  wenigstens  durch  eine  hinlängb'ch  grosse  Kraft 
gehaltenen  Punete  verbunden  sind,  stehen  im  Gleichgewichte,  wenn 
ihre  Resultante  durch  diesen  festen  Punct  geht,  d.  h.  nach  230,  wenn 
ihre  Momente   in  Beziehung  auf  denselben  gleich  sind.    Bezeichnet 
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a  den  Winkel  der  von  dem  festen  Punete  auf  die  Kräfte  gefällten 
Senkrechten,  so  stellt  nach  104 

R  =  )  p2ZpQ2^ 2 P Q Cos a  1 

den  Druck  der  Kräfte  auf  den  festen  Punct  vor.  Die  Resultante 
paralleler  Kräfte  ist  somit  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je 
nachdem  die  Kräfte  gleiche  oder  entgegengesetzte  Lage  haben; 
dabei  theilt  der  Angriffspunct  der  Resultante  die  Verbindungslinie 
der  Angriffspuncte  der  Componenten  im  ersten  Falle  von  Innen,  im 
zweiten  Falle  von  Aussen  im  reciproken  Verhältnisse  der  Kräfte, 
und  heisst  Mlttelpanct  der  parallelen  KrSfte.  Sind  alle  auf 
ein  System  von  Puncten  wirkenden  parallelen  Elräfte  gleich  gross 
und  gleich  gerichtet,  so  heisst  ihr  Mittelpunct  Seliwerpiiliety  jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  Sehweraxe»  Für  die  Regeln  sum  Auf- 
finden der  Schwerpuncte ,  etc  vergl.  133,  140,  141,  185,  196,  204 
und  205. 


Ist  0  =  0,  90,  180»,  80  wird  nach  1  offenbar  R=:P— Q,    V!P«+Q«,  P  +  Q. 
Ffir  P  =  Q  geht  1  in 

R  =  P  V2  (1  —  Co8  a)  =  2  P .  Sin-^  « 

ttb€r,  80  dass  für  a  =  60®  aach  R=:P:=Q  wird. 

%9%^  Die  sog.  KrUlenpiare.  Die  Resultirendc  zweier  entgegen- 
gesetzten parallelen  und  gleichen  Kräfte  ist  (231)  Null,  und  wirkt 
in  der  Entfernung  unendlich ,  —  d.  h.  zwei  solche  Kräfte  lassen 
sich  nicht  dnrch  Eine  Kraft  ersetzen,  und  bilden  somit  ein  elemen- 
tares Kräftensystem  unter  dem  Namen  Cref^enpaar  oder  KrSflCB" 
paar  (coupleV  —  Die  algebraische  Summe  der  Momente  der  zwei 
Kräfte  eines  Gegenpaares  in  Beziehung  auf  irgend  einen  Pnnct 
seiner  Ebene  ist  gleich  dem  Producte  aus  einer  der  gleichen  Kräfte 
in  den  senkrechten  Abstand  der  Kräfte.  Dieser  Abstand  heis.^t 
Breite,  das  Prodact  Moment  des  Paares.  Dabei  entspricht  jedem 
Paare  ein  bestimmter  Sinn,  in  dem  es  zu  drehen  sucht.  —  Haben 
zwei  Kräften  paare  einer  Ebene  bei  entgegengesetztem  Sinne  gleiche 
Momente  (P  .  p  =  Q  .  q") ,  und  verlegt  man  die  Angriffspuncte  der 
Kräfte  paarweise  (s.  Fig.)  in  die  Durchschnittspuncte  (b  und  c)  ihrer 
Richtungen,  um  je  die  Resultirendc  bestimmen  zu  können,  so  werden 
die  Resultirenden  nicht  nur  gleich,  sondern  fallen  (107)  nach  ent 
gegengesetzter  Richtung  in  dieselbe  Gerade  (ab cd),  —  d.  h.  es 
stehen  die  beiden  Kräftenpaare  im  Gleichgewichte. 

Der  Beweis  des  letzten,  wichtigen  Sattes   lässt  sich  anf  folgende  Wei** 
führen:  Es  verhült  sich 

j%h:bh  =  P:Q=rq:p=:cg:bf=:cc:hc 


L.  _ 
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ftlso  ist,  da  fiberdiess  Z.^=3Z.®9  Ac^bl^^^^A^^o» 
—  somit  ^abh:^^cbe,  —  folglich  muss  a b  in 
die  Verlängerung  von  b  o  fallen.  Entsprechend  Iftsst 
sich  zeigen ,  dass  auch  c  d  in  der  Verlängerung  von 
b  c  liegt  Die  Gleichheit  a  b  =  c  d  endlich  ist  leicht 
ersichtlich. 

tSS*  Zosammeosetlimg  der  Paare.  Jedes  Qegenpaar  einer  Ebene 
kann  (232)  dureb  jedes  Gegenpaar  derselben  Ebene  von  gleichem 
Sinne  und  Momente  ersetzt  werden;  es  können  somit  alle  Paare 
einer  Ebene  auf  gleiche  Breite  gebracht,  und  dann  durch  alge- 
braische Summirung  der  Kräfte  auf  Ein  Paar  reducirt  werden.  — 
Zwei  Paare  in  verschiedenen  Ebenen  lassen  sich  auf  gleiche  Breite 
bringen,  an  die  Kante  versetzen,  und  dann  mit  Hülfe  des  Kräften- 
parallelogrammes  (228)  zu  Einem  Paare  vereinigen. 

Ein  Paar  der  Kraft  P  und  Breite  p  l&sst  sich  nach  232  durch  ein  Paar 
der  Kraft  Pp  und  Breite  1  ersetzen,  —  folglich  machen  alle  Paare  einer  Ebene 
ein  Paar  der  Kraft  l'Pp  und  Breite  1,  oder  ein  Paar  der  Kraft  Va-2'Pp 
und  Breite  a  aus,  —  wobei  jedoch  unter  J}  die  algebraische  Summe  su  ver- 
stehen ist,  da  offenbar  Paare  von  entgegengesetztem  Sinne  in  Abzug  zu  bringen 
sind.  —  Liegt  in  einer  Ebene  ein  Paar  der  Kraft  P  und  Breite  p,  ~  in  einer 
zweiten,  mit  ihr  den  Winkel  a  bildenden  Ebene  ein  Paar  der  Kraft  Q  und 
Breite  q,  so  lassen  sich  beide  als  Paare  der  Kräfte  Va^P  ^^^  VaQ^  ^^^ 
der  gemeinschaftlichen  Breite  a  an  die  Kante  bringen,  und  sodann  nach  228 
zu  einem  Paare  derselben  Breite  mit  der  Kraft 

—  yP«  p«  +  Q«  q«  ±  2  P  Q  p  q  Cos"^ 

a 

zusammenfassen,  v?o  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wühlen  ist,  je  nach- 
dem die  beiden  Paare,  beim  Drehen  des  Einen  um  «,  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Sinn  zeigen. 

M4«  Die  allgemeioen  GleichgewichtsbedioguDgen.  Wirken  auf 

eine  Reihe  von  Puncten  der  Coordinaten  (A,  B,  C)  Kräfte  P,  so  zer- 
lege man  (229)  jede  nach  den  drei  Axen  in 

X  =  P.Cosa  Y  =  P. Cos/9  Z  =  P.Cosy        I 

ersetze  Z  (s.  flg.)  durch  Z|,  Z^  und  Z3,  drehe  das  Paar  Z2  Z3  um 
O«*  nach  Z4  Z5  und  zerlege  es  (233)  in  die  Paare  X'  X"  und  Y'  Y'S 
—  und  entsprechend  verfahre  man  mit  X  und  Y.  Da  nun  die  Mo- 
mente der  Paare 

e  X'  =  e  Z4  Cos  b  «  A .  Z  =  A .  P .  Cosy  ^ 

?  Y'  «  p  Z  4  Sin  b  =  B  .  Z  «  B .  P .  Cos  y 
etc.  sind,  so  erhält  man  statt  den  sämmtlichen  Ejräften  P: 

1)  nach  den  drei  Axen  wirkend,  die  Kräfte 

-TP.  Cos«  -TP. Cos /J  2:P.Cosy  S 

2)  unter  der  Annahme,  dass  ein  Drehen  von  x  um  y  nach  z, 
von  7  um  z  nach  x,  und  von  z  um  x  nach  y  als  positiv  betrachtet 
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werde,  —  in  den  Ebenen  X  Y,  Y  Z  und  Z  X  die  Paare 

2:P(B.Coßa-A.Co8/») 

i:P(C.Co8/?— B.Cosy)  4 

-rP(A.Cosy  — C.Cosa) 
Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  müssen  sämmtiiche  6  Ausdrücke 
3  und  4  Null  sein,  —  die  drei  ersten,  wenn  keine  fortschreitende, 
—  die  drei  letzten,  wenn  keine  drehende  Bewegung  statt  haben 
soll.  —  Um  zu  untersuchen,  ob  die  Kräfte  P,  wenn  sie  nicht  im 
Gleichgewichte  stehen,  durch  eine  einzelne  an  einem  Puncte  (8,  9,  6) 
wirkende  Kraft  R,  welche  mit  den  Axen  die  Winkel  a,  b,  c  bildet, 
ersetzt  werden  können  ,  fügt  man  ihnen  die  Kraft  ( — R)  bei,  und 
sieht,  ob  nun  die  Ausdrücke  3  und  4  wirklich  in  jedem  Falle  Null 
werden.    Aus    den    drei   ersten   folgt   (229)   durch   Quadriren   und 

Addiren 

R2=[-2:PCo8o]2-f  [2;PCosi»P  +  [:?PCo8yP 

Cosa  =  ^2PCosa,  Cosb  =  ~ -SPCos/?,  Co8C  =  ^l^PCosr 

aus  den  drei  folgenden  aber,  wenn  man  9  und  Sd  eliminirt,  die  Be- 

dingungsgleich  ung 

-TP  Cos a  . -SP  (C .  Cos^— B .  Cos  y) + 
J?P  Cos/9.  -SP  (A .  Cosy—  C .  Cos  o)  + 
i'PCosy.-TPCB.Coso  — A.Cos/9)=0  « 

von  deren  Erfüllung  also  die  Möglichkeit  der  Resultante  abhingt 

Die  im  Texte  gegebene  Entwicklung  der  Formeln  1 — 6  dttifte  mit  Httlfe 

der  beistehenden  Figur  keine  Sehwicri^eit 
darbieten;  daftkr  mng  als  Beispiel  flir  ikie  An- 
wendung die  in  der  Mechanik  von  W 
gegebene  Ableitung  der  Corve  aal)|eii( 
werden,  welche  ein  in  iwei  Poneten  A  und 
C  aufgchingter,  voUkommen  biegsamer,  ho- 
mogener und  IkberaU  gleich  dicker  Faden 
ABC  in  Folge  der  Schwere  annimmt,  — 
d.  h.  der  sog.  Kettealteie  (Chalnette; 
Tergl.  151):  Wählen  wir  als  Ordinatcnaze 
die  durch  den  tiefsten  Pnnet  B  gehende 
Verticale,  beieichnen  durch  s  und  s'  die  von  B  nach  den  Puneten  M  und  M' 
fllhreoden  Bogen,  und  durch  p  das  Gewicht  einer  Längeneinheit  des  Fadens^ 

so  werden  in  der  Ruhelage  tob  MM'  die 
an  M  und  JA*  wegen  ihres  Zusammenhanges 
mit  AM  und  CM'  je  nach  der  Taagente 
wirkenden  Kriile  T  und  T'  mit  dem  im 
Bchwerpuncte  0  von  MM'  wirkenden  Ge- 
wichte p(s' — s)  im  Gleichgewtebte  stdMa. 
Bexeichnen  daher  mß  und  m'ß*  die  WlBkel» 
welche  T  und  T'  mit  den  Cootdliial 
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bilden,  so  hat  man  nach  den  sich  auf  die  Ebene  XY  beliebenden  Gleichungen 
3  nnd  4 

p(s'— 8)Co8  90»=T.Co8a+T'Co8«'       p{e'— 8)008  0»  zzT.  Cos/? +T' Cos/?' 

p(s'— 8)[yiCos90«— XiCosO»]  =  T(yCo8a~xCos/?)  +  T'{y'Co8a'— x'Cos/?') 

oder  also 

0  =  T .  Cos  o  +  T' .  CoB  «'  p  (s'  —  8)  =  T  .  Cos  /9 -f  T'  Cos  /?*  1 

p  (s'  —  8)  Xi  =  T  (x  Cos  /?  —  y  Cos  a)  +  T'  (x'  Cos  /J'  —  y '  Cos  o')  S 

Ist  MM'  ein  Element  der  Ketteulinie,  so  kOnnen  wir  s'  — 8=:ds,  T'^T^-dT, 

X|  =  x  +  -2->   x'  =  x  +  dx,   y'  =  y  +  dy,    Coso  =  — ^,    Cos/?  =  — ^, 

Cosa'=:^ — hd.  j— ,   Cos Ä' =: -r^  +  d . t^  setzen,  und   biefür  aeben  7  nnd 
dsds  "^ds'ds 

8,  wenn  die  Unendlichkleinen  sweiter  Ordnung  weggeworfen  werden,  in 

d[T.47]  =  0  d.[T.-J|-3  =  p.d.  • 

px.d.  =  d[T(x4f-yif)]  =  x.d(T4f)-y.d(T4f)         fO 

flll>er,  wo  10  eine  einfache  Folge  der  beiden  9  Ist,  also  nicht  weiter  in  Be- 
tracht gesogen  £u  werden  braucht  —  Aus  9'  folgt  durch  Integration,  wenn  c 
eine  Constante  ist, 

m    dx 
ds 
Da  aber  ftlr  B  noth wendig  dx  =:  d  s,  so  folgt  fBr  diesen  Punct  T  s=  e,  nnd 
wenn  man  daher  die  Spannung  in  B  durch  das  Gewicht  einer  L&nge  h  des 
Fadens  darstellt,  so  ist  die  Spannung  in  irgend  einem  Puncte 

«  d  s 

T=:c.-; —  wo  cssp.h  11 

dx  '^ 

d.  h.  gleich  der  Spannung  Im  Puncte  B  multiplicirt  mit  der  Secante  der 
Neigung  der  Kettenlinie  in  jenem  Puncte.  Es  folgt  daraus  sugleich,  dass  die 
Spannung  In  B  die  Minimalspannung  ist.  —  Mit  Hülfe  von  11  gibt  9" 

h .  d  I  ^-^  I  =r  d  8  oder  s  =:  h  .  -^-=-  +  Const. 

Ldx J  dx    ' 

ZIblt  man  aber  die  Bogen  von  B  aus,  so  verschwinden  s  und  dy:dx  gleich-* 

aeitig,  —  also  Ist  die  Constante  auch  Null,  und  man  bat  daher 

d  h.  es  ist  die  Bogendistans  des  tiefsten  Punctes  von  irgend  einem  Puncte 
der  Kettenlinie,  der  Tangente  der  Neigung  in  diesem  letstera  Puncte  propor«* 
tional.  —  Setst  man  in  der  Gleichung,  durch  deren  Integration  12  erhalten 
wurde,  nach  141:1 

ds  =  dx  Vi  +  q*  "^^  ^~Tx" 

so  gebt  sie  in 

yi  +  q« 

ober,  und  hieraus  folgt  durch  Integration  nach  65 : 6 

x  =  h.log(q  +  l/r+^)  Oder  yx  +  |ll-|-^-e^ 

WO  die  Integrationsconstante  weggelassen  ist,  da  für  B  sowohl  x  als  dy:dx 
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Null  werden,  also  auch  sie  Nnli  sein  muss.  Multipliclrt  man  13  beidseitig  mit 


aus  13  und  14  aber  durch  Addition  und  Snbtraction 

—        —  iL  *  * 

ds  =  -2-(e^4-e     ^jdx  und  dy  =  -    /e** — e     **  )dx 

und  hieraus  durch  Integration 


WO  bei  16'  die  Integrationsconstante  unbedingt  Null  wird,  da  s  und  x  in  B 
gleichzeitig  Null  werden,  —  bei  der  mit  151 : 4  übereinstimmenden  16''  aber 
nur  unter  der  schon  in  der  Figur  vorgesehenen  Bedingung,  dass  BO:=h  an- 
genommen wird.  Letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Kettenlinie  zu  beiden 
Selten  von  B  symmetrisch  ist  Femer  folgen  aus  den  16 


h 


y  +  8zzh.e"  y  — s  =  h.e     ■  y«-s«  =  h«  n 

und  aus  15'  und  16" 


IS 


h.-^=Y(®^  "I-®     **  )  =  y        also  nach  11        T  =  p.y 
und  wieder  aus  16',  wenn  1  die  Länge  des  Fadens  ist, 

sowie  aus  16"  k  k         k'  k' 

b  =  (h  +  f)  — (h  +  f-b)  =  A^e*+e~"'*"  — e"^  — e~"^)  fO 

so  dass,  wenn  a  =  k-|-k'  die  Spannweite  bezeichnet,  femer 

"  =  V^^        und        «  =  -2^         »<•-        '«  =  1^  •• 

gesetzt  wird,  mit  Hfilfe  von  48:  1 

V(l  +  b)  (1  —  b)  h    1  //     k:b  — k':h\    /     k':h  I^kl h\ 
T» =  tV{''     — '        )("*      -''       )  = 

Da  sich  nun  nach  21  die  Grösse  n  nie  weit  von  der  Einheit  entfernen  kann, 
so  muss  nach  22  die  Grösse  a  klein  sein,  so  dass  mit  genügender  Genauigkeit 

n  z=  1  +  -^  oder  «  =  |/6  (»  —  1) 


M 


6 

Man  kann  also,  wenn  1,  a  und  b  gegeben  sind,  n  nach  21,  sodann  a  nach  23. 
und  endlich  h  wieder  nach  21  berechnen.  Um  auch  noch  k  und  k'  zu  er- 
halten, kann  man 

kzzA  +  h^  k'  =  i-h^  M 

setzen,  so  dass  nach  20  mit  Hfilfe  von  21  und  22 

b=-^(e»''''  +  e"-<«  +  Ä_e«-/»_e-(«-/»)\ 
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woraus  ß  mit  Hülfe  eines  Nähemngsverfahrens  abgeleitet,  und  cur  Berechnung 
von  k  und  k'  nach  24  verwendet  werden  kann.  In  dem  speclellen  Falle,  wo 
b  =r 0,  ist  offenbar  auch  /?  =  0,  also  k :=  Vt  <^  =  ^'*  —  Setzt  man  d  y :  d x  = 
Tga,  so  erh&lt  man  nach  12  und  17  mit  HOlfe  von  08:7 

s  =  h.Tg«        y  =  h.Seco        x  =  h  log -?-i-?- =  h  log  Tg  (46«  +  y)     M 

Die  Kettenlinie  ist  zur  Zeit  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  vielfach 
behandelt  worden,  besonders  von  Jobannes  Bernoulll»  dem  wir  (vergL  ver- 
schiedene betreffende,  in  seinen  Opera  omnia  gesammelte  Abhandlungen)  die 
erste  Kenntniss  der  Gleichung  und  der  Haupteigenscbaften  verdanken,  —  und 
von  Ijelbnits»  welcher  bereits  die  in  151  angedeutete  Construction  mit  HOlfe 
der  Logistik  lehrte.  —  Zum  Pchlusse  dieses  Abschnittes  mögen  die  in 
einem  festen  Systeme  von  Puncten  m,  auf  welche  Kräfte  P  wirken,  herrschen- 
den Olcichgewichtsbedingungen  noch  in  einer  etwas  andern  Weise  als  im 
Texte  ausgesprochen  werden:  Wenn  Oleicbgewicht  besteben  soll,  so  müssen 
an  jedem  Puncte,  z.  B.  m|,  die  direct  an  ihm  wirkenden  Kräfte,  welche  in  P| 
ausammengefasst  sein  sollen,  mit  den  Wirkungen  im  Oleichgewichte  stehen, 
welche  die  mit  ihm  verbundenen  Puncte  m, ,  m, , . . .  auf  ihn  ausüben ,  und 
weiche  durch  (m|  m,) ,  (m|  m,) , . . .  bezeichnet  werden  mögen.  Denken  wir 
uns   nun  m|  würde,  z.  B.  im  Falle  einer  momentanen  Oleichgewichtsstörung, 

nach  einem  sehr  nahen  Puncte  Ui  verschoben,  und 
bezeichnen  die  Projection  dieser  Verschiebung  auf 
Pi,  die  sog.  virtuelle  Geschwindigkeit  von 
mj ,  mit  ^  pi ,  -—  diejenige  auf  (mj  m^) ,  welche 
m|  o  "zz  m|  m^  —  o  m^  oder  sehr  nahe  m|  m|  —  Ui  m^ 
Ist,  mit  ^i(m|m|),  etc.,  so  unterliegt  diese  Gleichgewicht  nach  229:6  der 
Bedingung 

o  =:  P, .  ^Pi  +  (mj  m,)  .  9^  (™i  ™t)  +  (™t  "s)  •  'i  (™i  "a)  +  •  •  •  W 

In  ähnlicher  Weise  wird  an  m,  Oleichgewicht  bestehen,  wenn 

0  =:  P,  .  ^p,  +  (m,  mi) .  <f,  (m,  mj)  +  (m,  m,) .  \  (m,  m,)  + . . .  9T* 

u.  s.  f.  für  die  andern  Puncte.  Da  nun  aber  offenbar  (m|m,)  =  (m2mt)  und 
^1  (m,  m,)  +  dt  (m,  mj)  als  Summe  der  gegenseitigen  Verschiebungen  von  m, 
und  m,  gleich  Null  sein  muss,  —  da  ebenso  (mj  m,)  =  (m,  mj)  und  6x  (m^  m,) 
4-d^(m,  m|)s=o,  —  etc.,  so  gibt  die  Summe  aller  Gleichungen  27  die  all- 
gemeine Gleichgewichtsgleichung 

o  =  Pj .  api  +  Pi .  <Jpi  +P3  •  'Ps  +  •  •  •  •* 

welche  nichts  Anderes  als  der  Ausdruck  des  sog.  Prioelpcs  der  Tlrtneileii 
GesefawindigkelteD  ist,  das  bereits  Goldo  übaldl  del  Monte  (Pesaro 
1545  —  1607;  Schüler  von  Commandino  und  Gönner  von  Galilei;  Festungs- 
Inspector  in  Toscana)  laut  seinem  „Mechanicorum  Über.  Pisauris  1577  in  fol. 
(Auch  Venet  1615)^,  und  Ctalilel  laut  seinen  „Discorsi  e  dimostrasioni 
matematiche  intorno  a  due  buovo  sciense  attenenti  alla  meccanica  e  ai  movi- 
meuti  locali.  Leida  1638  in  4.  (Lat.  Lugd.  Bat.  1699)"  in  spcciellen  Fällen 
(am  Hebel,  Flaschencug,  etc.)  erkannten,  das  aber  erst  Johannes  Bcrnottlli 
1717  (siehe  seinen  von  Varignon  in  die  sweite  Auflage  seiner  Mechanik  auf- 
genommenen BrieO  allgemein  aussprach,  und  sodann  Lagmnge  an  die  Spitse 
seiner  Mechanik  (vergl.  227)  stellte. 
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ISN.  Die  ttm  ^pamk. 

SMk  TfltegrifliB.  Den  Ort  eines  sich  bewegenden  Punctes  nennt 
num  seine  Bata^  nnd  die  Länge  desselben  vom  Anfangsponcte  der 
Bewegung  bis  zu  der,  einer  gewissen  Zeit  (t)  zukommenden  Lage 
des  Ponetes,  den  dieser  Zeit  entsprechenden  We^  (s).  —  Den  Weg, 
welchen  ein  Pnnct,  in  Folge  seines  Bewegnngsznstandes  znr  Zeit  tt 
in  einer  Zeiteinheit  zurückgelegt  oder  zurücklegen  würde,  nennt 
man  Gesckwllidli^kelt  (c)  zur  Zeit  t  —  Die  Geschwindigkeits* 
zunähme  in  einer  Zeiteinheit  endlich,  welche  eine  Kraft,  bei  gleich- 
massigem  Fortwirken  wie  zur  Zeit  t,  verursacht  oder  Terursachen 
würde,  nennt  man  die  der  Zeit  t  entsprechende  BrschlcmlgVBC  (gX 

Der  ia  227  und  folgenden  Sätxen  gegebenen  Literatur  mag  hier  noch  ,|A.  Wm 
\9  Tratte  de  m^ciuiiqne  rmtioneUe.  Paria  1869  In  6.^  beigefligt  werden. 


t9€.  Die  gldeUdnuge  Bewegllg.  Ist  bei  einer  Bewegung  die 
Beschleunigung  g  =  0,  so  heisst  sie  (lelcWlrBÜCy  und  für  sie  iat 

offenbar  ^  3 

c  =  -—  s=sc.t  t  =  — 

t  c 

Theüt  man  entsprechend  für  irgend  eine  Bewegung  den  Weg  durch 

die  Zeit,  so  erhält  man  die  ihr  zukommende  Hültlere  GesdlwUl* 

dlfkelt«    Bewegt  sich  ein  Punct  gleichförmig  in  einem  Kreise  des 

Radius  r ,   so  heisst  y  =  c :  r  Vl^bikeli^eaekwliidlgkelt  desselben. 

Bei  gleichen  Wegen  verhalten  eich   die  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie 
die  Zeiten,  —  bei  gleichen  Zeiten  dagegen  wie  die  Wege. 

9n.  Die  glmeUdnug  bateUeuigte  BewegUg.  Ist  bei  einer  Be- 
wegung die  Beschleunigung  g  constant,  so  heist  sie  ^eiCkfCrHÜf 
Ibcsekleimisty  und  wenn  für  t  =  0  auch  c  =  0  ist,  so  stellt  offen- 
bar ^/2  =  Vz  -  g  ^  ^^  mittlere  Geschwindigkeit  vor.    Man  hat  somit 

t  =  -^  S 

c  g 

womach  sich  alle  betreffenden  Aufgaben  leicht  lösen  lassen. 

Beaeichnet  a  den  nach  Ablauf  der  Zeit  t  in  einer  Zeiteinheit  beschiiebcBea 
Weg,»oi.t 

^=^^  a    — -^  =  f(at+i)  # 

und  setit  man  daher  den  Weg  in  der  ersten  Zeiteinheit  gleieh  Bim,  to  stellt 
die  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  die  in  den  einseinen  Zeiteinheiteo  besekrtebcon 
Wege  dar. 


ß  — 

2 

c  — 

28 

t 

f  — 

28 
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SM.  Dai  Pirallelograiui  der  Bewegongeo.  —  Bei  jeder  geaetz- 

mfissigen,  wenn  anch  nngleichformigen  Bewegung,  ist  der  Weg  b 
von  der  Zeit  t  abhängig,  oder  eine  sog.  Function  derselben,  so  dass 
man  im  Allgemeinen  s  =  F  (t)  setzen  kann.  —  Wirken  auf  einen 
Pnnct  zwei  Kräfte,  so  wird  er  in  jedem  Momente  die  Oegenecke 
des  Parallelogrammes  einnehmen,  dessen  Nebenseiten  die  den  ein- 
zelnen Kräften  entsprechenden  gleichzeitigen  Wege  darstellen,  — 
gerade  wie  wenn  jede  der  Eü-äfte  successive  während  derselben  Zeit 
allein  gewirkt  hätte.  —  Stellen  S|  =  F|  (t)  und  S2  ==  Fg  (t)  zwei 
unter  einem  Winkel  a  auf  einen  Punct  wirkende  Eräfte  dar,  so  sind 
(entsprechend  228)  die  Polarcoordinaten  des  Punctes  zur  Zeit  t  durch 

gegeben.  Soll  der  Punct  einen  geraden  Weg  beschreiben,  so  muss 
▼  von  t  unabhängig,  also  F^  (t)  «=  A .  F|  (t)  sein,  woraus 

Tgv=  A  +  Cosa  r  =  Fi(t).Vl  +  2ACosa  +  A^     S 

folgt  Es  ist  somit  der  Weg  nur  für  gleichartig  wirkende  Eräfte  gerade, 
dann  aber  auch  durch  eine  ebenso  wirkende  einzelne  Kraft  darstellbar. 

Der  sweite  TheU  dieses  Satces  ist,  glaube  ich,  zuerst  von  mir  1862  in  der 
ersten  Ausgabe  meines  Taschenbuches  in  solcher  Weise  veröffentlicht  worden. 

99».  Allgemeine  Beiiehnngen  Kwischea  Weg,  fiesehwiodigkeit 

■od  BeicUeuigUg.  Für  zunehmende  Geschwindigkeiten  und  Be- 
»cUeunigungen  hat  man  immer 

(v-fAv)  At=>As=>v.  At         (g-f  Ag)  At=>Avr>g.  At 
für  abnehmende  dagegen 

(v  +  Av)At<:A8<::v.At         (g  +  Ag)At<:Av<:g.At 
so  dass  A  B :  A  t  immer  zwischen  v  +  A  v  und  v,  und  ebenso  A  v :  A  t 
immer  zwischen  g  +  A  g  und  g  fallen  muss ,  und  somit  nach  der 
Grenzmethode 

V  ■=  Lim.  ----  =  -J--  oder  s  =/v .  dt        1 

A  t        cit 

•  .       Av        dv        d^s  /.      jx         m 

g  =  L.m.  — =  -j^=^j^  v=/g.dt        S 

Hat  ein  Punct  der  Masse  m  die  veränderlichen  Coordinaten  Xj  j, 
z,  80  sind  nach  1  zur  Zeit  t  seine  Bewegungsmengen  nach  den  Azen 

dx  dy  dz  ^ 

m   «  m   ■■  m  — i —  m 

dt  dt  dt 

während  nach  2 

^*3c     ,^  d*y  ,  .  d»z  ,.        - 

"'■dt»^-**  "^lu^dt  °^lU2-d^     * 

die  Vermehrungen  bezeichnen ,  welche  dieselben  in  dem  der  Zeit  t 
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folgenden  Zeitelemente  dt  wirklich  erhalten.  Ist  der  Ponct  frei  und 
wirkt  auf  ihn  eine  beschleunigende  Kraft  der  Componenten  XYZ, 
so  stimmen  jene  Yermehrnngen  mit 

m.X.dt  m.Y.dt  m.Z.dt  • 

überein,  —  ist  er  dagegen  nicht  frel^  sondern  mit  andern  Pnncten 
zu  einem  Systeme  verbunden ,  so  wird  die  Einwirkung  einer  Kraft 
auf  ihn  möglicher  Weise  durch  die  Verbindungen  modificirt  werden, 
und  es  ergeben  sich  sodann  Differenzen 

m(-^-X)dt  m(-|^J— Y)dt  m(i^-Z)dt« 

welche  aber  offenbar  so  beschaffen  sein  müssen,  dass  sich  ihreGesammt- 
heit  für  das  ganze  System  Gleichgewicht  hält,  d.  h.  man  hat  (234 : 3,4) 

^m  ^^^^-^^*'  =;gm(zX-zZ) 

Gleichungen,  welche  der  analytische  Ausdruck  des  sog.  Prlnelpes 
von  d'AIembert  sind. 

Die  Gleichungen  1  und  2  Bind  wohl  unmittelbar  nach  Erfindung  der  DilTe» 
rentialrechnmig  aufgestellt  worden,  und  finden  sieh  Jedenfalla  in  dieser  Form 
apüteBtenB  schon  bei  Eoler  (vergl.  dessen  Mechanica  in  227)  aufigeschrieben. 
D'Alembert  scheint  sein  Princlp  luerst  1748  in  seiner  Dynamik  (vergl.  227) 
ausgesprochen  zu  haben. 

t40.  Das  Friocip  der  Erhaltong  des  Sekwerpuctes.  Als  Resultat 

weiterer  Entwicklung  ergibt  sich  unter  AndenUi  daas  sich  der 
Schwerpunct  eines  Systemes  genau  so  bewegt^  wie  wenn  alle  Massen 
in  ihm  vereinigt  wären,  und  alle  Kräfte  direet  an  ihm  wirken 
würden,  —  und,  wie  ein  Punct  ohne  Wirkung  einer  äussern  Ursache 
in  seiner  Bewegung  beharrt,  so  kann  auch  die  Bewegung  des 
Schwerpunctes  eines  Sjstemes  durch  blosse  Einwirkung  seiner 
Theile  auf  einander  nicht  verändert  werden,  sondern  es  bewegt 
sich  derselbe  mit  constanter  Geschwindigkeit  in  einer  Geraden.  Letz- 
teres Gesetz  ist  unter  dem  Namen  des  Principes  der  Erhaltung  des 
Schwerpunctes  bekannt  geworden. 

Bezeichnen  xys  die  Coordlnaten  des  Schwerpunctes  eines  Byslemes  tob 
Puncten  der  Coordlnaten  ZiyiCi,  x,y,  Z|,...  und  der  Massen  mim,...,  so 
hat  man  (331,  196,  133) 

2'm  y-   j;m  ^^ZST  ■ 
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woraus  sich  durch  aweimalige  Differentiation  nach  t  and  Benutmng  von  289 : 7 
die  Gleichungen 

d'x  _  £mX  d«y  _  I'mY  d«g  _  j^mZ 

dt«""    JSm  dt«""    j;m  dt«  ~    Jm 

ergeben,  welche  der  analytische  Ausdnick  des  oben  ausgesprochenen  ersten 
Gesetzes  sind.  —  Fassen  wir  vorerst  nur  Wirkungen  in's  Auge,  welche  die 
einen  Theile  des  8y Sternes  auf  die  andern  ausüben,  und  beseichnen  durch  P 

die  Kraft,  mit  welcher  ein  Element  von 
m''  ein  Element  von  m'  anzieht,  so  sind 
die  Componenten  der  von  der  ganzen  Masse 
m''  auf  ein  Element  von  m'  ausgeübten 
Wirkung 

X'  =  m"P.Cos«  =  m"P 


x"  — X' 


Y'=:m"P 


Z'  =  m"P 


y''-y' 


1"  — l' 


In  diesem  Falle  wirkt  aber  auch  nach  dem  bekannten  Grundgesetse  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  ein  Element  von  m'  mit  derselben  Kraft  auf  ein 
Element  von  m'',  so  dass  die  Wirkung  der  ganzen  Masse  m'  die  Componenten 


X"  =  m'PCos(180  — o)z=  — m'P 


X''  —  X' 


Y"=  — m'P 


y"-y' 


»"  — z' 


Z"  =  — m'P 

r 

hat  Hieraus  folgt  aber  sofort 

m'X'  +  m"X"  =  m'Y'  +  m''Y"  =  m'Z'  +  m"Z"  =  0 

und  je  ihnliche  drei  Gleichungen  würde  man  für  die  gegenseitigen  Wirkungen 
von  m'  und  m"',  m"  und  m'",  etc.,  finden,  so  dass 


£mXz:::£mY=sj;mZz=:0      oder  nach  2 
Hieraus  folgen  aber  durch  Integration 


d«x  _  d«y  _^  d«z  _ 


dx 


dy_ 


=  a 


st 


dt« 
dz 


dt«  "  dt« 


dt 


s:a 


Sit 


SU 


II 


dt  dt 

und  durch  nochmalige  Integration 

x  =  a't  +  b'  y  =  a"t  +  b" 

oder  durch  paarweise  Elimination  von  t 

a'        ,    b'a"'  — a'b'"  a"       ,    b"a'"  — a"b"' 

*  =  T7?7«H TTTi y  =  T777«  + 


t  +  V 


4 


III 


a"*  a'"  •       a*"  a* 

welches  (104)  die  Gleichungen  einer  Geraden  im  Räume  sind.  Es  bewegt  sich 
also  unter  der  gemachten  Voraussetzung  der  Bohwerpnnct  in  einer  Geraden, 
und  zwar  ist  seine  Geschwindigkeit  nach  8 

^T=V(4^)'+(4i)-+(4f)'=v.-+.-+.-'       • 

d.  h.  constani  Es  beateht  also  auch  das  zweite  der  oben  angeführten  Gesetze. 

941«  Das  Princip  der  Irlialtaog  der  Fliehen.  Wenn  ferner  die 

yerschiedenen  Pancte  eines  SjstemeB  nur  ihrer  gegenseitigen  Wir- 
kung oder  Kräften  unterworfen  sind,  welche  nach  dem  Anfangs- 

pnncte  der  Coordinaten  wirken ,   so  ergibt  sich  das  merkwürdige 

91« 
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Gtesetz:  Projicirt  man  die  von  den  Radien  Vectoren  der  einzelnen 
Poncte  während  einem  Zeitelemente  beschriebenen  FlSchen  anf 
irgend  eine  der  Coordinatenebenen,  nnd  multiplicirt  jede  Projection 
mit  der  Masse  des  beschreibenden  PüncteS|  so  ist  die  Summe  dieser 
Prodncte  immer  dem  Zeitelemente  proportional.  Dieses  Gesetz,  das 
offenbar  anf  jede  durch  den  Anfangspnnct  gelegte  Ebene  ansge- 
dehnt  werden  darf,  da  jede  solche  Ebene  eine  Coordinatenebene 
sein  kann,  nennt  man  Princip  der  Erhaltung  der  Flachen. 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  239:8  mit  dt,  nnd  Integrirt  nnch  t, 
80  erhilt  man,  wenn  c'  c''  c'"  beliebige  Conatanten  sind, 


Im 


xdy  —  y dx  


dt 


=  c'    +2'/m(xY  — yX)dt 


yda  —  ady  _^ 


dt 

f dx  —  xda 

dt 


=  c"  +i:/m(yZ  — aY)dl 
=  C"  +  i:'/m(iX— xZ)dt 


Nnn  ergibt  sich  einereeita  für  die  swtscben  m'  nnd  m''  tlüUlge  Kraft  P  mit 
Hfllfe  der  340  gebrauchten  Werthe  ^on  X  nnd  T 

m'  (X'  Y'  —  y'  X*)  +  m"  (x"  Y"  —  y"  X")  =:  0 
nnd  ihnliche  Gleichnngen  lassen  sich   anch   fUr  die  gegenaeitigen  WiiinuigeB 
▼on  m'  nnd  m'^',  etc.,  aufstellen.  Beseichnet  anderaeita  F'  eine  Kraft,  welche 
m'  nach  dem  nm  f'  entfernten  Anfangapnncte  der  Coordinaten  an  fahren  strebt, 
Bo  sind  offenbar  die  Componenten  nach  den  Axen 


X'  =  — F'^^ 

"~         •  f ' 


Y'  =  — F 


.iL 
V 


Z'zs  —  F*—- 


also 

x'Y'  — y'X'  =  y'Z'  —  i'Y*  =  a*X'  — x'Z'  =  0 
nnd  ähnliche  Gleichungen  wikrden  sich  anch  fttr  die  Qbrigen  Pnncte  anfsieUen 
laasen,  —  so  dasa  fDr  diese  beiden  Arten  von  Wirkungen  nnd  Krtftea 

2'm(xY~yX)  =  2'm(yZ-aY)  =  2'm(aX  — xZ)  =  0 
nnd  ea  gehen  daher  die  1  in  diesem  Falle  in 

l'mCxdy  — ydx)  =  c'dt,  i^mCyda  — Edy)  =  c"dt,  2'm(«dx— xda)=c'"dt  • 

Ober.    Stellt  aber  (m)  die  Lage  vor,  welche  m  nach  der  Zeit  dt  einnimmt, 

so  ist  die  Projection  der  Tom  Radhu  Yector 

während  dieaer  Zeit  beachriebeaeB  Fliehe  ^ 

auf  XY 

.i-.  xdy  — ydx 


y»AXv     ^°^  entsprechend  aind 


.i.^  yda  — ady 

n     —  2 


A"'= 


adx  —  X  dl 


die  ProjecUonen  anf  YZ  nnd  XZ.   Fflr  diese 
Werthe  gehen  aber  die  S  in 
2'2m.  A'=c'.dt        ^'Sm.  A"  =  c".dt        2'^™- A'"  =  c"*-^t      • 

Ober,  welche  offenbar  der  analytische  Anadmck  des  im  Texte  aoagesprochenea 

Gesetzes  sind. 


t4S.  Die  UterlBtelicke  Ektse.   Wenn  man  eine  Fläcke  oder 
ein  System  von  Flächen  auf  die  drei  Coordinalenebenen  projicirt, 
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und  dann  die  erhaltenen  Projectionen  anf  irgend  eine  andere  Ebene 
überträgt,  so  ist  die  Summe  der  drei  neuen  Projectionen  genau 
gleich  der  Projection,  welche  man  durch  unmittelbares  Projiciren 
auf  diese  Ebene  erhalten  hätte.  Femer  findet  man,  dass  die  Quadrat- 
snmme  der  Projectionen  einer  Fläche  oder  eines  Sjstemes  von 
Flächen  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  einen  von  der  Lage 
dieser  Ebenen  unabhängigen  Werth  hat;  dagegen  nimmt  die  ein- 
zelne Projection  ftir  eine  bestimmte  Ebene  einen  Maximumswerth 
an,  und  zwar  sind  die  Winkel  dieser  letzteren  Ebene  mit  den  Coor- 
dinatenebenen  für  die  241  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen 
und  Flächen  von  der  Zeit  unabhängig,  so  dass  sie  Laplace  mit 
Recht  als  eine  anverflnderllche  Ebene  in  die  Mechanik  einge- 
führt hat 

Bildet  eise  ebene  Fignr  der  Flüche  A  mit  den  Coordinatenebenen  XY, 
XZ,  YZ  und  einer  Ebene  I  der  Reihe  nach  die  Winkel  a',  b%  c',  w,  und 
beselchnen  »',  /?',  /'  die  Winkel  von  I  mit  denselben  Coordinatenebenen,  so 
ist  (196 : 5) 

Cos  w  =  Cos  a' .  Cos  a'  4-  Cos  b ' .  Cos  /?'  +  Cos  c' .  Cos  y'  1 

Beaeiehnet  femer  B'  die  Projection  von  A  anf  I,  und  sind  A' A'' A'''  die 
Projectionen  von  A  auf  die  Coordinatenebenen,  so  hat  man  (165) 

B'c=:A.Ck>sw  A'  =  A.Cosa'  A''=:A.Co8b'  A"^=:A.Cosc' 

und  daher,  wenn  1  mit  A  mnltlplicirt  wird, 

B'  =  A^  Cos  o'  +  A" .  Cos  /?'  +  A"' .  Cos  y'  • 

d.  h.  den  ersten  der  oben  ausgesprochenen  S&tse,  der  offenbar  auch  noch  in 

dem  allgemeinem  Falle  gilt,  wo  A  nicht  eine  einzelne  Flüche,   sondern  ein 

System  von  Flüchen  beiseichnet,  —  sogar  wenn  diese  Flächen  in  verschiedenen 

Ebenen  liegen.  —  Hat  man  femer  noch  zwei  Ebenen  II  und  m,  welche  mit 

den   coordinirten  Ebenen  die  Winkel  a**  ß"  y**  und  a***  ß"**  y'*'  bilden,   so 

erhUt  man  für  sie  entsprechend  2 

B"  csA'.Cosa''  +A".Cos/?"  +A''^(3osy''  S 

B"'=:A'.Co8a'"  +  A".Cos/J'"-f  A'''.Cosy'"  4 

Stehen  aber  I,  n,  in  au  einander  senkrecht,  so  bestehen  awischen  den  Cosinus 

der  0  Winkel  a/?y  die  192:6,  7  entsprechenden  Relationen,  und  mit  Ihrer 

Hfllfe  findet  man 

B'.CoBa'  +  B".CoBa"  +  B'".Cosa"'=:A' 

B' .  Cos  /?'  +  B'^  Cos  /J"  +  B"^  (3os  ß**'  =  A"  S 

B'.Cosy'  +  B".Cosy"-|-B'''.Cosy"'  =  A'" 
und  sodann 

A'«  +  A''«  +  A"'«  =  B"  +  B'*«  +  B'"«  6 

d.  h.  den  aweiten  der  oben  ausgesprochenen  Sütse.  —  Aus  6  folgt 


B'  =  ]/A'*  +  A''«4-A'"*  — B"»  — B"'*  1 

und  es  wird  somit  B'  am  grössten,  wenn  B"  und  B'"  Null  sind,  d.  h.  nach 
7  und  5,  wenn 

Cos«'  =  ^,    Cos/?'  =  A;1,    Cosy'  =  ^   wo    B'  =  yA'«+A-«+A'"»» 

Kennt   man  daher  die  Projectionen  von  A  auf  drei  beliebige  Coordinaten<« 


326  —  I>i«  i^in«  Dynamik.  — 

ebenen,  ao  knnn  man  leicht  das  Maximum  der  Projecüon  und  die  La^  der 
Maxirnnma^Projectionaebene  ermitteln.  —  Die  eben  gefondenen  Gesetze  kacn 
man  offenbar  ohne  weiteres  auf  die  durch  241 : 3  gegebenen  8nmmen  der 
Projectionen  von  2  m-fachen  Fliehen  anwenden ,  d.  h. 

A'  =  c^dt  A"  =  c"dt  A'''  =  c'".dt 

setsen,  nnd  hiefttr  gibt  8,  wenn 

gesetit  wird, 

B'=:C.dt  Cosa=-^  Co8^=^  Coay  =  -^        !• 

so  dass  in  den  Werthen  Ar  die  drei  Cosinns  die  Grösse  dt  wegflllt,  sl»o 
die  Maximumprojectionsebene  wirklich,  wie  diess  im  Texte  ausgesprochen 
wurde,  von  der  Zeit  unabhängig  oder  constant  ist  Da  femer  ans  241:2 
hervorgeht,  dass,  wenn  man  fttr  irgend  eine  Zeit  die  Coordinaten  x,  y,  z 
simmtlicher  Pnncte  des  Systomes,  und  ihre  Geschwindigkeiten  dx:dt,  dy:d; 
und  dz:dt  nach  den  drei  Coordinatenaxen  kennt,  die  Grössen  c'  c"  c"'  be- 
rechnet werden  können,  so  kann  man  auch  die  entsprechende  unveränderliche 
Ebene  wirklich  aulBnden,  und  so  hat  EMpimem  (s.  M^can.  c^l.  m  163)  di*^ 
selbe  Ar  unser  Sonnensystem  unter  der  Annahme,  dass  fttr  dasselbe  die  ^ 
machten  Voraussetsungen  bestehen,  wirklich  bestimmt,  und  gefunden,  d&^s 
fttr  sie  in  Besiehung  auf  Ekliptik  und  FrOhlingspnnct  des  Jahres  1750  d.e 
L&nge  des  aufsteigenden  Knotens  102«  57'  30"  und  die  Neigung  l''  35'  31" 
betrage.   Yergl  355. 

S4S.  Die  Ihiptizen.  Versteht  man  (264)  nnter  dem  TrSgheits 
momente  eines  Körpers  in  Beziehung  auf  eine  Axe  die  Summe  der 
Producte  jedes  Elementes  desselben  in  das  Quadrat  seines  Abstandes 
von  dieser  Axe,  so  gibt  es  für  jeden  Körper  drei  zu  einander  senk- 
recht stehende  Axen,  welche  die  merkwünlige  Eigenschaft  haben, 
dass  Einer  von  ihnen  das  g:rösste  und  einer  Andern  das  kleinst« 
Trägheitsmoment  mgehört.  Man  hat  diese  von  Euler  zuerst  einläss- 
lich  behandelten ,  aber  schon  von  Segner  aufgefundenen  Äsen 
HaapUULra  genannt,  und  sie  fallen  bei  einem  homogenen  Eliipsoide 
mit  den  geometrischen  Hauptaxen  U^*)  zusammen. 

Setzt  man 

M'=/CxY  — yX^dm  M"=/:yZ  — lY;  dm  M"'=/(iX  — xZ) dm  I 
so  geben  die  Gleichungen  241 : 1,  wenn  man  die  Puncte  m  durch  die  Elemente 
dm  eines  Körpers  m  ersetzt.  J  in  /  übergehen  li^st,  nnd  das  auf  die  Zrit 
beiflgliche  Integral  durch  einen  Index  tou  dem  auf  den  Körper  bertglicfcen 
unterscheidet, 

^^^-J-       dt        -^"^  I    M"dt=f^ dt—-**" 

M"'di=rl ^ dm  t 

*'  dt 

Flhft  man   nun  Axen  X'Y'Z*   ein,   welche   mit   dem  Körper  unTerinderlich 

^tVTbuBden  sind«  si^   werden  die  Coordinaten  x*y*x*  des  Elemente«  dm  rot 

der  reit   ucsbb&r(i|:,   und   dAi^»^n   die   9  QKv»en   »bc.    durch   welche  «e 

(193:4«  5)  mit  xyi  iu5smct-cb&r^n«  mit  der  Zeit  TeraaderUeh  »ein.   Vit 
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nach  dieser  Annahme  aus  192 :  4  für  x,  y,   dx :  dt  nnd  dy :  t  folgenden 
WerÜie  in  3  eabstltairend,  erhUt  man 


/•M'dt=/ 


^a^dbi — b|da| 

dt 

a,db| — b,da, 

dt 


n 


+ 


y'»+ 


ajdb| — btda,  +  fttdb| — \äh^ 

dt 
a,db,— b,da,  +  a,db,— bgda, 

dt 


y-i'+ 


.dm 


a,db,— b,da,  ,,,  ,  a^db^— btda,  +  a,dbt— b^da^ 

■  dt        ^'    "•  dt  ■*      J 

oder  durch  Bnbetitntion  der  in  19? :  8  gegebenen  Werthe  von  %  a^  a,  b|  b,  b, 

rM'dt=:rr[c,(a,daj4.b,dbi-fc,dCi)-c(a,da,+b,dbi+c,dCi)]x'«+      T^ 
[c,(a,da,+b,db,+c,dc,)-c,(a,da,+b,db,+qdc)]y'«+ 

[c,(aida,4-bjdb,+Cidc,)— Cl(a,da,4-b,db,-f-c,dc,)]»'«4- 

[c,(a,da,+b,db,+o,dc,)  —  c,(aj  dai +bi  dbj +Oi  dc,)+l 
Ciiajdaj+bjdbj+CjdcJ— c,(a,da,+b,db,-f-c,dc,)    J    ^  "^ 
rc|(a,da,+b,db,+c,dc,)— Ci(a,da,+b,db,-{-c,dC|)+l 
Lc,(a,da,+bidbt4-Cidc,)— c,(aida,+bjdb,+Cidc,)    J  ^     "^ 


[Cf  (»1  da^ +bi  db^+c,  dcj ) — c,(a,  da,+b,db,+e,dc,)+1 
CsCajdaj+bjdbj-fCjdc,)— Cj(a,dai+b,dbi-|-c,dCi)    J 


i'x' 


DUferenxirt  man  aber  die  drei  letcten  Gleichungen  192:7  nach  t,  so  erhUt 
man,  wenn  pqr  drei  HnifsgrÖBsen  sind, 


% 


ÜL 


dt 
da| 
dt 

dt 


db« 


dt 

dbi 

dt 

db, 


de. 

■dT=— • 


dt 


A5l— 


dt 


=  — a» 


da| 

TT 

dj4 
dt 
da. 


-b, 


-b. 


-b, 


dbi^ 
dt 

db, 
dt 

db, 
dt 


dC| 
de. 


dt 


=  q 


de. 


de, 

dt  ■"      *•   dt 

nnd  durch  Differentiation  der  drei  letaten  Gleichungen  192 : 6  nach  t 

da|  .      db|  .      dO|  ^  i  u  ^^t 


+ 


de.  da,  ,  . 

"«dt=*«W+*^' 


l-c.^=a,^4-b.^+c^=0  4 
^^  dt  ""  '  dt  ^  •  dt  ^^  dt         • 


dt   •  "*  dt    '  ^^  dt^"»  dt   •    •  dt 
also  ist,  wenn  man  noch  cur  Abkllrsung  die  Hfll&grOssen 

A=/(y'»  +  s'«)dm         B  =/(s«  +  x'«)  dm         C=/(x'«  +  y'«)  dm     S 
F=/y'B'dm  G=/a'x'dm  H  =  /x'y'dm  • 

PssAr— Gq  — Hp        Q  =  Bp  — Hr  — Fq         R=Cq— Fp  — Gr     % 
einfuhrt 

/'  M'  d  t  =  frCr  (y'«  +  «'•)  —  p  X'  y'  -  q  i'  x']  c»  +-|  d  m 

tp(x'«  +  a'«)-^qy'i'-rx'y']c,+ 
L[q  (x'*  +y'*)  —  r  a'  X'—  p  y'  1*]  c,     J 
s=CiP  +  c,Q-fo,R  ft 

und  analog  geben  die  swei  Übrigen  Gleichungen  2 

/'M"dt  =  a4P  +  a,Q4-a,R  /'M"Mt  =  biP  +  b,Q  +  b,R      9 

Die  DÜhrentiation  von  8  und  9  nach  t  ergibt 


=  c. 


M''  =a, 


\m 


=  b, 


dP 
dt 
dP 
dt 
dP 
dt 


+  P 


de, 

TT 

da, 

"TT 

dbt 
dt 


4-a, 
+  b. 


d_Q 
dt 

dQ 
dt 

dQ 

dt 


dt   ^^ 
da. 


dR    ,  «  de, 

1T  +  * 

dR 


dt 


+  Q    ^^ 


dt 

dR 


+  *   dT 
db. 
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und  hieraus  folgen  mit  Hfllfe  von  192:6,  7  and  gegeowkrtigen  3,  4 

M'  c,  +  M"  a^  +  M'"  b,  =-ir""^^  +  P^  *• 

M'c,  +  M"a,  +  M"'b,=:-^—  rR  +  qP  11 

M'  c,  +  M''  a,  +  M'"  b,  =  -J^  -  pP  +  rQ  It 

Um  diese  letstem  Oleichangen  noch  weiter  sn  vereinfachen,  wollen  wir  uns 
erinnern,  dass  die  in  den  a  b  c  involvirten  drei  Grössen  f^^  immer  noch 
willkOrlich  sind,  dass  wir  also  irgend  drei  Bedingungsgleichongen  wie  s.  B. 

F  =  0  0  =  0  H  =  0  IS 

aufstellen  können,  —  jedoch  in  diesem  Falle  geseigt  werden  mnss,  daas 
man  dieaen  drei  Gleichungen  wirklich  immer  durch  reelle  Werthe  von  y  f  ^ 
genügen  kann.  Um  letitem  Nachweis  su  leisten,  erhallen  wir  ana  6  durch 
Substitution  nach  192:4,  7 

F=/(a,x  +  b,y  +  c,i)(a,x  +  b,  y  +  c,a)dm 
= /  FN  *>J  (y •  -  X«)  -  c,  c,  (X «  -  ««)  +  (a,  b,  +  a,  b,)  X  y-l  d m 
1+  (N  «I  +  W  Cf)  y «  +  («i  c,  +  a,  c,)  sx  J 

oder,  wenn  wir 

/(x«  — i«)dm  =  -4  /(y»  — x«)dm=:B  M 

/xydmz=D  /yadm=:£  /sxdmr=:F  If 

eetien,  aus  192:5  eubsUtuiren,  und  nach  f  ordnen, 

F  =  b,b,B-c,c,il  +  (a,b,  +  e,b,)D+(b,c,  +  b,c,)*  +  (a,c,+a,c,)F 
=  r;?in f  Cos y  Sin a .  B  -h  ^^s 2^Sin6.D  +-|  ^in  f  4- 

LSin^Co8«.£  +  Co8^Cos«.F  J  M 

+  rCos*^Sin9Co89.B-HSin«Cos9.il—  iCosy 

Lsin  2  ^  Sin  9  Cos  9  .  D  -H  Cos  ^  Cos  2  9 .  £  —  Sin  ^  Cos  2  « .  Fj 

Analog  findet  man 

0=r— Co8<^Sin9Cos9.B  — Sin9Cos9.il+  lSin9  + 

lsin2^Sin«Co8^.l>— Co8^Cos3«.£  +  Sin^Cos2«.Fj 
+  rSin  ^  Cos  ^  Sin  ^.B  +  Cos  2  ^  Sin  •.!>  +-1  Cos  ^ 

ISin ^C4>B$.£  +  Cos  ^  Cos  A .  F  J 

H  =  r(Sin»^~CosV Cos«d  B  +  Sin««, i4  +  Sin  2 ^(1  +  Cos««) D +1  8in2f  , 
lSin2«(,Cos^.*— SiB^.F)  J      2 

4-  rSin^Co8^Cos9.B-h^o«^-Cos2^.l>— ~lCoe2y  1^ 

Lsin  6  yßia  ^ .  £  +  Cos  ^ .  F)  J 

Seilt  man  somit 

*=:Y  FcC^in«  ^  — Cos«  ♦  CosM^  B  +  SinM.J  +  Sin  2^(1 +  CoaM)  D  +  1 
L+  Sin  2  « ,^Co8  ^ .  F  —  Sin  ^ .  F^]  J 

i  =  Sin  ^ Cos  ^  Co«  «.B  4-  Cos  #.  Cos  2 ^ .  J>  —  Sin « (Sin^  .  £+  Coe^.  F)  19 
jr=s8tn^Cos^.Sin«.#-|-Sin«.Co«2«.J»4-Coe«^?in^.F+Cos^.f) 

->*=  j[Sin2«v^Cos«^,B  +  a  — Sin2^.D)i-2Cos2«;^Co«^.jr— Sin^.F)] 

so  hat  man  sutt  13  die  Mo|:Iichkelt  der  Gleiehungen 
*.Sin2y  +  i.Cos2f  =  JfSiaf +  .V.Co*y=rJICoey  — ^fSinyssO  •• 

nachnweis^n.  Quadrirt  und  «ddirt  man  aber  die  iwei  letaten  Gleichuc*"^  •** 
effribt  sieb 


1 
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QAd  «18  diesen  beiden  letstern  Gleichungen  erhUt  man  mit  Hülfe  von  10, 
wenn 

geseilt  wird, 

_  EBmxf,  +  FCo9xp       _  Eu  +  F  i/rrg'i 

Tg2a=-2      JgCo8^-F.SiDv_  ^-_aJF ^j-— ^ 

Seist  man  diese  Werihe  in  die  goniometrlBche  Formel 

ein,  8o  erb&li  man 


oder,  wenn  man  gehörig  reducirt,  wobei  sich  namentlich  die  ganze  Gleichung 
durch  (1  -f  ti')  dividiren  Ussi,  —  nnd  dann  ordnet, 

0  =  u»  [ADE  —  F(D«  -  E*)]  + 

+  u«[DF(J  +  2B)  — JB(i4B  +  D«  +  E«  — 2F»)]  + 

+  u  [F(D«  — B«  — 2^  +  F«-JB)-DJB(4  — B)]  + 

+      [E  (D«  —  Ft)  _  x>|r(^  +  B)]  «f 

Eine  Gleichung  dritten  Grades  hat  aber  immer  eine  reelle  Wnrsel,  also  isi 
nach  22  auch  y^,  nach  23  ebenso  0,  und  endlich  nach  der  noch  unbenuisien 
20'  auch  f  reell,  und  es  dflrfen  somit  die  Gleichungen  13  wirklich  aufgestellt 
werden.  Die  Gleichung  26  mues  sogar  nothwendig  nicht  nur  eine»  sondern 
drei  reelle  Wurseln  haben,  welche  sich  auf  die  drei  Axen  besiehen;  denn 
jede  dieser  Letsiem  kann  eben  so  gut  als  die  Andere  als  Axe  der  X  ange* 
sehen  werden.  Die  Axen,  welche  durch  13  besiimmi  werden ,  sind  aber  die 
im  Texte  erwfthnien  Hanptaxen;  denn  nach  der  dort  gegebenen  Deftnüion 
stellen  die  durch  6  eingeführten  Grössen  offenbar  die  sog.  TrighellMB^meiite 
des  Körpers  in  Besiehung  auf  die  Axen  X'Y'Z'  dar.  —  Beseichnei  man  das 
Trigheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  Axe  der  Z  mit  (E,  so  ist  entsprechend, 
mit  Hülfe  von  5  und  192:4—7 

«=/(x«+y«)dmz=/[(a,x'  +  a,y'  +  a3zO*+(b,x'  +  b,y'  +  b,sO«]dm 

=/r(l-C|')»"+(l-V)y'*  +  a-V)z'«-2CiC,x'y'-n    ^ 

l — 2c,c,x'z'  — 2c,c,y'z'  J 

=  Sin*9  8in*9.A4-8in*0Co8S9.B  +  Cos*0.C  +  Cos9Sin2  9.F-- 

•—  Sin  9 .  Bin  2  9 . 0  +  Sin  2  9 .  Sin*  e,H  M 

Sind  aber  die  Axen  X' Y' Z'  Hauptaxen,  so  besiehen  die  Gleichungen  13, 
und  man  hat  mit  Hülfe  von  102:6 

€  =  A.Sin«Ö.Sin*9  +  B.8in«Ö.Co8«tp  +  C.Cos*^  = 

=  A.Co8«(Z,X0  +  B.Co8«(Z,Y')  +  C.Cos«(Z,Z0 
d.  fa.  wenn  man  jedes  der  einer  Hauptaxe  entsprechenden  Trigheitsmomenie 
mit  dem  Quadrate  vom  Cosinus  des  Winkels  mulüplicirt,  welchen  irgend  eine 
Axe  mit  dieser  Hauptaxe  bildet,  eo  stellt  die  Summe  dieser  Producte  das 
jener  Axe  entsprechende  Trlgheitemoment  dar.  Ist  aber  A  >  B  >  C ,  so  ist 
nach  27 
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€  <  A  (6In<  6  8iii<  9  +  Sin*  <9  CoB<  9  +  CoB*  6)      oder      €<A 

(C>  C  (8in<  $  Sin<  9  +  6in<  $  Cos«  9  +  Ck>8>  tf)      oder      €>  C 

d.  h.  es  besteht  wirklich  die  im  Texte  stiBgeeprochene  (^mndelgensehaft  der 
Hanptaxen.  —  Bezeichnet  q  die  Dichte  eines  homogenen  Körpers,  so  ent- 
spricht dem  Pnncte  z  y  c  desselben,  nnd  somit  der  Distans  ^x«  +  y«  von  der 
Axe  der  Z  offenbar  das  Massenelement  ^dxdydc,  und  es  ist  daher  das 
Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Besiehung  auf  Z 

C  =  ^///(x«  +  y«)  dx .  dy  .  da  M 

Ist  B.  B.  der  Körper  ein  Ellipsoid  der  Axen  2a,  2b,  2c,  und  üsllen  die 
Coordlnatenaxen  mit  diesen  Axen  zusammen,  so  besteht  (198)  die  Gleichung 

X*       y<        z> 

Wenn  wir  daher  in  28  zuerst  nach  z  integriren,  und  in  dem  so  hervorgehenden 
unbestimmten  Integrale 

C  =  ^//(x*  +  y«)  dx  .  d y  (z  +  Const) 

für  z  nach  29  die  Grenzwerthe  

einsetzen,  so  erhalten  wir 

C  =  2ßC//(x«  +  yt)'j/l-^-|!..dx.dy  SO 

Setzt  man  aber  zur  Abkürzung 

a« 

so  ist  nach  67 :  14,  wenn  erst  nach  y  integrirt  wird, 

und  dabei  ist,  weil  dem  in  XY  liegenden  Schnitte  unsers  Körpers  die  Gleichung 

X«        y«  1  /        x*^ 

-^  +  |r  =  l  oder  y  =  ±byi-i-  =  ±r 

entspricht,  y  zwischen  den  Grenzen  -{-i  und  — r  zu  nehmen,  so  dasa  nun 

2ßCxtdxjyi--^-.-^dy  =  -?— ^ r««=:-?-j^_(atx«-x*)dx 

und  somit 

oder,  da  x  offenbar  von  —  a  bis  4*  &  auszudehnen  ist, 

2,c//..-i/i-^-2;dx.d,=i^ii^ 

und  entsprechend 
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folglich  nach  30 


^       4Dabc(a«  +  b«)Ä        a»  +  b»    ^  u*       ^     k  •« 

(S  =  — 1 1- — ! i —  :^ 1 .M,       wo       M=:  —  abc»A        St 

10  0  o 

nach  205:4  die  MaBse  des  EUipsoides  dareteUt.  Entsprechend  sind  die  Träg- 
heitsmomente in  Beziehung  auf  die  Äxen  der  X  und  T 

0  0 

80  dass  sieh  ,  ^      ^      « 

a>b>c  und  €>«>« 

entsprechen.  Da  femer  die  drei  Integrale 

/xydm  /xcdm  /ysdm 

ftkr  ein  Ellipsoid,  dessen  Axen  mit  den  Coordinatenaxen  susammenfallen, 
nothwendig  gleich  Null  sind,  weil  sich  su  jedem  der  in  ihnen  begriffenen 
Elemente  ein  «weites  gleich  grosses,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetstes 
Element  findet,  so  sind  nach  6  und  13  die  drei  Axen  zugleich  die  Hauptaxen. 
Ist  das  Ellipsoid  durch  Rotation  einer  Ellipse  um  die  Axe  o  entstanden,  d.  h. 
ist  a  =  b,  so  ist  auch  9=:®-  Sind  aber  für  irgend  einen  Körper  die  Träg- 
heitsmomente in  Besiehung  auf  zwei  Hauptaxen  gleich ,  a.  B.  A  ;=  B ,  so  hat 

man  nach  37  _  .         ^    _    . 

(C  =  A.8in<9  +  C.Cos*a  SS 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  das  Trägheitsmoment  f&r  jede  Axe  der  Z,  welche 
mit  Z'  denselben  Winkel  S  bildet,  gleich  gross,  also  z.  B.  tflt  alle  Axen 
gleich  A,  fOr  welche  ßssW^  ißi,  oder  die  in  der  Ebene  X'T'  liegen,  ~  , 

also  muss  auch  jedes  Paar  von  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  der  ' 

Ebene  X'Y'  mit  Z'  zusammen  ein  System  von  Hauptaxen  bilden,  da  ihnen 
sonst  nach  dem  oben  entwickelten  Gesetze  ein  grösseres  oder  kleineres  Träg- 
heitsmoment als  A  zukommen  müsste,  je  nachdem  A-<C  oder  A>>C;  so 
z.  B.  fallen  also  beim  Rotationsellipsoide  jede  zwei  zu  einander  senkrechte 
Durchmesser  des  Equators  mit  einem  Systeme  von  Hauptaxen  zusammen. 
Fflr  A=zB  =  C,  so  z.  B.  fftr  eine  ans  dem  Anfangspuncte  beschriebene  Kugel, 

wird  nach  27  oder  33  _ 

C  =  A  M4k 

d.  h.  es  wird  jeder  durch  den  Anfangspunct  gehenden  Axe  ein  gleich  grosses 
Trägheitsmoment  entsprechen,  und  jedes  System  von  drei  zu  einander  senk- 
rechten solchen  Axen  ein  System  von  Hauptaxen  sein. 

S44«  Die  angenblicklichd  Rotationsaze.  Alle  in  einem  gegebenen 
Zeitmomente  ruhenden  Punete  eines  rotirenden  Körpers  liegen  in 
einer  durch  den  Durchschnittspunet  der  Hauptaxen  gehenden  Qe- 
raden,  der  sog.  Axe  instantanö  de  rotation.  Wirken  auf  den  Körper 
keine  äussern  Kräfte,  und  dreht  er  sich  zu  einer  gewissen  Zeit  sehr 
nahe  um  diejenige  seiner  Hauptaxen,  der  das  grösste  oder  kleinste 
Trägheitsmoment  entspricht,  so  nutcht  die  augenblickliche  Rotations- 
axe  im  Laufe  der  Zeit  nur  kleine  und  periodisch  wiederkehrende 
Schwankungen  um  die  ursprüngliche  Lage  und  die  benachbarte 
Hauptaxe,  ja  es  bleibt  Letztere,  wenn  sie  es  einmal  war,  beständig 
Rotationsaxe;  entspricht  dagegen  der  benachbarten  Hauptaxe  das 
mittlere  Trägheitsmoment,  so  kann  die  geringste  Störung  die  Rota* 
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tionsverhältnisse  total  verändern.  Es  ist  also  in  dem  erst  betrach- 
teten Falle  die  Stabilität  gesichert ,  während  im  zweiten  Falle  ein 
labiler  Zustand  vorhanden  ist 

Die  dmoh  243:3  deflniiten,  saeret  durch  Eoler  in  soldier  Weise  ein- 
gefflhrtan  GrOssen  p  q  r  besitsen  mehrere  merkwttrdige  EfgenecihaltiBi ,  wie 
aus  folgender  EntwicUnng  hervorgehen  wird :  Die  Differenttalquotieitten 
dx:dt,  dy:dt  und  di:dt,  d.  h.  die  Geschwindigkeitaa  des  Eteoieiites 
dm  sur  Zeit  t  nach  den  drei  Axen,  sind  offenbar  flir  alle  Ponete  des  Körpera, 
welche  wihrend  dem  Zeitelemente  dt  rohen,  Null,  und  wenn  wir  daher 
nach  193  :4 

x'.da,+y'.dat  +  a-.da,=x'.db,  +y-.db,  +  B'.dbi  = 

=  x'.dc,  +  y<.dc,+s'.dc^sO  1 

setaen,  und  ans  diesen  Gleichnngen  x'y's'  ansrecfanen,  so  eihalten  wir  die 
Coordinaten  dieser  mhenden  Pnncte.  Mnltipliciren  wir  die  drei  Gtcichimgen  I 
der  Reihe  nach  entweder  mit  a^  b^  c,  oder  mit  a^  b,  c,,  nad  addirea  die  Pro- 
dncte,  80  erhalten  wir  mit  Hfilfe  von  343:3,  4 

y*=i.x-  B-  =  -5..x*  • 

r  r 


d.  h.  einerseilB  den  Beweis  ittr  die  Existena  der  im  Texte  erwihBteB 
blicklichen  Rotationsaxe,  nnd  anderseits  daftr,  daas  p  q  r  jeweilcB  die  liagc 
dieser  Axe  bestimmen,  nnd  swar  so,  daas  nach  194  die  Formeln 

Cos«  =  —  C5os^=-?-  Cos7  =  -5-        wo        f  =  Vp«  +  q«  +  r«      S 

f  P  f 

snr  Berechnnng  ihrer  Winkel  mit  den  Coordinatenaxen  X'  T'  Z*  dienern.  — 
Die  so  eben  rar  Abkftnnng  eingeftthrte  GnVsse  f  beseichnet  die  in  jedem 
Momente  flir  alle  Puncte  des  Körpers  gleich  grosse,  dem  Qnotaeaten  der 
absoluten  Geschwindigkeit  t  irgend  eines  Punctes  dnrch  scineB  Abetnwd  d 
von  der  angenblickUchen  Rotationsaxe  gleiche  Winkelgeschwindigkeit:  denn 
wlhlt  man  xn  dieser  Bestimmung  denjenigen  Pnnet  der  Axe  Z',  der  des  Ab- 
stand 1  Tom  Anfangsponctc  hat^  so  ist  ittr  ihn  dsSin/  vnd  x'^0,  y'^0, 
1*^1,  also  nach  19^:4  aach  x^s,,  y^b^,  azrc,,  folgüch  mit  Bftlis  Ton 
3  nad  343  :3.  4:  193:  S,  7  einerseits 

und  aaders^rits 

e*Sm«/.dt«  =  ^\l  — Cos«y^dt«=rvp*-hH>di«  = 

=  ^s,as,-hb,db,-hc,dc,«-r:*,ds,-b,db,  +  c,dc,V  + 

+  V*,  da,  +  b,  db, -f  c,  dc/«  = 

=  ,s.*-ha,«  +  a,»  da,«  +  3  a.b,  +  a,m.a,V^«.*^  + 
+  vV*-hN«-hb,*  Mb,»-|-:J.a,c,+a,c,  +  a.cOda.dc,+ 

+  .-\'  +  Ct«-hc,«  dc,t-h3,b,c,+hjc,  +  b,c,^db,dc,= 
=  da,«^.dbjt  +  do,« 
also  wirkLch 

T_^   St=*.d:_ 

d  ~    Siay-di    ~^  • 

In  rK»;pp  J45    U  pr^B  d:«  *45    I  is 

»•^J^   r  Q  =  »   p  R  =  C-a  S 
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über,  nnd  hiefttr  nehmen  hinwieder  248: 10^13  die  einfachere  Geetalt 
.      dr 


dt 


+  (C  —  B)  pq  =  M'Ci  +  M*'a,  +  M"'bi 


dp 
dt 

dq 


B.4f +  (A  — C)qr  =  M'c,  +  M''at+M"'h,  6 

Q  t 

+  (B  — A)  pr  =  M'c,  +  M"a,  +  M'"b, 


^     dt 

an.  In  diesen  Oleichnngen  beceiohnen  die  dnrch  243 : 1  eingefOhrten  Oröesen 
M'  M''  M'''  nach  234  nnd  239  olTenbar  die  den  Axen  Z  X  Y  entsprechenden 
Summen  der  Drehnngsmomente  aller  auf  die  Elemente  d^s  Körpers  wirkenden 
Kräfte.  Da  aber  (vergl.  238)  die  Paare  oder  Drehmomente  wie  einselne  Kr&fte 
behandelt  werden  können,  so  hat  man  (102),  wenn  N'N"N'"  die  ent- 
sprechenden Summen  fDr  die  neuen  Axen  Z'  X'  Y'  beaeicbnen, 

N'  =  c,M'  +  a,M"  +  b,M"'  N^sc^M'  +  a^M" +  b,  M"' 

N"'  =  o,M'  +  atM"  +  b,M"' 
und  es  gehen  somit  die  11  in 

N'    .dt=3C.dq  +  (ß  — A)pr.dt 

N"  .dt=A.dr +  (C--B)qp.dt  ft 

N " ' .  d  t  =r  B  .  d  p  +  ( A  —  0)  r  q  .  d  t 

Ober.  Subsütuirt  man  endlich  in  den  durch  243 : 3  gegebenen  positiven  Werthen 
von  p,  q,  r  aus  192:6  fDr  die  Grössen  abo  und  ihre  Differentialien  die 
Werthe,  so  erhllt  man  nach  einer  einfachen  Reduction 

p  .  d  t  =  —  Cos  9  .  Sin  9  .  d  y^  —  Sin  9  .  d  9 

q.dt=3       Cos^.d^  — d9  • 

r.dt^      8in9  .  8in0  .  d^  —  Cos9.dd 

Diese  unter  8  und  9  enthaltenen  6  Differentialgleichungen  geben,  wenn  sie 
sich  integriren  lassen,  die  6  Grössen  p,  q,  r,  9,  ^,  0  als  Functionen 
der  Zeit,  und  damit  die  Lage  von  m  fOr  jede  gegebene  Zeit,  —  erlauben 
aber  aueh  unmittelbar  einige  Interessante  Schlfisse  su  sieben:  Wirken  nim- 
lich  auf  einen  Körper  entweder  gar  keine  lussem  oder  doch  nur  solche 
Krftfte,  welche  durch  den  neuen  Anfangspunct  geben,  so  sind  entsprechend 
141  simmtliche  Momente  N  gleich  Null,  und  es  bestehen  somit  statt  8  die 
Gleichungen 

dq  +  ^^^pr.dt==dr  +  -^^qp.dt  =  dp  +  Az:^rq.dts=0    10 

Dreht  sieh  nun  der  Körper  su  einer  gewissen  Zeit  sehr  nahe  um  eine  seiner 
Hauptaxen,  s.  B.  um  Z',  so  sind  «  und  ß  sehr  nahe  gleich  90*,  also  Cos  « 
und  Cos/9  sehr  klein,  also  auch  nach  3  die  Grössen  p  und  r  so  klein,  dass 
ihre  Producte  und  sweiten  Potensen  vemacbl&ssigt  werden  dürfen.  In  diesem 
Falle  redveirt  sich  10'  auf  dq=:0,  so  dass  q  eine  constante  Grösse,  —  und, 
da  suglelch  nach  8  auch  ^  ^  q  wird,  so  ist  also  in  diesem  Falle  die  Winkel- 
geschwindigkeit ebenfalls  constant.  Den  swei  letsten  Gleichongen  10  aber 
kann  man  in  diesem  Falle  dnrch 

p=:M.8in(nt  +  m)  r  =:M' .  Cos  (nt  +  m)  11 

genOgen,  wo  M,  M%  n,  m  Constante  sind;  denn  sie  gehen  hIefDr  in 

M'.n  =  -7--^M  M.n=r-5:=-^.^.M'  t% 
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Ober,  woraus 

folgen,   80   dasB  die  Constanten  M'  und  n  immer  leicht  berechnet  werden 

können,  wfthrend  die  M  und  m  cunftchst  arbiträr  bleiben.   Jedoch  sind  iwei 

wesentlich   verschiedene    FUle   su   unterscheiden:    Ist    C   das   girOsste    oder 

kleinste  Trigheitsmoment ,    so   werden  M'   und  n   beständig  reell,    und  es 

sind  daher  p  und  r,  da  sie  laut  Voraussetiung  sur  Zeit  t  =  0,  fttr  welche 

nach  II 

p  ^  M .  Sin  m  r  =  M' .  Cos  m  14 

folgen,  klein  waren,  also  auch  M  und  M'  klein  sein  mflssen,  naoh  II  beständig 
klein,  und  fiberdiess  periodisch;  ja  wenn  ursprünglich  p  und  r  Null  waren, 
so  mOssen  nach  14  auch  M  =  M'=:0  sein,  und  ea  bleiben  daher  nach  II  fBr 
alle  Zeiten  p  und  r  Null.  Wenn  dagegen  C  swiscben  A  und  B  liegt,  so  wird 
n  imaginär,  und  hiefttr  geben  Sinus  und  Cosinus  von  (n  1 4-  n)  iu  Exponentiml- 
grossen  fiber,  die  nicht  mehr  periodisch  sind,  sondern  mit  der  Zeit  ohne  Ende 
wachsen  können.  Hieraus  gehen  aber  offenbar  die  im  Texte  ausgesprochenen 
Oesetse  herror. 


Die  Physik. 


Die  BeobaekluHg,  der  Prüftleiu  aUer  Theorieen, 
die  Bewährung  tUler  Vermuthungen,  die  Ver- 
niehterin  aller  Täuschungen,  iti  zugleich  auch 
die  reiehtte  Quelle  unerwarteler  AuftehlUste 
und  lang  geeuehler  Belehrungen,     (Uomer.) 


XI?.  Pkysikaliselie  Vorbegriffe. 

S4i.  Allgemeine  Ilgenickaften  der  laterie.  Jedes  Materielle 

zu  jeder  Zeit  einen  bestimmten  Baum  einnehmen  ^  d.  h.  aus- 
gedehnt nnd  nndurchdringlich  sein;  ausserdem  flChelnen  Beweg- 
lichkeit, Theilbarkeit,  Trägheit  oder  Beharrungsvermögen,  wechsel- 
seitige Anziehung,  Porosität  und  Ausdehnbarkeit  allgemeine  Eigen- 
schaften der  Materie  zu  sein.  Wirkung  und  Gegenwirkung  sind 
gleich.  Die  Mittheilung  der  Bewegung  erfordert  Zeit. 

Fflr  Tiele  die  Physik  betreffende  Werke  und  Zeitsckrlften  anf  4  verweisend, 
mögen  hier  noch  folgende  Titel  gegeben  werden:  „Jaqnes  RolMiilt  (Ämiens 
1620  —  PariB  1876;  Profeesor  der  Mathematik  in  Paris),  Trait^  de  physiqne. 
Paris  1671,  3  Vol.  in  12.  (Viele  spfttere  Auflagen,  —  Uebersetsnngen  in*8 
LateiniBche,  s.  B.  Ton  Clarke,  —  etc.),  —  Wilhelm  Jakob  s'GrsTeMnde 
(Hersogenbnsch  1688  —  Leyden  1742;  Professor  der  Mathematik  nnd  Astro- 
nomie m  Leyden),  Physices  elementa  mathematiea,  experimentis  confirmata. 
Lngd.  BaUT.  1720—1721,  3  VoL  in  4.  (8.  A.  1742;  franz.  dnrch  Jonconrt, 
Leyde  1746,  2  Vol.  in  4.),  —  Jean-Th4opbile  Desagullers  (La  RocheUe 
1683  —  London  1744;  franz.  Emigrant;  erst  Professor  der  Physik  lu  Oxford, 
dann  Pfarrer  und  zuletzt  Caplan  des  Prinzen  von  Wales) ,  A  Course  of  Ex- 
perimental  PhUosophy.  London  1725,  2  Vol.  in  4.  (Viele  spfttere  Auflagen; 
frans,  durch  Pezenas,  Paris  1761),  —  Pieter  van  Nnsfchenbroek  (Leyden 
1692  —  Leyden  1761;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  zu  Duisburg, 
Utrecht  und  Leyden),  Elementa  physices.  Lugd.  Batav.  1720  in  4.  (Viele 
spltere  Auflagen;  franz.  durch  Maasuet,  Leyde  1789,  2  Vol.  in  4.;  deutsch 
dnrch  Gottsched,  Leipzig  1747  in  8.),  —  Jean-Antoine  IfoUet  (Pimpr^  bei 
Noyon  1700  —  Paris  1770;  Abb4,  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der 
Academie  in  Paris),  Le^ons  de  physique  exp^rhnentale.  Paris  1748—1760, 
6  Vol.  in  8.  (8.  id.  1780;  deutoch  Erfurt  1749—1764),  —  Segner*  Einleitung 
in  die  Matnrlehre.  Göttlogen  1746  in  8.  (8.  A.  1770),  —  Bnler»  Leitret  k 
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une  princesse  d'Allemagne  8ur  quelques  snjeto  de  physiqae  et  de  pbiloeopbie. 
P^tersbourg  1768 — 1772,  8  Vol.  in  8.  (noch  verschiedene  andere  firani.  Ansg^ 
z.  B.  von  Condorcet,  Paris  1778,  —  von  Labey,  Paris  1812;  auch  mehrere 
deutsche,  s.  B.  von  Kries,  Leipzig  1792,  —  von  Joh.  Mflller,  Stattgart  1848),— 
Fran^ols-Charles  Aehard  von  Genf  (Berlin  1753  —  Kunem  1821;  Direetor  der 
physikalischen  Klasse  der  Berliner^-Academie,  und  Erfinder  der  Runkelrüben- 
zucker-Fabricaüon),  Vorlesungen  über  Experimentalphysik.  Berlin  1701 — 1792, 
4  Pde.  in  8.,  —  Ernst  Gottfried  Fischer  (Hoheneiche  bei  Baalfeld  1754  — 
Perlin  1831 ;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Berlin) ,  Lehrbuch  der 
mechaniBchen  Natarlehre.  Berlin  1805  in  8.  (4.  A.  von  August  1837;  frans, 
durch  Mad.  Biot-Brisson  und  annotlrt  durch  Biot,  Paris  1806  in  8.  und  splter), 
—  Yonngt  A  course  of  leotures  on  natural  philosophy  and  the  mechanlcal 
arts.  London  1807,  2  Vol.  In  4.,  —  Blott  Traitö  de  physique  expMmentale 
et  math^matique.  Paris  1816,  4  Vol.  in  8.,  und:  Pr^cis  ä^mentaire  de  phy- 
sique expörimentale.  Paris  1818*1821,  2  Vol.  In  8.  (Deutsch  mit  ZuaitseB 
von  Fechner,  Leipzig  1828 — 1829,  5  Bde.  in  8 ,  —  und  im  Anschlüsse :  Feehner, 
Repertorium  der  Physik,  Leipzig  1832,  8  Bde.  in  8),  —  BanflüC^rtaeTt 
Naturlehre.  Wien  1823  in  8.  (8.  A.  1845;  Supplementband  1831),  —  Claade- 
ßervais-Mathlas  Ponlllet  (Chisance  1790  —  Paris  1868;  Professor  der  Physik 
und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Elements  de  physique  ezpMmentale 
et  de  m^t^orologie.  Paris  1827,  2  Vol.  in  8.  (7  ^d.  1856;  deutsehe  Bearbettoag 
von  Joh.  Müller,  Braunschweig  1847  und  spftter),  —  Georg  Wilhelm  Mvncke 
(Hülingsfeld  1772  —  Grosskmehlen  in  Sachsen  1847;  Professor  dmr  Physik 
in  Marburg  und  Heidelberg),  Handbuch  der  Naturlehre.  Heidelberg  1889 — 1880, 
2  Bde.  in  8.,  —  Francis  Mareet  (London  1803;  Professor  der  Physik  In 
Genf),  Cours  de  physique  exp^rimentale.  Gen^ve  1831  in  8.  (4  4d.  1850),  — 
Christ  Bemonlll»  Elementarhandbuch  der  industriellen  Physik,  Mechanik 
und  Hydraulik.  Tübingen  1835,  2  Bde.  in  8.,  —  Wilhelm  BUenl«kr  (Pfors- 
heim  1799;  Professor  der  Physik  zu  Karlsruhe),  Lehrbuch  der  Physik.  Mann- 
heim 1836  in  8.  (9.  Aufl.  Stuttgart  1864),  —  Jakob  Hesflsl  (Mollis  Im  Kantos 
Glarus  1803;  Lehrer  zu  Berlin  und  Parchim  in  Mecklenburg),  Leitfaden  der 
Physik.  Berlin  1836  in  8.  (9.  A.  Leipzig  1868),  —  Lam^  Cours  de  physiqse. 
Paris  1837,  3  Vol.  in  8.  (2  4d,  1840),  —  Moiiottl«  Lesioni  elementari  di 
Asica  matematica.  Firenze  1843—1845,  2  Vol.  in  8.,  —  Bttlngvlrnasca»  An- 
fangsgründe der  Physik.  Wien  1844  in  8.  (2.  A.  1845),  —  Ferdinand  HeMlcr 
(Regensburg  1803  —  Wien  1865;  Professor  der  Physik  zu  Gras  und  Wien), 
Lehrbuch  der  technischen  Physik.  Wien  1847,  8  Bde.  in  8.  (8.  A.  von  Pisco 
1866),  —  Bemardino  Zambra  (1813  ?  —  Treviso  1859;  Professor  der  Physik 
zu  Padua),  I  principi  e  gU  elementi  nella  fisica.  Milano  1851—1856,  9  VoL  ia 
8.,  —  Conrad  Fttedner  (Bruchköbel  bei  Hanau  1809;  Lehrer  der  Mathematik 
und  Physik  zu  Hanau),  Aufgaben  aus  der  Physik.  Braunschweig  1851  In  8^ 
^  August  Hugo  BiDfiDann  (Eckarteberga  in  Sachsen  1810;  Oberiehrer  n 
Frankfurt  a.  0.  und  Stettin),  Physikalische  Aufgaben.  Leipzig  1862  In  8.,  — 
O.  Kanten»  Allgemeine  Encyclopftdie  der  Physik.  Lief.  1-^90,  Leipzig 
1856—1869  in  8,  —  August  Knnsek  (Königsberg  in  österr.  Sehlesiea  1795; 
Professor  der  Physik  in  Lemberg  und  Wien),  Studien  aus  der  hohem  Physik. 
Wien  1856  in  8.,  —  EmU  Kahl  (Dresden  1827;  Lehrer  der  Physik  und 
Chemie  in  Dresden),  Mathematische  Aufgaben  aus  der  Physik  nebet  Auf* 
lösungen.  Leipzig  1857,  2  Th.  in  8.,  ^  Jules- (Mlestin  JaflilB  (Termra  Im 
D^p.  Ardennes  1818;  Professor  der  Physik  zu  Pahs),   Conn  da  phyiique- 
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PatIs  18&8— 1868,  3  Vol.  in  6^  —  Albert  Moaiton  (Solothnm  1806;  ProfesBor 
der  PhyBik  lun  schweizerischen  Polytechnikum),  Die  Physik  auf  Grundlftge 
der  Erfahmng.  Zfirich  1868—1868,  3  Bde.  in  8.,  —  Bernhard  Stnder  (Bern 
1794;  Professor  der  Physik  und  physikalischen  Geographie  in  Bern),  Ein- 
leitung in  das  Studium  der  Physik  und  Elemente  der  Mechanik.  Bern  1860 
in  8.,  —  Rudolf  Heinrich  Hoftnelfter  (Zflrich  1814;  Professor  der  Physik 
in  Zfirieh),  Leitfkden  der  Physik.  Zürich  1869  in  8.  (2.  A.  1870),  —  Adolf 
Willner  (Dflsseidorf  1836;  Professor  der  Physik  in  Bonn  und  Aachen), 
Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  Leipsig  1862,  2  Bde.  in  8.  (2.  A.  1866),  — 
Victor  von  Langt  Professor  der  Physik  in  Wien:  Einleitung  in  die  theo- 
retische Physik.  Braunschweig  1867—1868  in  8.,  —  etc.<^ 

S4M«  AulehlUIg  und  Oewicht  Die  wechselseitige  Anziehung 
der  Materie  ist  nach  Newton  (406)  ihrer  Menge  oder  der  sog.  M aase 
direct,  dem  Quadrate  des  Abstandes  verkehrt  proportionirt  Die  An- 
ziehung der  Erde  heisst  Schwere  9  ihre  Richtung  ▼ertlcal»  die 
dazu  senkrechte  Richtung  horlsontah  Die  Resultante  der  auf  einen 
Körper  wirkenden  Schwerkräfte  nennt  man  sein  absolotes  Ge* 
wicht»  —  das  absolute  Gewicht  der  Volumeneinheit  speclllsches 
Gewicilt  oder  Klgengewlcht»  —  das  Yerhältniss  des  specifischen 
Gewichtes  eines  Körpers  zu  dem  des  reinen  Wassers  Dichte  des- 
selben. Als  Gewichtseinheit  dient  das  Gewicht  eines  Kubikcenti- 
meters  reinen  Wassers,  das  sog.  Gramm»  so  dass  das  Gewicht  der 
Volumeneinheit  (des  Kubikmeters)  eine  Million  Gramme  oder  10 
Schweiser-Doppel-Centner,  eine  sog.  Last»  beträgt 

Fttr  einige  andere  Gewichtseinheiten  und  ihr  VerhUtnies  in  dem  als  wissen- 
aehaflUcbe  Qewlebtaeinhelt  jetst  fast  aaaschliesslioh  gebrauchten  Oranune  ver- 
gleiche Taf.  I. 

S4V«  Die  AvidehnbirkalL  Die  Ausdehnbarkeit  zeigt  sich  vorzüg- 
lich bei  Zunahme  der  Wärme  und  Abnahme  des  Druckes.  Durch 
die  Ausdehnung  einer  Flüssigkeit  (Weingeist,  Quecksilber)  in  einem 
Oefäase  mit  engem,  calibrirtem,  und  oben  zugeschlossenem  Halse, 
einem  sog.  Tbermometer»  wird  umgekehrt  die  Wärme  gemessen; 
die  Fundamentalpuncte  da:  Scale  sind  seit  Deluc  der  Setamela« 
panct  des  Eises  (bei  R^aumur  und  Celsius  mit  0,  bei  Fahrenheit 
mit  32  bezeichnet)  und  der  SIedepanct  des  Wassers  am  Meere 
(80<>  bei  R.,  100  bei  C,  212  bei  F.).  Der  Barometerstand  (273)  am 
Meere  ist  zu  760^  angenommen;  beträgt  er  760 +  d,  so  ist  die 
Siedehitze  (100 +  t)*  C,  wo  nach  Arago  und  Dulong 

t  =  0,037818 .  d  +  0,000018563 .  d«  1 

Bezeichnet  t  die  Temperatur,  r  die  entsprechende  Ablesung  an  einer 
sog.  Echelle  arbitraire,  a  den  Werth  eines  Theiles  der  Letztem  und 
b  die  dem  Schmelcpuncte  entsprechende  Ablesung,  so  ist 

t  =  a(T  — b)  =  AT  +  B  t 

w«ir»  iiiiam    l  SS 
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Rutherford's  Max*  and  Min«  Tbermometer  besteht  ans  swei 
horizontal,  aber  entgegengesetzt  liegenden  Thermometern,  deren 
einer  Quecksilber  nnd  eine  vor  ihm  liegende  Stahlnadel,  der  andere 
Weingeist  und  ein  in  ihm  liegendes  Qlascylinderchen  enthält  Statt 
ihm  wendet  man  in  neuerer  Zeit  häufig  ein  sog.  MetalltlierBi«* 
meter  an,  das  aus  zwei  zusammengelötheten  Metallstreifen  (z.  B. 
Stahl  und  Messing)  besteht,  die  so  zu  einer  Spirale  aufgewunden 
sind,  dass  das  sich  stärker  ausdehnende  Metall  (Messing)  nach  innen 
zu  stehen  kömmt,  also  die  Spirale  sich  bei  Erwärmung  öffnet;  daa 
innere  Ende  der  Spirale  ist  festgemacht,  —  das  äussere  steht  ent- 
weder, wenn  nur  Extreme  angegeben  werden  sollen,  zwischen  zwei 
Zeigern,  oder  ist  mit  einem,  z.  B.  alle  5",  auslösenden  Registrir 
apparate  in  Verbindung.  —  Vergl.  Taf.  XI.  und  Xu. 

Aus  der  treffUcheii  Schrift  ,^t£  Burekhardt  (SIsssch  bei  Buel  1830, 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Basel) ,  Die  Erfladnng  des  Thermo- 
meters und  seine  Gestaltung  im  17.  Jahrhundert  Basel  1S67  In  4.*^  geht,  ent- 
sprechend dem  in  3  angedeuteten,  hervor,  dass  die  schon  den  Altan,  nament- 
lich dem  im  8.  Jahrh.  v.  Chr.  lebenden  Mathematiker  Her«  v<m  AlezndriaB 
(vergL  277}  bekannte  Ausdehnung  der  Körper  durch  die  Wime,  «Uerdings 
bereits  Galilei  t  wie  dessen  Correspondena  mit  seinem  Freunde  Francesco 
Sagredo  in  Venedig  des  deutlichsten  zeigt,  um  1593  veranlasste ,  aus  einer 

mit  Luft  gefüllten  Kugel,  deren  AnsatarOhze   nach  Tor* 
Iftufl^er  Erwirmung  der  erstem  in  ein  Qeflss  mit  Wasser 
getaucht  wurde,  eine  Art  Thermoskop  su  ersi^en,  welches 
spftter  Bantorio  Sanetorine  (Capo  dlstria  1561  —  Venedif 
1636;  Professor  der  Medicin  au  Padna)  au  medicinisckcn 
Zwecken  benutste,   und  welches  man  frflher   varichtiger 
Weise  meist  Comelis  Drebbel  (Alkmaar  1573  —  Londoi 
1634;  frOher  Ersieher  der  Stthne  Kaiser  Ferdinand  II.,  spiter 
'  am  Hofe  König  James  IL)  anschrieb,  —  daas  aber  erst  Ftr* 
dinand  II.  von  Toscana  um  1640  ein  wirkliches,  der  Beschreibung  im  Texte 
und  der  rweiten  der  obigen  Figuren  entsprechendes  Thermometer  constmirte, 
bei  welchem  sich  Wftrmeunterschiede  durch  die  Ausdehnung  einer  Fltssigkrit 
(Weingeist)  messen  Hessen,  und  an  dessen  sonst  noch  wUlkllrUcher,  etwss 
unter  die  grösste  WinterkUte  und  ttber  die  grösste  Bommerwftnie  reichender 
Scale,  wenigstens  der  in  schmelsendem  Eise  eintretende  Stand  als  Anhslu- 
punct  angegeben  wurde.    Dalenc^  schlug  sodann  in  seiner  Schrill  „Traitter 
des  Barom^tres,  Thermom^tres  et  Notiomdtres   ou  Hygromitres.    AmMterdssi 
1688  in  8.^  entweder  den  Schmelzpunct  des  Butters  oder  den  Stand  in  einer, 
tiefen  Keller  (Le  Temp^r^)  als  sweiten  Normalpunct  vor,  —  ■aitejr  enpfshl 
fast  siemlich  gleichzeitig  in  seiner  Abhandlung  „An  Account  of  several  Ex- 
periments made  to  examine  the  Nature  of  the  Expansion  and  Contraction  of 
Fluids  by  Heat  and  Cold,  in  orther  to  ascertain  the  Divisions  of  the  Thermo- 
meter,  and  to  make  that  Instrument,  In  all  places,  whithout  adjuating  bv  s 
SUndard  (Phil.  Trans.  Nr.  197)^  den  Sledepunct  als  obem  Fnndamentalpunrt, 
und  machte  auf  das  Quecksilber  als  thermom.  Flfissigkeit  anfmerfcaaB,  — 
Gabriel  Daniel  Pahrenbelt  (Dansig  1686  —  ?  1740 ;  Olaabliaer  in  Holland  vtd 
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Eog^d,  mber  auch  Mitglied  der  Roy.  Society)  begann  etwa  1709  Weingeiai- 
thermometer  und  etwa  1714  Qnecksilberthermometer  zu  machen,  bei  deren 
Scale  die  Orade  0,  82  und  912  der  gröesten  Kftlte  in  dem  strengen  Winter 
▼Ott  1709,  dem  Than-  und  Siedepnncte  entsprachen,  und  die  namentlich  in 
England  allgemeinen  Eingang  fanden,  —  Ren^«Antoine  Ferehault  de  IMuiinnr 
(La  Rochelle  1683  -—  Bermondi^e  in  Maine  1767;  Mitglied  der  Pariser- 
Academie;  vergl.  sein  „Eloge^  par  Fouchy  in  M^m.  de  Par.  1767)  gab  in  zwei 
Abhandlungen  „R^gles  pour  construire  des  thermom^tres  dont  les  degrte  sont 
eomparables  (M6m.  de  Par.  1730^1731)^,  schlug  n&mlich  ein,  nachmals  be- 
sonders in  Deutschland  sehr  verbreitetes  Weingeist^Thermometer  vor,  dessen 
Fundamentalpnnote  der  Gefrier-  und  der  Slede-Punct  waren,  und  deren  Dlstaas 
er,  entsprechend  der  von  ihm  auf  80  7oo  ^®*  Volumens  geschfttsten  Ausdeh- 
nung des  Weingeistes,  in  80  Grade  theilte,  —  Jacques-Barth^lemi  Mieheli 
d«  Grest  (Genf  1690  —  Zoflngen  1766;  erst  Hauptmann  in  frans.  Diensten, 
dapn  lange  Staatsgefangener  auf  Aarburg;  vergl.  Bd.  1  meiner  Biographieen), 
empfahl  in  seiner  „Descriptton  de  la  m^thode  d'un  thermom^tre  universel. 
Paris  1741  in  8.**,  welcher  er  noch  mehrere  ähnliche  Schriften  folgen  Hess, 
ein,  sedann  wirklich  in  der  Schwell  während  einem  halben  Jahrhundert  fast 
aosschliesslich  gebrauchtes  Weingelstthermometer ,  das  von  s^nem,  mit  dem 
Temp^4  fibereinstimmd^den  „Tenne  universeP  bis  zum  Siedepnncte  100  Grade 
hatte,  —  Anders  Celfina  (Upsala  1701  — -  Upsala  1744;  Professor  der  Astro- 
nomie Btt  Upsala;  vergL  seine  „Vita"  in  Act  Ups.  1744 — 1760)  construirte 
1742,  und  swar  muthmassUoh  auf  Veranlassung  von  Carl  v.  Llnn^  (Rlshult 
1707  —  Upsala  1778;  Professor  der  Mineralogie  zu  Stockholm,  dann  der 
Medicln  und  Botanik  zu  Upsala;  vergl.  sein  „Eloge^  durch  Condoroet  in 
Mta.  de  Par.  1778,  und  „StOver,  Leben  des  Carl  von  Linne.  Hamburg  1792, 
2  Bde.  in  8.)",  ein  seither  in  Schweden  und  vielfach  in  Frankreich  gebrauchtes 
Quecksflberthermometer,  dessen  Scale  ursprflngnch  beim  Siedepunete  0,  beim 
Oefrierpuncte  100  Grade  hatte,  während  jetzt  nach  dem  Vorschlage  von 
Märten  Stromer  (Orebro  1707  —  Upsala  1770;  Professor  der  Astronomie  zu 
Upsala)  die  beiden  Fundamentalpunete  gerade  umgekehrt  bezeichnet  werden, 

—  Jean-Andr^  Beine  (Genf  1727  —  Windsor  1817;  Vorleser  der  Königin 
von  En^^d,  sowie  Prof.  honor.  der  Philosophie  und  Geologie  zu  Göttingen; 
vergl.  Bd.  4  meiner  Biographieen),  der  Verfasser  der  classischen  „Recherches 
snr  les  modüleations  de  l'atmosphöre.  Gen^ve  1772,  2  Vol.  in  4.  (Nouv.  ^d., 
Paris  1784,  4  Vol.  in  8.;  deutsch,  Leipzig  1776^1778,  2  Bde.  in  8.)«*,  wies 
die  Vorsflge  der  Qnecksilber-Thermometer  nach,  welche  von  da  an  fär  alle 
wissenschaftlichen  Arbeiten  ausschliesslich  verwendet  wurden,  und  schuf  ein 
Normalthermometer,  das,  weil  er  entsprechend  R4aumur  den  Thau-  und  Siede- 
punol  mit  0  und  80  bezeichnete,  fälschlich  den  Namen  des  R^aumur>chen 
behidten  bat,  -^  Vmn  Swindeii  endlich  gab  in  seiner  „Dissertation  sur  la 
comparalson  des  thermomitres.  Leide  1792  in  B.^  die  Mittel  an  die  Hand, 
alle  Ablesungen  an  altern  Instrumenten  (ausser  den  oben  erwähnten  hätten 
wir  noch  die  Thermometer  der  Lahire,  Newton,  Delisle,  Sulzer,  etc.  namhaft 
machen  können)  möglichst  sieher  auf  Deluc'sche  Grade  reduciren  zu  können. 

—  Die  Formel  1  verdankt  man  den  beiden  Freunden  Pierre-Lonis  Dalong 
(Ronen  1786  —  Paris  1888;  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der  Academie 
in  Paris;  vergL  Bd.  8  von  Arago  Oeuvres)  und  Dominique -Francis -Jean 
Awmgm  (Estagel  bei  Perpignan  1786  —  Paris  1863;  Professor  der  Matiiematik,  * 
Direotor  der  Sternwarte  und  Sccretär  der  Academie  in  Paris,  auch  1848  Mit- 
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gll«d  der  pTOvIsoriBchen  Regierung;  vergl.  Bd.  1  und  16  aelDCr  von  Bunl 
bcrmgegebcDeD  „Oeuvres  oomplätea.  Parti  1664—1863,  11  Vol.  in  &.■*,  ueli 
deutsch  TOD  Hankel,  I^eipiig  1804—1660;  femer  ^oe.  Bertrud,  Anco  et  u 
via  BcleDUaque.  Fftria  1860  In  6.«).  —  Setit  man  den  mit  willUrilebcr  oder 
wenigateoB  unbekannter  Scale  TeraeheneD  Tbermameter  neben  ein  Kormal- 
Ihermometer  In  Bin  Oeflas  mit  warmem  oder  kaltem  'Waaier,  ao  erbllt  ma 
correip  OD  dlrende  Ablesangen  t,  t,  oder  i:,  t,,  und  kann  mit  HOlTe  von  dtet«« 
nach  den  aus  3  folgendan  Formeln 

»1  — »t  »1  — «1 

die  Conatanten  A  und  B  berechnen.  —  Echos  Jamea  81x  (f  —  Canlerbnrr? 
1703 ;  Mitglied  der  Roy.  Society)  beachrleb  in  Mlnem  „Aeenunt  of  an  ImproTed 
Tbermometef  (Ph.  Tran«.  1783;  neve  Anagabe  unter  dem  Titel:  The  eoa- 
Btractlon  and  use  ot  a  thermometer  for  Bbswlng  tbe  extreme«  of  tempeiainrr 
in  the  atmoBphere  durirg  tbe  obseTven  abscnce.  London  17H  in  8^' 
Max.  und  Min.  TheTmonieter,  tdq  dem  das  Im  Texte  nad  von  Daniel  IT  ~ 
r*rd  (Edinburgh  1749  —  Edinburgh  1819;  Profeaaor  der  Botanik  *■  Edin- 
burgh) Beibat  In  „A  Deicriptlon  of  an  Improved  Thennomeler  (Traor.  Ediab. 
t1&4)''  Beschriebene  eine  Vervollkommnung  iai.  —  Hetalltlieimometer  In  P<>ra 
von  TaBcbenuhrfD  wurden  schon  durch  Urban  JbyeBtca  (Kopenb^en  I7T6 
—  Kopenhagen  1830;  Ubraarher  In  Kopenhagen),  Abrabam-Lotün  Br«g»rt 
(Nenchatel  1747  —  Paris  1823;  Uhrmacher  und  Mitglied  der  Aeadesie  ia 
Patla),  nad  Andere  conatrulrt,  —  ja  auch  die  Im  Texte  angedeutete  Anwendong 
von  MetaÜBpiralen  n  elgentllehea  Segiatrinberao- 
metera  ist  nicht  Behr  neu,  TCrgl.  die  tber  Meteoro- 
graphen bcatcbende  Utemtar  von  .Joao  HTUdstht 
de  llUg»lh>—  (Ueeabon  1733  —  Ialli«ioa  bti 
Lcndon  1790;  Urenkel  den  Wcltamaeglen ;  ent 
Antust loer-HSneb  ■■  Ueeabon,  dann  In  Rnglir-* 
tum  ProtestantiamBa  IbergetfetM),  Udnoli«  Bir  Ir 
barfm^tre  nouTea«  (Joanal  de  pkyaiqne.  Mal  1T5J;- 
bis  auf  .Beinrich  WIM  (Ztriek  18»;  ent  Prafewr 
der  Pb.<.-sik  ia  Ben,  dann  DiT«etor  da*  ph  jalkaliichra 
CrDlTalt-'beemtoriDBa  und  Mitglied  der  Acndewr 
in  Prtersbu^  Die  ■illiiilinlamiwilw  ■etencolop- 
»cb«B  iBsrnmeate  der  Stenwnrte  ta  Born.  Htoebn 
IS««  in  «.  (Abdruck  asa  Bd.  1  n»  Ckrfa  Bep<T- 
IoHde:)'*,  —  wohl  aber  da*  Ucr  ia  ■,  der  eallr- 
Ikb««  Grf>s8e  ah^bildete  nad  e^on  im  Texte  br- 
•ehnfbeM,  ducb  die  Sekranb«  •  wd  b  ta*a 
«K>ifT  rvirclirtMC  roa  Fiiednck  ■«■■Ha  (Ben 
1S.V.;  M<^haB:k4T  in  B«*)  eww.;:»  fpini-TVrwoMCter  mU  Deppelaeipt. 
da*  sK-b  nr  Bo.<KB<^knBBf:  drr  Extrem*  ab  gaaa  gut  iiainan  kat.  ver^  4ir 
x-M«  o.r  H»d  A.l.:f  Mlnrk  iHi^>»r»tail  I.s.V:  Prv-feswv  der  Aatroacnüe  bW 
Ulir^-l.T  d<t  ■^t>«arte  la  Ncsfil-Etf^^  in  d<B  JahrpA^ea  1817  aad  leM  irr 
■«»»»  «hr  rfr  D  iy>t„-a  bM^iM>«<SfMa  -?clw<ijiBn»cbe«  BrteervlogiacbrB 
INs.K..*-.«^«-   p-trNw.  F<r»-ii«..  —    Dw  i»  C.rwmwick.   Totoale,  W«»- 

I  nd  otlM* 


—  PhysUuaiBChe  Yorbegriffe.  —  341 

meteoTologicftl  Instrumenta  by  Photography  (Phil.  Trans.   1846,  1849)^  be- 
Bohrieben.  —  Fttr  Gewichts-  und  Lnft-Thennometer,  Pyrometer,  etc.,  vergl.  301. 

948.  Aggregittornnftind,  CoUsion  ud  AdUsIon.  Man  nennt 

einen  Körper  fest»  liquid  (tropfbar-flüssig)  oder  expamdbel  (ela- 
Btisch-flttssig),  je  nachdem  filr  ihn  Grösse  und  Form,  oder  nur  Grösse, 
oder  keines  von  beiden  bestimmt  ist.  Bei  Zunahme  der  Wärme  und 
Abnahme  des  Druckes  kann  ein  Körper  aus  dem  festen  Aggregations- 
xustande  bis  in  den  expansibeln  übergeführt  werden.  —  Die  festen 
Körper  theilen  sich  nach  dem  Widerstände  gegen  eine  Gestaltände- 
ning  in  harte  (Diamant)  und  welche  (Tdk),  dehnbare  (Zinn, 
Platin)  und  sprVde  (Glastropfen),  —  nach  dem  Bestreben,  die  frühere 
Gestalt  wieder  anzunehmen,  in  eiasttoehe  (Stahl,  Elfenbein)  und 
melastlsehe  (feuchter  Thon),  —  nach  dem  Bestreben,  ihre  klein- 
sten Theile  zu  einem  symmetrischen  Ganzen  zu  ordnen,  in  kry- 
fltalllBlsehe  (Candiszucker)  und  amorphe  (Gerstenzucker).  Die 
Kraft,  welche  die  Theilchen  eines  Körpers  in  ihrer  gegenseitigen  Lage 
erhält,  heisst  CohSslon»  —  die  zwischen  den  Theilen  zweier  sich 
berührenden  Körper  sich  zeigende  Anziehung  dagegen  AdhSslon« 

Friedrieh  Mobi  (Oemrode  lun  Harc  1778  —  Agordo  im  Tyrol  1889;  Pro- 
feasor  der  Mineralogie  in  Grata,  Freiberg  nnd  Wien)  aetste  die  Hirte  des 
Talkea  gleich  1  Orthoklaaea  gleich    6 

Oypaea  -      3  Quariea  -        7 

Kalkapathea       -      8  Topaaea  -       8 

Fluaaapathea      -      4  Komndea  -       0 

Apatitea  -      6  Diamantea        -      10 

nnd  nach  dieaer  Scale  werden  noch  jetat  die  Hftrten  meistens  angegeben. 

S49«  Fettigkeit.  Der  auf  der  Cohäsion  beruhende  Widerstand, 
den  ein  Körper  gegen  äussere  Kräfte  leistet,  welche  ihn  auszu- 
dehnen, zu  zerdrücken,  abzubrechen  oder  abzudrehen  streben,  heisst 
Zaff-  (absolute),  Druck-  (rückwirkende),  Bleganv*-  (relative)  oder 
Drehonga-  (Torsions-)  Festigkeit«  Sind  die  äussern  Kräfte  nicht 
gross  genug,  um  eine  Trennung  der  Theilchen  zu  bewirken,  so  wird 
doch  die  Gestalt  des  Körpers  etwas  verändert;  sie  stellt  sich  aber, 
wenn  die  Kräfte  aufhören  zu  wirken,  innerhalb  der  sog.  Elasticl" 
ntsgreaaeD  wieder  her;  letztere  werden  durch  das  Verhältniss  der 
gröeten  Längenänderung  zur  Länge  gegeben,  —  die  entsprechende 
Belastung  heist  Tragmodnl«  Linerhalb  der  Elasticitätsgrenzen  sind 
bei  gleichem  Querschnitte  und  gleicher  Länge  die  Längenänderungen 
eines  Prisma's  den  in  der  Richtung  seiner  Axe  wirkenden  Kräften 
proportional,  und  bei  der  Druck-,  Zug-,  ja  sogar  (wenn  die  Aus- 
dehnungen oder  Zusanimenpressungen  der  einzelnen  Fasern  be- 
trachtet werden)  bei  der  Biegungsfestigkeit  dieselben.  ElasllellStil« 
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modal  nennt  man  dasjenige  Gewicht,  welches  ein  Prisma  des  Quer- 
schnittes 1  um  seine  eigene  Länge  ausdehnen  oder  zusammenpressen 
würde;  er  ist  natürlich  nur  innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  zu  ge- 
brauchen. Festli^keltemodol  endlich  nennt  man  diejenige  Sjraft, 
welche  für  den  Querschnitt  1  die  wirkliche  Trennuiig  der  Theilchen 
bewirkt)  er  ist  in  der  Regel  für  Zug  und  Druck  verschieden,  und 
bei  letzterem  nur  gültig,  wenn  die  Länge  höchstens  das  10 — 12facbe 
der  kleinsten  Dimension  des  Querschnittes  beträgt,  da  bei  grosserer 
Länge  der  Körper  seitwärts  ausgebogen  wird.  Vergl.  Taf.  X. 

Vergleiche  e.  B.  ^Lam^t  Theorie  matfaömaiique  de  r^aatteitA  de«  oorps 
BoUdea.  Paria  1852  in  8.,  —  Arthur-Jules  Morin  (Paria  1796;  frOher  Profeasor 
der  Mechanik  zu  Meiz,  jetet  General  der  Artillerie,  Director  des  Conaervatoire 
dea  arta  et  mötiera  und  Mitglied  der  Academie  zu  Paria),  R^iatance  des 
mat^riaux.  Paris  1858  in  8.  (2.  A.  1857),  —  A.  Glebscbt  Professor  der  Mathe- 
matilc  in  Carlsruhe  und  Oiessen:  Theorie  der  Elasticit&t  fester  KSrper.  Leipzig 
1862  in  8.,  —  Franz  Graahof»  Professor  der  Mechanik  in  Carlsrahe:  Die 
Featigkeitslehre.  Berlin  1866  in  8.,  —  E.  Winkler*  Profeaaor  der  Eiaenhahn- 
und  Brttckenbauknnde  in  Wien:  Die  Lehre  von  der  Elaaticitftt  und  Festig- 
keit. Erster  Band.  Prag  1868  in  8.,  —  Theodor  Wand«  Consistorial-AsaesBor 
in  Speyer:  Ueber  die  Elasticit&t  der  festen  KOrper  und  die  opüeehen  Er- 
scheinungen. Analytiaehe  Abhandlung.  Mfinchen  1868  in  8,,  —  Augnat  Beer 
(Trier  1825  —  Bonn  1868;  Profeaaor  der  Mathematik  zu  Bonn),  Einleitung 
in  die  mathematische  Theorie  der  Elasticit&t  und  Capillarität  Leipzig  1869 
in  8.,  —  Heinrich  Sehneebeli  (Ottenbach  1849;  Assistent  der  Physik  am 
eidg.  Polytechnikum),  Ueber  das  Verhältniaa  der  Quercontraction  zur  Llngen- 
dllaUtion.  Zürich  1870  in  8.  (Auch  Viertelj.  d.  nat.  Gea.  Bd.  14),  ->  ete'' 

MO«  Die  chemische  Yerwandtsohaft.  Viele  Körper  sind  durch 

die  Thätigkeit  der  sog.  cbemlscben  Ana&lebangr  oder  Verwandl- 
schaft   aus  der  Verbindung  anderer  Körper,  sog.  Elemente,  za 

einem  gleichartigen  Gtinzen  hervorgegangen,  und  gehen  hinwieder 
unter  einander  Verbindungen  ein.  Alle  diese  Verbindungen  geschehen 
nach  bestimmten  Gewichtsverhältnissen ,  den  sog.  IHIsetaHligS" 
g^ewlcbten  (Equivalenten)  oder  ihren  Vielfachen,  und  zwsr  gibt 
die  Summe  der  Mischungsgewichte  der  Bestandtheile  das  Mischungs- 
gewicht der  Verbindung.  —  Die  einfachsten  Verbindungen  der  Ele- 
mente theilt  man  nach  ihren  Eigenschaften  in  SSoren,  von  denen 
die  im  Wasser  löslichen  sauer  schmecken,  und  blaue  Pflanzenfarben 
(z.  B.  Lackmus)  röthen,  —  und  Basen,  von  denen  die  im  Wasser 
löslichen  laugenhaft.  schmecken  und  gelbe  Pflanzenfarben  (z  B.  Cnr- 
cuma)  bräunen;  ihre  Vereinigungsproducte  heissen  Saixe«  —  Ais 
Beispiele  leicht  auszuführender  chemischer  Operationen  mögen  fol- 
gende dienen:  Durch  Erhitzen  von  chlorsaurem  Kali  wird  Sauer- 
stoff (Lebens-  und  Feuerluft)  abgeschieden.  Begiesst  man  Zinkstficke 
mit  Wasser,  clen^  etw^s  Schwefelsäure  beigesetzt  ist,  so  erhält  man 
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das  brennbare  Wassentoffgas  und  Zinkvitriol.  Verbrennt  man  Phos- 
phor unter  einer  Olasglocke,  so  restirt  Stickstoff.  Uebergiesst  man 
Kreide  mit  verdünnter  Salzsäure,  so  wird  Kohlensäure  ausgeschieden ; 
tröpfelt  man  in  die  Restans .  Schwefelsäure,  so  Wlt  Gjps  nieder. 
Bei  gelindem  Erwärmen  von  Bratmstein  mit  etwas  Salzsäure  ent- 
wickelt sich  das  grünliche,  erstickende  Chlor.  Kupfervitriollösung 
gibt  mit  Salmiak  einen  blauen  Niederschlag.  Ein  Gemenge  von 
Sauerstoff  mit  doppeltem  Volumen  Wasserstoff  verpufft,  und  wenn 
man  (wie  beim  sog.  Knallgasgebläse)  einer  Wasserstoffgasflamme 
so  viel  Sauerstoff  zuführt,  als  zur  vollständigen  Verbrennung  nöthig 
ist,  so  entsteht  eine  intensive  Hitze.  Etc.  Vergl.  Taf.  Vill. 

Schon  die  alten  Egypter  scheinen  Soda,  Salmiak,  Alaun,  etc.  gekannt,  ja 
Olaa,  Seife,  eine  Art  Bier,  etc.  fabricirt  zu  haben,  —  wfthrend  dagegen  die 
Griechen  nnd  Römer  auf  diesem  Gebiete  eo  an  eagen  keine  *  Fortechritte 
machten,  obsehon  wenigstens  Erstere  von  dieser  neuen  Wissenschaft  gehört, 
und  ihr  nach  ihrem  Vaterlande  den  Namen  Xtjftta  oder  Chemie  beigelegt 
haben  aollen.  Um  so  grossem  Aufschwung  nahm  spftter  die  CShemie  bei  den 
Arabern,  besonders  durch  den  765  au  Sevilla  verstorbenen  Abu-Mussah- 
Djafar-al-8ofl  oder  Geber«  Sie  wurde  sodann  auf  den  spanischen  Hoch- 
schulen förmlich  gelehrt,  verbreitete  sieh  bald  Aber  das  ganae  Abendland,  und 
fand  in  Alberfnf  naf^noa  (Lauingen  1205  —  Göln  1280;  Dominikaner  und 
splter  Bischof  von  Regensburg),  Ramon  Lull  oder  Raymundus  Lnlllof 
(Palma  auf  Mayorka  1236?  —  Tunis  1315?;  Minorit  und  Mission&r),  Baiillaa 
ValentlBiia  (13..  — 14..;  Benedictiner,  nach  grossen  Reisen  um  1413  in 
einem  Kloster  su  Erfurt  lebend)  und  Andern  eifrige  Anhänger.  Allerdings 
befaaate  sich  diese  älteste  Chemie,  die  sog.  Alehjrmle»  fast  nur  mit  der 
müssigen  Aufgabe,  den  sog.  Stein  der  Weisen  oder  Oberhaupt  ein  Mittel  au 
finden,  um  unedle  Metalle  in  Gold  su  verwandeln;  aber  sie  fand  beilluilg 
auch  die  Prozesse  der  Destillation  und  Sublimation,  —  stellte  Pottasche, 
Schwefelslure ,  Königswasser,  Weingeist,  etc.  her,  nnd  gab  überhaupt  den 
Spätem  manche  werthvollen  Thatsachen  und  praktischen  Kenntnisse  an  die 
Hand.  —  Eine  neue  Aera  brach  für  die  Chemie  mit  dem  früher  verlästerten, 
ja  erst  seit  wenigen  Decennien  richtig  gewürdigten  Arate  Theophrastus  Para- 
eelana  (Einsiedeln  1403  —  Salzburg  1541;  vergl.  „Marx,  Würdigung  des 
Theophrastus  von  Hohenheim,  Göttingen  1842  in  4.^  und  Bd.  3  meiner  Bio- 
graphieen)  an,  der  mit  vielen  betrelTenden  alten  Traditionen  aufräumte,  und 
die  Chemie  zuerst  zur  Darstellung  von  Arzneimitteln  zu  benutzen  lehrte.  Ihm 
folgten  der  den  Gebrauch  chemischer  Präparate  als  Arzneimittel  befördernde 
Johannes  Agrieola  (Pfalz?  >-  Leipzig  1643;  Arzt  in  Leipzig),  —  der, 
namentlich  durch  das  von  ihm  in  der  Schrift  „Tractatus  de  natura  salium. 
Amstel.  1658^  beschriebene  und  jetzt  noch  seinen  Namen  tragende  Salz  be- 
kannte Job.  Rudolf  Glanbcr  (Karlstadt  in  Franken  1603?  ~  Amsterdam 
1668;  als  technischer  Chemiker  in  Gesterreich,  am  Rheine  und  in  Holland 
lebend),  —  und  dann  vor  Allem  die  beiden  Aerzte  Job.  Joachim  Beeher 
(Speyer  1685  —  London  1682;  Professor  der  Medizin  in  Maina)  nnd  Georg 
Ernst  StabI  (Anspach  1660  ->  Berlin  1734;  Professor  derMedidn  zu  Halle), 
welche  zur  Erklärung  der  Verbrennnngsersoheinungen  einen  hypothetischen 
Stoff,  das  sog.  PhlagUlOBt  in  die  Chemie  einführten,  und  in  allen  Yej^ 
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Andemngeii  und  Unterschieden  der  Körper  nnlclut  eine  Verftadenuig  nnd 
Verschiedenheit  ihres  Gehaltes  an  diesem  Stoffe  sn  erkennen  glwibten,  so 
E.  B.  das  Verkalken  der  Metalle  sich  durch  einen  Verlust^  das  Rednciien  der 
Oxide  dagegen  sich  durch  eine  Wiederanfnahme  von  Phiogiston  erkllrten.  — 
Als  dann  freilich  die  Waage  ernstlich  in  die  Chemie  eingefAhrt,  nnd  damit 
s.  B.  erkannt  wurde,  dass  das  Verkalken  der  Metalle  nicht  van  einem  Ge- 
wichtsverluste, sondern  im  Gegentheil  von  einer  Oewichtsvermehning  breitet 
ist,  verlor  die  phlogistische  Theorie  nach  und  nach  ihren  Halt,  nnd  mit  den 
Arbeiten  des  ausgezeichneten  LaTttlf  ler  (s.  4),  des  als  Freidenker  verfolgtes 
Joseph  Piieitlejr  (Fieldhead  in  Yorkshire  1733  —  Northumberland  in  Penn- 
sylvanien  1804;  abwechselnd  Prediger  und  Schullehrer;  ver^.  Gnvier  Elogea  I), 
des  treffUchen  Karl  Wilhelm  Scheele  (Stralsund  1742  —  Köping  in  Weaterat- 
Lftn  1784;  Apotheker  in  Köping  und  Mitglied  der  Stockholmer- Academle;  vergL 
sein  n^oge^  durch  Vicq  d'Asyr  in  M^m.  de  la  Soc.  de  m6dec.  1784 — 1785, 
und  „Eisenach,  Karl  Wilhelm  Scheele,  sein  Leben  und  sein  ginflnea  auf  die 
Ausbildung  der  Chemie.  Gotha  1850  in  4."),  etc.,  mit  der  Entdeeknng  des 
Sauerstoffs  und  Stickstoffs  in  der  Luft,  der  Zersetsung  des  Waasen  in  Saner» 
Stoff  und  Wasserstoff,  der  Aufstellung  der  Lehre  von  der  chemischen  Ver- 
wandtschaft und  den  Eqnivalenten,  etc.,  begann  die  neuere  Chemie,  welehs 
seither  durch  Louis-Joseph  Ctejr-LvBMie  ($t-Xi6onard  1778  —  Paris  1850; 
Professor  der  Chemie  und  Physik,  sowie  Mitglied  der  Academle  in  Paris; 
vergl.  Arago  Oeuvres  m),  —  Sir  Humphry  Hawy  (Penaance  in  Comwallis 
1778  —  Genf  1829;  Professor  der  Chemie  in  London;  vergL  j^Life  hy  J.  A. 
Paris.  London  1831  in  4.'^  und  Cuvier  Eloges  m},  —  Jons  Jacob  Beweline 
(Vftfversunda  SOrgard  1770  —  Stockholm  1848;  Professor  der  Pbarmacie  nad 
Secretir  der  Academle  in  Stockholm ;  veigl.  „Gedlchtnlaarede*^  von  H.  Boee  ia 
Berl.  Abb.  1851),  —  Jean-Baptiste  Dwnnn  (Alais  1800;  Professor  der  Ghcnis 
und  Mitglied  der  Academle  in  Paris),  —  Faradey  (s.  4),  —  Jnatna  UeUg 
(Darmstadt  1803 ;  Professor  der  Chemie  su  Giessen  und  München),  —  Friedlich 
Wöhler  (Eschersheim  bei  Frankfurt  a.  M.  1800;  Professor  der  Chemie  ra 
Göttingen),  —  Thomas  Grahaiii  (Glasgow  1806  —  liondon  1869;  Professor 
der  Chemie  nnd  Director  der  k.  Mftnze  in  London),  —  Robert  Wilhelm 
Bmeen  (Göttingen  1811;  Professor  der  Chemie  au  Marburg,  Brealan  nad 
Heidelberg),  —  etc.  bereits  so  grosse  Fortschritte  gemacht,  nnd  aich  Ungst 
als  selbststlndige  Wissenschaft  von  ihrer  Frau  Mutter  Physica  abgelöst  bst 
—  Von  Einselnheiten  noch  nachträglich  anfOhrend,  dass  1798  der  en^ischs 
avUingenieur  WUliam  Miurdecb  (Bellow  MUl  172M  —  8oho  1889;  Aaaisteat 
in  der  Maschinenfabrik  von  Boulton  und  Watt)  den  ersten  gelungenen  Versuch 

machte,  Steinkohlengas  im  Grossen  zur  Beleuchtung  an  verwenden ^  dass 

Thomas  DnuBinend  (Edinburgh  1797  —  Dublin?  1840;  IngenieniU^i^tfta) 
daa  nach  ihm  benannte,  und  von  ihm  in  der  Abliandlung  „On  Ihe  meaas  of 
facUitating  the  Observation  of  distant  stations  in  geodetical  operaüona  (PhÜ. 
Trans.  1820)^  beschriebene  Licht  nrsprflnglich  erhielt,  indem  er  mit  eines 
Strome  Sauerstoff  eine  W^eingeistflamme  gegen  Kalkerde  blies,  wihnnd  maa 
jetst  ein  Knallgasgeblise  auf  Kreide  wirken  lisst,  —  dass  1839  (^bristias 
Friedrich  ScIlMbein  (Meuingcn  bei  Urach  1799  —  Baden-Baden  1868; 
Professor  der  Chemie  in  Basel ;  vergl.  seine  ,,Wtlrdigttng<*  durch  £d.  Hagenback 
im  BasL  Progr.  1868)  das  Ozon  entdeckte,  vergL  seine  Abhandlung  „Vebv 
den  bei  Elektrolysation  des  Wassers  nnd  dem  Ausströmen  der  gemeiafs 
Elektricitft  aus  SpiUcn  bemerkbaren  Geruch  (MQnchn.  Denkschr.  IH)*,   1845 
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•ber  die  Sohiesabaumwolle  und  das  Ck>llodium,  —  etc.,  mnss  Im  Uebiifsen 
fBr  weitern  Detail  auf  ^eoialschriften  verwieeen  werden,  so  a.  B.  anf  nBeeker* 
Fhyaie»  subterrane«  libri  11.  Francof.  1669  in  4.  (Snppl.  1675 ;  neue  Ansg. 
LipeiiB  1768),  —  Stahlt  Zymotechnia  fundamentalla,  aeu  fermentationia  theo- 
ria  generalis.  Hai»  1697  in  8.,  —  Jean^Jaques  Maaset  (Genf  16Ö2  —  Genf 
1743;  Arst  in  Genf),  Bibliotheea  chymica  enriosa.  Genev»  1702,  2  VoL  in 
fol.,  —  Hemnann  Baerhaave  (Voorliout  bei  Leyden  1668  —  Leyden  1788; 
Professor  der  Medicin,  Botanik  und  Chemie  au  Leyden),  Elemente  GhemiaB. 
Lvgd.  Batav.  1782,  2  Vol.  in  4 ,  ~  Johannes  llennier  (Zflrich  1709  ~  Zflrich 
1790;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  su  Zürich,  und  Stifter  der 
natnrforschenden  Gesellschaft  daselbst;  vergl.  Bd.  1  meiner  BiographieeB}| 
De  prtncipiis  corporum.  Tig.  1748—1746  in  4.,  ^  Johaa  Gottakalk  Wallarlvs 
(Nerike  1709  —  Upsala  1786;  Professor  der  Chemie  und  Mineralogie  su  Up- 
aala),  Chemia  physiea.  Upsala  1760,  2  YoL  in  8.  (Auch  1766;  schwedisch 
1759—1768,  3  Bde.;  deutsch  von  Mangold,  Gotha  1761),  —  Lonis-Beniard 
ihKftmn  de  Maireau  (Dijon  1737  —  Paris  1816;  Professor  der  Chemie  und 
Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Defense  de  la  volatilit4  du  phlogistique. 
D^on  1778  in  8.,  —  Prlastlejr«  Hxperiments  and  obseryations  on  different 
kinda  of  air.  London  1774—1777,  8  Vol.  in  8.  (Deutsch  von  Ludewig,  Wien 
1778),  —  Scheele  9  Chemische  Abhandlung  von  der  Luft  und  dem  Feuer. 
Upsala  1777  in  8.  (2.  A.  von  Leonhardi,  Leipsig  1782  in  8.;  englisch  von 
Forster  1780;  franaösisch  von  Dieterich,  Paris  1781),  —  Feurerey«  Le^}ons 
d'hiatoire  naturelle  et  de  chimie.  Paris  1781,  2  Vol.  in  8.  (Neue  Ausg.  von 
1789,  4  VoL,  —  1791,  5  VoL,  —  1801  unter  dem  Titel:  Systöme  de  con- 
naiasances  chlmiques,  11  Vol.  in  8.  oder  6  in  4.),  —  Lavelaler»  Trait4 
4]4mentaire  de  chimie.  Paris  1789,  2  VoL  in  8.  (2  4d«  1798;  deutsch  von 
Hermbstidt  wiederholt,  a.  B.  Berlin  1808),  —  Christoph  lUrteBiier  (8tGallea 
1760  ~>  Gottingen  1800;  Dr.  Med.,  meist  auf  Reisen;  vergL  Bd.  4  meiner 
Biographieen),  Neue  diemische  Nomendator  fttr  die  teutsche  Sprache.  Göttingen 
1791  in  8.,  und:  Anfangsgrunde  der  antiphlogistischen  Chemie.  GOttingen  1792 
in  8.  (2.  A.  1795),  —  Jeremias  Beigamin  Rlehter  (Hirschberg  in  Schlesien 
1762  —  Berlin  1807;  Bergbaubeamter  in  Breslau  und  Berlin),  Anfangsgrunde 
der  Stdchyometrie  oder  Messkunst  chymischer  Elemente.  Breslau  1792—1794, 
3  Bde.  in  8.,  •-  Johann  Friedrich  «taelln  (Tübingen  1748  —  Gdttingen  1804; 
Professor  der  Medicin  und  Chemie  zu  Tflblngen  und  Oöttingen,  —  Enkel, 
Solin,  Neffe  und  Vater  verdienter  (Komiker,  von  denen  diess  Geschlecht  schon 
bis  jetst  mindestens  neun  aufzuweisen  hat),  Geschichte  der  Chemie  seit  dem 
Wiederaufleben  der  Wissenschaften.  Gdttingen  1797—1799,  8  Bde.  in  8.,  — 
C3ande-Louis  Berihellet  (Talloire  bei  Annecy  1748  —  Arcueil  bei  Paris 
1822;  Professor  der  Chemie  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Essai  de 
statique  ehimique.  Paris  1808,  2  VoL  in  8.,  —  Bereellost  L&rbok  i  Kemien. 
Stockholm  1808—1818,  8  Vol.  in  8.  (2.  A.  1817-1830  in  6  Bdn.;  verschiedene 
deutsche  Ausg.  von  Blöde,  Wöhler  und  Beraelius  selbst,  Dresden  1820  und 
spiter;  franz.  von  Jourdan  und  Esslinger,  Paris  1829—1833,  8  Bde.),  —  John 
Deliea  (Eagjesfleld  in  Cumberland  1766  —  Manchester  1844;  Sohn  eines 
Wollenwebers;  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  in  Mancbester),  A  new 
System  of  obemical  philosophy.  Manchester  1808—1827,  2  VoL  in  8.,  — 
Louis-Jacques  TMlier4  (Louptiire  1777  —  Paris  1857;  Professor  der  (Chemie 
und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Trait4  de  chimie  414mentalre.  Paris 
1813—1816,  4  VoL  in  8.  (6  4d.  1833-1836)  5  VoL;  deutoch  von  Fechner, 
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Leipiig  1825—1830,  7  Bde.),  —  Leopold  «nellli  (Oöttliigen  1788  —  Heidel- 
berg 1853;  Sohn  Ton  Job.  Friedrich;  Professor  der  Medicin  und  Chemie  sn 
Heidelberg),  Handbuch  der  theoretischen  Chemie.  Frankfurt  1817—1810,  2 
Bde.  in  &  (i.  A.  Heidelberg  1843—1855,  6  Bde.),  —  IIwmm,  TnM  de 
chimie  appliqn^e  anx  arte.  Paris  1838-rl846,  8  Vol.  in  8.,  AtL  in  i.  (Dentsch 
von  Büchner,  NUmberg  1844 — 1849),  —  Eilhard  llltockerlicli  (Nenende  in 
Oldenburg  1794  —  8chöneberg  bei  Berlin  1863;  Professor  der  Chemie  in 
Berlin;  vergl.  „Gedichtnissrede  von  O.  Rose.  Berlin  1864*^),  Lehrbueh  der 
Chemie.  Berlin  1829—1830,  2  Bde.  in  8.  (4.  A.  1844—1847;  frans,  von  Val^ 
rins,  Bmxelles  1835—1837,  3  Vol.  in  8.),  —  Heinrich  R«flie  (Berlin  1795  — 
Berlin  1864 ;  ßchttler  von  Benelius ;  Professor  der  Chemie  in  Berlin),  Hand- 
buch der  analytischen  Chemie.  Berlin  1829  in  8.  (5.  A.  Brannschweig  1851, 
2  Bde.;  frans.  Paris  1859—1861),  —  Scbabaiilit  Elemente  der  teehnischen 
Chemie.  Berlin  1831 ,  2  Bde.  in  8.  (4.  A.  1851 ,  4  Bde.  in  8.) ,  —  UcMf  • 
Wm^^gmtkdmwt  und  W^Ucr»  Handwörterbuch  der  reinen  und  angewandten 
Chemie.  Braunschweig  1837—1856,  6  Bde.  in  8.  (S.  A.  in  9  Bdn.  durch  Feh- 
ling  und  Kolbe  1856  u.  f.),  —  Karl  Jakob  LSwi^  (Kreusnach  1803 ;  Professor 
der  Chemie  in  ZUrich  und  Breslau),  Chemie  der  organiachen  Verbindungen. 
ZOrich  1839^1840,  2  Bde.  in  8.  (2.  A.  Brannachweig  1847),  —  CKrahui, 
Elements  of  Chemistry.  London  1841  in  8.  (2.  ed.  1850—1858,  2  Vol.;  deutaehe 
Bearbeitungen  von  Otto,  Kolbe,  etc..  Braunschweig  1855  u.  f.),  —  Ferdinand 
■•effer  (Döschnits  in  Schwarsbnrg^Rudolatadt  1811 ;  Arst  in  Paria),  Hiatoire 
de  la  chfattie.  Paris  1842,  2  Vol.  in  8.  (2  M.  1866—1869),  —  Hermann  K«pp 
(Hanau  1817;  Professor  der  Physik  und  Chemie  an  Oiessen),  Oeachichte  der 
Chemie.  Braunschweig  1843—1847,  4  Bde.  in  8.,  und:  Beitrtge  aur  Oeeehichte 
der  Chemie.  Zwei  ßtttcke.  Braunschweig  1869  in  8.,  —  Karl  Friedrich  Ccr- 
hardt  (Strassburg  1816  —  Btrassburg  1856;  Professor  der  Chemie  su  Mont- 
pellier und  Btrassburg),  Pr^ia  de  chimie  organique.  Paria  1844—1845,  2  Vol. 
in  8.  (Deutsche  Bearbeitung  von  R.  Wagner,  Leipxig  1854—1858,  4  Bde.  in 
8.),  —  JuUos  Adolf  StSddbardt  (Rohrsdorf  bei  Meissen  1809;  Professor 
der  Chemie  in  C^emnitx  und  Tharand),  Die  Schule  der  Chemie.  Bramachweig 
1846  in  8.  (15.  A.  1868;  fast  in  alle  Sprachen  Aersetat),  —  Henri-Victor 
RcgMlvlt  (Aachen  1810;  Professor  der  Chemie  und  Physik  in  Paria,  Mit- 
glied der  Academie  und  Director  der  Porzellanfabrik  au  Sivrea),  Conra  ti^ 
mentaire  de  chimie.  Paris  1847—1849,  2  VoL  in  8.  (4  «d.  1853,  4  Vol.;  deutsche 
Bearbeitung  von  Strecker,  Braunschweig  1851  und  splter),  —  Pompejns 
Wmtämj  (Ztndelberg  1812;  Professor  der  Chemie  au  Aaran  und  am  achweis. 
Polytechnikoni),  Handbuch  der  technisch*chemischen  Untersuchungen.  Leipiig 
1853  in  8.  (3.  A.  1865;  frans,  durch  Oautier,  Paris  1869),  —  WmtknH. 
Bibliotheca  chemica.  Verseichniss  der  1840 — 1858  erschienenen  Schriftea. 
Göttingen  1869  in  8.,  —  Heinrich  Uaipriekt  (Eutin  1827;  Professor  der 
Chemie  su  Oöttingen),  Lehrbuch  der  organischen  Chemie.  Braunschweig  186^ 
in  8.,  —  August  Wilhelm  ■•ffflaaiiB  (Oiessen  1818;  Professor  der  Chemie 
in  Bonn,  London  und  Berlin),  EinleitoDg  in  die  moderne  Chemie.  Braunschweig 
1866  fai  &,  —  Michel-Eug^e  Clevre  vi  (Angers  1786;  Professor  derPhyeik 
und  (Hernie,  sowie  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Histoire  des  eonnaiasanees 
chimiquea.  Vol.  1.  Paris  1866  in  8.,  —  Theodor  Cegilag  (Winsen  bd  Celle 
1820;  Lehrer  der  Katurwiasenschaften  in  Jena  und  Altena  in  Westphalen), 
Geschichte  der  Chemie.  Leipiig  1867  in  8. ,  —  Karl  Adolf  Wirts  (Strass- 
burg  1817;  Professor  der  (Themie   in  Paris),   Dictionnaire   de   diimie  pure 
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ei  appliqnto.  Disc.  prti.  et  Faso.  1.  Paris  1568  tat  8.,  —  A.  Daxkelel» 
Profeesor  der  Chemie  su  Seraing:  Cours  de  chimie  inorganiqne  d'aprto  la 
tbtorie  typique  de  M.  Gerhardt   Paris  1869,  3  VoL  in  8.,  ~  eic^ 


XIVI.  GeosUtik  ond  Geodynanik. 

Ml«  Die  BatcUeVDigng  der  Schwere.  Wegen  der  ungemeinen 
OröBse  der  Erde  dürfen  die  auf  die  verschiedenen  Puncto  eines 
Körpers  wirkenden  Schwerkräfte  als  parallel  und  gleich,  und  die 
Beschleunigung  der  Schwere  für  jeden  Ort  der  Erde  als  constant 
angesehen  werden.  Die  Letztere  ist,  wenn  tp  die  geographische  Breite 
bezeichnet,  nach  Borda 

g  =  9- ,  80557  (1  —  0,002588  Cos  2  q>) 
BO  dass  z.  B.  für 


9 

g 

logg 

1:2g 

V2i 

45« 

46 

47 

9- ,80557 
626 
733 

0,99147 
50 
55 

0,050991 

88 
82 

4,42845 
60 

84 

Für   diese  g  gelten,  abgesehen  vom  Luftwiderstande,  die  237  ge- 
fundenen Gesetze  als  Gesetze  des  freien  Falles.  Vergl.  375. 

Die  durch  Arlatotelea  und  seine  BchUer  verbreitete  Meinnng,  dass  ein 
Kftrper  um  so  schneller  falle,  je  gröeser  sein  Gewicht  sei,  wnrde  erst  dnroh 
telll^l  widerlegt,  indem  er  Körper  von  ungleichem  Gewichte  durch  grosse 
Höhen  fallcui  Hess,  und  so  ad  oculos  demonstrirte,  dass  sie  gegentheUs  fast 
gleichseitig  den  Boden  erreichen.  —  Der  frilhem  Ansicht,  dass  die  Fall«- 
geschwlndigkeit  dem  bereits  durchlanfenen  Wege  proportional  sei,  substitnirte 
C(alil«l  die  Hypothese,  dass  sie  im  VerhUtnisse  sn  der  Fallteit  sunehme,  — 
leitete  daraus  die  tbrigen  Fallgesetse  ab,  —  erwies  ihre  Richtigkeit  durch 
Versuche  mit  einer  Messingkugel,  welche  er  in  einer  mit  Pergament  belegten, 
13  Ellen  langen,  geneigten  Rinne  (also  auf  einer  schiefen  Ebene,  vergl.  264) 
faUen  Hess,  —  trug  sie  theilwelse  schon  in  Pisa,  vollst&ndig  in  Padua  öiTent- 
llch  vor,  —  publiclrte  sie  aber  erst  etwa  40  Jahre  spftter  in  den  1638  er- 
schienenen, 934  erwfthnten  „Ditcorsi".  Für  die  seither  von  George  AtW9od 
(1746?  —  London  1807;  Fellow  des  Trinity  (fliege  in  Cambridge)  cur  De- 
monstration der  Fallgesetse  erfundene  und  nach  ihm  benannte  FallauMChinc« 
welche  auf  der  Ueberlegung  beruht,  dass  man  die  Beschleunigung  des  fallenden 
Körpers  durch  ein  Gegengewicht  vermindern  kann,  ohne  die  Gesetse,  nach 
welchen  Geschwindigkeit  und  Weg  von  der  Zeit  abhlogen,  in  verftndem, 
vergl.  des  Erfinders  Abhandlung  von  1784:  „On  the  rectiünear  motion  and 
rotatlon  of  bodles**,  —  fllr  die  diesen  ganien  Abschnitt  beschlagende  Lite- 
ratur 327. 

Mt.  BUkilei  ind  UkUet.ffl«id8nriobt  Wenn  der  Schwerponet 
eines  Körpers  in  verticaler  Richtung  unter  einem  AuFhängepuncte 
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oder  über  einem  Unterstützungspuncte  liegt,  so  ist  der  Körper  in 
Beziehnng  auf  die  Schwerkräfte  im  Gleicligewiclite.  Dieses  Gldcfa- 
gewicht  heisst  staMl  oder  lakll,  je  nachdem  der  Körper,  wenn  er 
ans  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt  worden  ist,  wieder  in  dieselbe 
Lage  zurfickkehrt  oder  nicht  Die  Stabilitil  ist  bei  gleichem  Ge- 
wichte nm  so  grosser,  je  tiefer  und  je  weiter  entfernt  too  der  Dreh- 
kante der  Schwerpnnct 


Dtt  einfafihgte  Beispial  Ar  UbUes  und  sUbaes  Glcickgewicht  bietet  eii 
•Bf  die  Spitse  oder  BmIs  gcetdlter  Kegel  dsr. 


Bir  KaiL  Bezeichnet  P  die  anf  den  Sacken  eines  sog. 
Keiles  des  l^Hnkels  2  a  wirkende  Kraft,  Q  den  senkrecht  an  jeder 
der  Seiten  wirkenden  Widerstand,  so  ist  (228)  fiir  das  Gleichgewicht 

P:==2QSina 
Ist  somit  a  klein,  so  kann  anch  mit  kleiner  Kraft  ein  grosser  Wider- 
stand überwunden  werden. 

Der  KcU   bUdei  mit  Schiaabe  (354),   Hebel  (U9),   Wellrad  (961)  ud 

Rolle  (263)  die  fttaf  einfeehm  Useehtf,  welcke  fapfl 
im  aehten  Bacbe  seiner  Beieinlaages  aalUUilC  bt  bei 
ihm  «  =  30«,  so  ist  P  =  Q;  Ar  «OO«  wird  aacb 
P<Q,  so  m.  B.  fttr  «  =  19«,  14»,  10*,  ?•,  etc.,  P=ViQ» 

SQ,  SQ,  'AQ,  ^^ 


Bie  MfeMl  IkML  Liegt  ein  Körper  des  Gewichtes  P 

anf  einer  gegen  die  Horizontale  unter  dem  '^^nkel  a  schiefen  Ebene, 
so  kann  er  (228)  mit  einer  der  schiefen  Ebene  parallelen  Kraft 
P .  Sin  «,  ><cr»  wie  bei  der  dorch  Aufwinden  einer  schiefen  Ebene 
auf  einen  ZyUnder  entstehenden  ScknMJto«  mit  einer  nach  hori- 
zontaler Richtong  wirkenden  Kraft  P .  Tg  •  gehalten  werden,  — 
wo  nicht,  so  fallt  er  mit  der  Beschleunigung  g  .  Sin  a  Iftngs  der 
schiefen  Ebene.  —  Fällt  aber  ein  Körper  über  eine  schiefe  Ebene 
der  Länge  a  nnd  yeignng  a  (s.  Fig.  1),  so  erhält  er  (237)  die  Ge- 
schwindigkeit )2agSinra;  geht  er  sodann  anf  eine  schiefe  Ebene 
der  Länge  b  und  Neigung  ß  aber,  so  nimmt  er  die  Geschwindigkeit 

▼  =  I  2agSina  Cos  (a  —  /?)  1 

auf  dieselbe  mit,  —  eine  Geschwindigkeit,  welche  er  auf  der  nenen 
Ebene  selbst,  beim  Zurücklegen  des  Weges 

v^        ^  aSinaCosM«  — /»  f 

2g  Sin/9  Sin/? 

erhalten  hätte.    Er  langt  also  am  Ende  dieser  Ebene  mit  der  Ge 
schwindigkeit 

I/o    e^    /, /a Sin a Cor* fa — /f\        \        . — s-  « 

c^  K^P^««/*^ ^-^ --rbj<12g:aSina-fbSio/y)  » 
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an,  d.  h.  mit  einer  kleinem  G-eschwindigkeit  als  beim  Falle  durch 
dieselbe  Höhe  A  E.  Diese  Differenz  erlischt  für  a  =  /?,  d.  h.  auf 
geraden  oder  krummen  (nicht  aber  auf  gebrochenen)  Bahnen  wird 
die  gleiche  Geschwindigkeit  erhalten  wie  beim  freien  Falle  durch 
dieselbe  Höhe. 

Dia  in  den  Formeln  P.Slna  und  P.Tga  enthaltenen  Grundgeaetse  der 

schiefen  Ebene,  welche  sich  auch  in  der  Form : 

^Kraft  an  Last  wie  Höhe  an  Llnge,  oder  wie 

Höhe  anr  Baals  der  aobiefen  Ebene^  geben 

laaaen,  acheini  anerat  StevlB  in  seiner  Schrift 

2       fße  Beghlnselen   der  Weegkonat   a.  Statica. 

Leyden  15S6  in  4.^  auageaprochen  an  haben. 

—  Um  Aber  die  achiefe  Ebene  A  B  mit  der  tfkt  aie  erhaltenen  Beaohlevnignng 

X        g.Bina  an  fallen,  braucht  der  Körper  nach  237  :S  die  Zelt 

"AB^ 


V   g.öi 


g .  Bin  a 

und  in   deraelben  Zeit  fUlt  er  nach  237:1  frei  durch  die 
Btreoke 


P_gt«_   AB 
"^     2     ^  Öin  o 


80  daas        AB^aSina 


Conatmirt  man  daher  Ober  a  einen  Halbkreia,  so  wird  jede 
von  A  ausgehende  Sehne  AB  desselben  in  der  gleichen  Zeit 
durchlaufen,  in  welcher  ein  Körper  frei  durch  AC  fftUt.  •— 
Rollt  ein  Körper  von  M  aua  auf  einer  beliebigen  Curve  nach  8  herunter,  ao 
bat  er  nach  den  im  Texte  entwickelten  Oeaetaen  bei  Ankunft  im  Puncte  N 

genau  dieaelbe  Geschwindigkeit  v,  wie  wenn 
er  darch  h  —  x'  frei  gefallen  wftre,  d.  h*  ea 
ist  nach  287 : 2 

v  =  y2g(h  —  x0 
wfthrend  nach  289 : 1 ,  wenn  der  Weg  von  8 
aua  gealhlt  wird,  also  bei  Zunahme  der  Zeit 
abnimmt,  flberdless 


ds 
dt 


ao  daaa  d«rch  Gleichaetanng 

ds 


l/2g(h-xO  =  - 


dt 


oder 


l^.dt  =  — 


ds 


folgt  In  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Curve  eine  gemeine  Cycloide  dea  Sehei- 
tele  S  iat,  hat  man  aber,  wenn  a  den  Bogen  N8  beaeichnet,  nach  154:6,  1 


also 


s«  =  (4a  — AN)«  =  (4a  — SaBin«^)  s= 
c=8a«(l  +  Coav)=:8a(2a-y)  =  8ax* 


l6a*CosSy  = 


2a.  da=:8ft.dx'        oder        dasVTa. 
und  daher  nach  4  mit  Hülfe  von  85 : 9 

dx' 


i/i.-.=- 


Vhx-  — X'« 


^=r     oder 


V^'=- 


Are  Sin 


d_x^ 
2x'  — h 


4-Conat. 
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folglieh,  wenn  x'  tob  h  bis  0  genonuBca  wird,  die  Zeü  des  Falles  tob  M 
BBCh  8  . . 

t==l/^.[— AicSiB(— l)-i-Afc8fail]  =  «l/^  • 


fii  ist  sbo  Itr  die  Crdoide  i  tob  h  BBabhiwgig,  oder  es  brsseht,  wie  es 
sckoB  ■■(«■•  Bsehwies  sad  (s.  255)  beimUle,  eia  Körper,  nm  saf  der 
Cycloide  bscIi  dem  üefstea  Ponete  m  fsUea,  ^eicb  viel  Zeit,  ia  welebem 
Poaels  er  sach  aalgel^  werdea  m%%^  —  eiae  Eigeas^sft,  wdche  der  Crcloide 
dea  NsBea  Ttatockraae  TerschsA  Kat,  dem  ai^a  ia  aeaerer  Zeit  aaeb  oft 
dea  Ksmea  ■••chvatte  sobsütairt.  welebea  arsprOc^cb  I^cttaitB  der  Neu- 
sebca  Psrabel  (s.  149)  beilegte,  da  aaf  dieser  eia  Kdrper  ia  ^eicbea  Zeiun 
glricb  tief  fUlL  ^  Msa  kaaa  aacb,  wie  diess  1696  iobsaaeo  ■i.im»rili 
(Ter^  adae  Opera  I  IST  a.  t,  n  254  a.  t«  etc.;  aacb  Jae.  Beta.  Op.  11  76S 
a.  t)  maebte,  die  Frage  slellea,  wie  maas  die  Carre  MS  beacbaffea  sein, 
daaut  cia  Körper  ia  der  kttiaestca  Seit  voa  II  aa^  S  fUlt,  ~  oder  welebfs 
ist  die  sog.  Btachystoctewaef  Es  ist  diese  offeabar  diejeaige,  Ar  wel^be 
die  aas  4  folgende  Glcicbaag 


sf'xa.dx- 


t 
fir  t  eiaea  Maimaaiswertb 


'< 


A- 

dy 

dx'» 

,  so 

dass.  — 

rx 

a* .  d  x* 

gcacUt  wirdy  wo  a'  dea  Wertb  beseiebset.  welc^ea  a  aacimmt,  areaa  j'  flkr 
eiae  aadere  Verbiaimcg  tob  M  aad  8  ia  ▼'  —  i  •  d  j'  tbergebt,  —  bestiadif 

f  — 1=|     Xfa*  — al.dx* 


-t=j^X(a'-.a) 


eiae«  positirca  Wertb  erbiJt:  ea  ist  d&bet  i  aU  eiae  aaeadlieb  kleiae  coa- 
Staate  Gröeae  sa  deslca.  dx'  aber  aU  ei::^e  willk^IIcbe  Faactioa  tob  x', 
w^ebe  bl^ss  aa  die  Be^iiagasg  g^kaSpft  »u  eowobl  ftr  x'z^a,  als  flr  x'rzb 
sa  Terscbwiadea.  Drakt  kab  sscb  aza  a'  —  a  ia  eiae  aa^  dea  Poteaics 
¥v«  i  fDitBcbreiseade  Reibe  eanrlckelt.  as4  a4  das  erste  Glied  dirasr  Beibe 
i.da,  so  ist  das  erste,  das  Tcneicbea  bessLiuMade  Glied  Toa  t' — t  offeabsr 


i.|     X.da.dx' 

•  • 

dsber  dlesxs  Irtrgra^  Tenciw-lx^ea,  da  aeait  t'^t  aut   i  das 
K^-Kbea  wvcbiela  aräj««:»,   sUo  aicbt  imser  pcezt&T  wirde.    Kaa  isft 

i  ^^^  s^drüir      ^.        ._!    dj*    ddT* 

abo  bst  MAB  Eiit  Hil5e  ^-b  ^  :  5' 
-   •    B        d  X*         4  X' 

X     dT- 


[X      d^l 

l*     B         dx-  •    J         J,  dx- 


d 

I    V         d  V*  I 

.dT*.dx^ 


Nbb  »t  das  erste  Gl*a  N^,   d^  dx'  aa  W  i^  Grrmva  i^tsebwiadet,  s»d 
das   iWY.se  baoa«   ds  dy  et»   aülklrlcie   FrutirB  vca  x*   ist.   aar  N»12 


[Mn 


-**'  •  "  dr* 
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ist,  wo  C  eine  ConsUnte  beEeichnet;  also  mase 

^=c.|/2?ö;ii?)TA+PJ  od.,  ir=-ß^=^^d^ 


d 
d 


oder,  wenn  man  y'csa  —  x  nnd  x'^h  —  y  seist,   d.  h.  den  Anfangspunct 
nach  M  verlegt,  und  sich  auf  eine  horicontale  Axe  besieht, 

(1X1=: —  — -  wo  p^^ 


Da  nun  dieee  Gleichung  7  der  Brachystochrone  genau  mit  der  Gleichung 
1&4:4  der  gemeinen  Oycloiden  Übereinstimmt,  so  ist  somit  der  Beweis  ge- 
leistet, dass  die  Brachystochrone  eine  Cyclolde  ist,  deren  Anfangspunct  in  M 
liegt,  und  für  welche  /?  den  Radius  des  erseugenden  Kreises  darstellt;  die 
OrOsae  C  kann  aus  der  Gleichung  154:3,  wenn  man  in  derselben  x=:a, 
ycsh  und  a=b  =  /9  setat,  durch  N&herung  leicht  bestimmt  werden.  — 
Anhangsweise  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  ein  Körper,  um  durdi  A8 
au  fallen,  nach  387 :  B-  die  Zeit 

braucht,  also  im  Vergleiche  mit  6  wirklich  mehr  Zeit,  als  beim  Falle  durch 
die  Cydoide  AM 8;  es  lisst  sich  so,  ohne  des  Beweises  für  die  Identitftt  der 
Brachystochrone  mit  einer  Cyclolde  su  bedürfen,  einfach  nachweisen,  dass 
wenigstens  die  Gerade  nicht  als  Brachystochrone  auftritt,  sondern  sich  in 
diesem  Falle  das  alte  Sprichwort  „En  guote  Chrumb  ist  nüd  umb*^  gl&nsend 
bewihrt 

SU«  Das  maUiematilche  Pendel.  Gibt  man  einer  starren  Geraden 
1,  die  am  einen  Ende  befestigt  ist,  am  andern  Ende  einen  schweren 
Punct  trägt  (einem  sog.  mathematischen  Pendel),  eine  kleine  Elon* 
gation  a  ans  der  verticalen  Ruhelage  (s.  Fig.  1),  so  fallt  sie  wieder 
gegen  diese  zurück,  und  der« Punct  erlangt  (254)  nach  Rückkehr 
zur  Elongation  ß  die  Geschwindigkeit 

c  =  Vgl(a2  — /?«)  Sin  1"        also  für  /?  =  0        y  =  aVg\  Sin  V  t 

als  Maximalgeschwindigkeit,  und  mit  dieser  geht  das  Pendel  über 
die  Ruhelage  hinaus,  bis  es,  nachdem  es  eine  entgegengesetzte 
Elongation  a  erhalten,  durch  die  Gegenwirkung  der  Schwere  wieder 
seine  Geschwindigkeit  verloren,  eine  einfache  Sehwlnganc  oder 
Oselllatlon  vollendet  hat,  um  sofort  wieder  zurückzuschwingen. 
—  Denkt  man  sich  über  dem,  für  eine  kleine  Elongation  zu  einer 
Geraden  werdenden  Schwingungsbogen  einen  Halbkreis  construirt, 
und  lässt,  im  Augenblicke,  wo  eine  Schwingung  beginnt,  einen 
Punct  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  v  von  A  aus  sich  im 
Halbkreise  bewegen,  so  findet  man,  dass  er  in  dem  vertical  unter 
C  liegenden  Puncto  D  parallel  zum  Schwingungsbogen  die  Ge- 
schwindigkeits-Componente  v.Cos;'  =  c  hat,  also  nothwendig  zur 
Vollendung  seiner  a .  1 .  Sin  1'' .  ;i  langen  Bahn  die  Schwingungszeit 
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t  des  Pendels  braucht.   Es  ist  also  diese 

,       «.l.Sinl".«  l/T  . 

ts= =11.1/—  9 

V  r    g 

und  somit  von  dem  kleinen  Schwingimgsbogen  nnabliängig.   Ans  2 
folgen 


-  «*^ 


1  = 


g  = 


Itfi 


n' 


«2  ^        t« 

nnd  somit  speciell  für  t  =  1*  oder  ffir  das  sog. 


^'-ijt^'-fÄ^' 


L  = 


_  8 


g«L.f^ 


^'-Ti'^-i:*^ 


Für  g  =  9-,80567  wird  z.  B.  L  =  0-,99351,  und,  wenn  dT  = 
86400. dt  die  sich  in  einem  vollen  Tage  anhäufende  Differens  der 
Scfawingungsieit  beseichnet,  und  dL  in  Millimetern  ausgedrückt  ist, 
dT  =  43%482 .  dL,  so  dass  also  noch  eine  Verinderung  der  Pendel- 
länge von  nur  0,01"*  einen  merklichen  Einfluss  hat 

Der   lueni   ron  CSalllel    etwa  1583    aa    einer  HiogeUunpe    im  Dome 

m  Pisa  beobachtete  Isochronismna  kleiner  Pendel- 
aebwingnngen  llaat  sich  aaf  die  im  Texte  aagedevtele 
Art  leicht  elementar  nachweisen,  da  ans  der  Figar 
nach  837 : 8 

c=:  V^gl  (Co8/9  — Cos«) 


^•j/4glSü.^8l.^ 


oder  also  für  kleine  Elongationen  nahe 

e=ygl(«+«(.-.«.anl" 
d.  h.  1  folgt,  —  nnd  ebenao  nahe 


C^,-r  ^^-^^  tAC.CB_  Tyi(«~/g)^iarM(«  +  ^)äinI 
'"      DK""  AE        —  l.«öinl" 


§4 


;=e 


WiU 
so  hat 


Elongation  ■  nicht  Ton  Tomeherein  als  klein 
naeh  854:4 


|äg(^h  — X')        i  r  g     yi  — i,x  yjax— X« 

wt»  Iheils  nach  Flgar,  thejls  snr  Abktnm« 


hsl(l->Cos«)=rl.aa 
x*ä1(1  — C«a/I)  =  l.x 


oder 
ds=:l.d^= 


a  =  Sln«|^ 
l.dx 


|8x  — X« 

BrieichM^t  somit  t  die  Z^it  einer  emfachen  Schwii^:««,  oder  die  doppelte 
K«4I,  w«khe  das  Pendel  Wancht,  nm  ans  der  Elongatioa  •  in  die  Rnhelsge 
•nr«ek«nkehren«  so  hat  man  nach  5,  da  den  Oremiwulinn  •  nnd  •  Ar  ^ 
naoh  •  die  Qrenswerthe  f  a  nnd  o  flr  x  entsprcchm 

W    9     •'^    |i—  «,x  ^iax  — X* 
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Hub  hat  mui  naoh  dem  BinomlBclies  lietursatie 

1  _^  I    1     1        ,1.8      1     ,.1.3.6      1     ,, 

also  Ist  nacli  1 

wo  mll  HUfe  von  67 : 8  und  66:  9 

x'.dx      _^  r    X      '• .  d X  ^^ 

_ r^'x--V«.V¥I3-^1       (2n>-l)a  f^^x'-'^'.dx  _ 

_^«n--l)a  _(2n-l)(2n^8)  _ 

-  n  •^— i-  n(n-l) •*  'A— » 

_1.8.6...(2n->l)  f««        dx        _1.8.6...(2n-l)         , 

-  2.4.6...2n      ^**^   -J  .  ]/2li=P"'"'2.4.6...2n      ^^•^   •*   * 

10  dnas  alao  nach  6  und  8  •chliessUch 

'=-V7['+(l)''^'?+(by»-7+Gxl)'-f+-]" 

folgt,  woraus  fOr  sin  kleines  «  sofort  2  als  erste  Nfthemng  hervorgeht.  Fflr 
grossere  Blongatlonen  nimmt  dagegen  nach  10  die  Schwuogseit  mit  der  Elon- 
gatlon  merklich  sn,  und  diess  veranlasste  schon  Hugeiis»  den  Vorschlag  su 

machen,  in  gewissen  FUlen  dem  Kreispendel 
ein  CyclttldaJpendel  su  substitnlren,  d.  h. 
das  Pendel  GE  dorch  Aufhingen  desselben 
swischen  swei  Halb-Cydoiden  CA  und  GB 
(nach  164)  su  swingen,  selbst  eine  ebensolche 
Cycloide  ADB  su  beschreiben,  oder  (nach 
264)  isochron  su  bleiben.  —  BeseichneiL  die 
Iifaigs  efnes  BeenndeBpendels,  und  sind  t|,  t,  die  8chwungseiten  sweier  Pendel 
der  Lingen  1|,  ],,  so  hat  man  nach  4  und  8 

L  =  -J-=l.  l,=:L.t/  l.  =  L.t,»  11 

und  daher  auch 

l.-.lg  =  L(tj  +  t,)(t,-t,)  M 

Man  kann  daher  die  Linge  des  Sseundanpendels  snr  Noth  nach  11  bestimmen, 
wenn  man  eine  kleine  Kugel  an  einem  Coconfaden  von  bekannter  Unge 
schwingen  liest,  —  etwas  besser  nach  12,  da  man  alsdann  nur  die  Differens 
der  Lingen  su  messen  braucht,  —  f^Uieh  noch  besser  mit  einem  Beverslons- 
pendel  (vergL  266).  Kann  man  fdr  einen  Ort  die  Länge  des  Becundenpendels 
(nach  266,  876)  berechnen,  so  gibt  12  umgekehrt  Anleitung,  die  Linge  1|  ~  It 
eines  Btalon's  snnihemd  su  bestimmen,  vergl.  ^aacls  Plmtm  (Dietendorf 
bei  Gotha  1888;  Lehrer  der  Naturwissenschaften  au  Oschats  in  Sachsen),  Ueber 
die  Prftf^  der-Olasmlkrometer.  Berlin  1860  in  8.«* 


Das  ^JSigoke  PenitL  Ein  Pendel,  bei  dem  starre  Linie 
Qnd  schwerer  Ponct  durch  einen  Stab  mit  oder  ohne  Linse  ersetzt 
woir,  ■■■<>■<>.  L  23 
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sind,  d.  h.  ein  physisches  Pendel,  stellt  eine  Verbindung  von  un- 
zählig vielen  mathematischen  Pendeln  verschiedener  Länge  dar,  tog 
denen  die  meisten  gezwungen 9  und  nur  wenige,  die  durch  die 
sog.  SchwInKongflpunete  bestimmten,  frei  eine  mittlere  Schwung 
zeit  inne  halten.  Vertauscht  man  den  Aufhängepunct  mit  demjenlgeb 
Schwingungspuncte,  der  mit  ihm  und  dem  Schwerpuncte  in  einer 
Geraden  liegt,  so  wird  dadurch,  wie  schon  Hugens  zeigte,  die 
Schwungzeit  des  Pendels  nicht  verändert,  und  man  kann  dalitr 
durch  Versuch  die  Länge  des  einem  physischen  Pendel  entsprechen 
den  mathematischen  Pendels  bestimmen,  indem  man  zwei  vertansch 
bare  Aufhänge})unctc  aufsucht,  und  ihre  Distanz  misst. 

Bezeichnet  w  die  gemeinschaftUche  WinkelgeBChwindigkeit  aller  Tb»> 
cincB  um  die  durch  O  gehende  Axe  Z  schwingenden  Körpers  inr  Zeit  t,  ur<i 
r  den  Abstand  des  Elementos  dm  von  dieser  Axe,  so  steUt  r.w  die  wirk- 
liche (seschwindigkeit  dieses  Elementes  sur  Zeit  t  dar,  und 

dx  y 

-.—  =      rw.-s-=      yw 
dt  r  "^ 

dy  X 

-~-z=z  —  rw.  — :=  — xw 
dt  r 

sind  ihre  Componenten  nach  den  Axen  der  X  und  Y,  so  ^»^^ 

dx  dy         . 

odt-r  durch  Differentiation  nach  t 

d*x  d*y ,    dw 

^~dt«       ^Tt«"""^     "dt" 
Man  hat  daher ,  da  d  w :  d  t  für  alle  Elemente  des  Körpers  gleich  gros?  it^- 
nach  230 : 8  für  die  Drehung  um  die  Axe  der  Z 

4f./r.dn.=/(yX-xY)dm  I 

Ist  der  Körper  (dessen  Masse  und  Schwerpuuct  mit  M  beaelchnet  wfrJn 
mag,  ^vahrend  a  die  Distanz  des  Letztern  von  der  Axe  Z  mensen  S'll.  y 
»eine  Di.stana  von  der  Kbene  XZ  zur  Zeit  t,  und  0  den  Winkel  der  Vbtn^'. 
MZ  und  X7A  nur  der  Schwere  unterworfen,  so  ist  Y=ro,  X^g,  nc^i  ^* 
überdiess  (entsprechend  133:  1)  /y.dm  =  My*,  so  geht  1  In 

*\^  .  jV«dm=:gM.y*  =  gM.aSinö  t 

Ober,  Bezeichnet  ^  die  Distanz  von  d  m  zu  einer  durch  den  Schwerpocf* 
parallel  Z  gelegten  Axe,  so  ist  ^^entsprechend  133  r  2) 

/r«  .  d  m  =r/p«  .  d  m  -i-  a«  M  =r  (a*  -|-  k«)  M  » 

wo  die  rtlr  den  Ki^rper  fttr  ein  und  alle  Male  bestimmbare  Grftsae  /^««io 
^tiach  ^U  sein  Trä^heitMitomeot  ia  Beziehung  auf  eine  bestimmte,  dartb  ^^^ 
Sobw^^rpuuot  i:t»le»:te  Axe^  der  Symmetrie  wegen  gleich  k*.M  geaettt  wori»- 
U\.    Da  Ubertlios*  of^enh^r  w  r=  —  d**:dt,  so  geht  somit  3  in 

--  ^^,  V*»  ^  k*^M  =  gM.aMn^        oder        -^-j- =  - -J^  ^, 

ttber»  so  d.*s»,  wenn  noch  mu  'id-*  multipUcirt  und  integrirt  wird, 

i  *  r .  Cv»e  * 


(::)■= 


«*  *-  k* 
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also  fOr  den  Anfang  der  Bewegung,  wo  die  Geschwindigkeit  Nnll  ist,   und 

die  Elongation  des  Sehworpunctes  a  sein  ms^, 

2ag.Coaa    ,  ^      . 
0  ST T-m T  Const. 

a»  -|-  k»       ' 

also  endlieh 

/dg\< _  2ag(Co8g  — Cos«) 

\dt/  ""  a«  +  k*  * 

FQr  ein  mathematisches  Pendel  der  Länge  1  geht  4  in 

/dö\«       2gl  (Cosö— Cos«)  ^ 

VTTJ  = \i ^ 

Über,  und  es  wird  daher  Letzteres  mit  dem   Körper  oder  dem  physischen 
Pendel  gleich  schwingen,  wenn 

a  1  k* 

,  .'  ,  ,  =  -rs-  oder  wenn  1  =  a  -I 0 

a"-f  k»       1*  '     a 

ist.   Alle  Puncte  des  Körpers,  welche  in  der  Ebene  MZ  in  der  su  Z  im  Ab- 

sfande  1  gezogenen  Parallelen  Z',  der  sog.  Schwlni^uni^saxct  liegen,  werden 

somit  frei  schwingen,  —   so  auch  der  in  der  Verlängerung  von  a  liegende 

Punct  O',   der  speciell  8chwinyiing;*piiDet  genannt  wird.    Lässt  man  den 

Körper  um  Z'  statt  um  Z  schwingen,  so  wird  ihm  wieder  ein  mathematisches 

Pendel  der  Länge  1'  entsprechen,  und  awar  wird  nach  6 

so  dass  die  beiden  Axen  Z  und  Z*  reciprok  sind,  oder  der  bereits  im  Texte 
nsch  lln|^ns  ausgesprochene  8at8  besteht,  von  dem  das  unabhängig  von 
einander  durch  Bohnenberi^er  in  seiner  „Astronomie.  Tübingen  1811  in  8. 
(Pag.  448)<<  und  Henry  Kmiew  (Bristol  1777  —  London  1835;  Capltän  in  der 
brittischen  Armee,  und  viele  Jahre  unter  Lambton  mit  Messungen  in  Indien 
beschäftigt)  in  seiner  Abhandlung  „Experiments  for  determinlng  the  length 
of  the  pendulum  vibrating  seconds  in  latitude  of  London  (Phil.  Trans.  1818)'^ 
vorgeschlagene  ReTerslonapendcl  eine  unmittelbare  Anwendung  ist  Auch 
der  in  den  letzten  Jahren  von  den  8öhnen  Repaold  ausgeführte  Pendel- 
apparat, für  desren  specielle  Beschreibung  und  Theorie  auf  die  Musterarbeit 
„Eralle  Plantam^nr  (Genf  1815;  Professor  der  Astronomie  und  Director 
der  Sternwarte  in  Genf),  Exp^riences  faltes  k  Genöve  avee  le  pendule  k  röver- 
slon.  Gendve  1866  in  4.<<  verwiesen  werden  kann,  ist  ein  (circa  ^f^*  schlagendes) 
Keversionspendel ,  welchem  aber  mehrere  Httlfsapparate,  namentlich  eine  Art 
Kathetometer  (vergl.  27^^)  zum  Messen  der  Schneidendistanz,  und  eine  ingenieusc 
Vorriobiung  zur  Bestimmung  des  Schwerpunctes  beigegeben  sind.  —  Fttr  wirk- 
liehe Meesungen  des  Secnndenpendels  vergl.  875. 

SM*  Di6  DhreB.  Die  von  den  Alten  zur  Abtheilnng  der  Zeit 
verwendeten  Sand«  nnd  Wasserahren^  welche  beide  anf  dem 
Principe  beruhten,  dass  eine  gegebene  Menge  Sand  oder  Wasser  (unter 
Voraussetzung  constanten  Niveau's)  immer  dieselbe  Zeit  braucht,  um 
aus  einem  obem  Gefässe  durch  eine  gegebene  Oeffnung  iii^ein  unteres 
abzufliessen,  wurden  etwa  vom  14.  Jahrhundert  hinweg  nach  und 
nach  durch  Crewleht-  und  Federuhreo  verdrängt,  bei  welchen 
die,  durch  die  constant  wirkende  Kraft  erzeugte,  und  durch  ein  sog. 
Echappement  annähernd  gleichförmig  erhaltene  Bewegung  mittelst 

SB* 
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einer  bestimmten  Anfangsgeschwindigkeit  entepreckende  Sckaflr  der  Wnrf- 
linien  Ausgespr.'Krheneo.  Ist  uirgekehrt  der  Warfwinkel  con^tant^  so  ergibt 
sich,  da  aus  6  nnd  7 

CD=  ^"'^  .AC  =  ',Tga.AC        und        CI  =  — CtgJ«.AC        !• 

sin  2  a 

{•»Igen«  dass  sowohl  die  Scheitel  als  die  Crenrpnnete  aller  aiigehöngea  TVorf- 
linien  je  in  einer  durch  A  gebenden  Geraden  legen.  —  Vergiciciic  flkr  dieae 
merkward  ^len  Eigenschaften  der  WurT-inien  im  leeren  Baume  meine  y,B«:i- 
träge  zur  BAlIistik  ^m.  Mitth  1840;-  und  ^Georg  SMlcr  (Zug  1831;  Pro- 
fessor der  >Ia:heisatik  in  Bem^.  Ueber  die  WurTiinie  im  ketea  Ranae.  Bern 
1S65  in  4^,  —  f^  die  Wurf.lclen  Sberfaaupi  aber  yffmimnm*  Becherches 
snr  le  mouvement  des  projecilles  dans  Tair,  en  avani  egard  k  leor  fignre  et 
leur  rotation,  et  k  rinflaence  du  mouTement  dinme  de  la  tenc  Paria  1&39 
in  4.« 


9S9«  Bir  lAeL  Wirken  nach  entgegengesetztem  Sinne  (ß.  ¥i^^ 
zwei  Kräfte  auf  zwei  Puncte.  welche  mit  einem  in  der  Ebene  der 
Kräfte  liegenden  Slltxpaiirir  starr  verbanden  sind,  so  heisst  das 
SjMem  He^rly  und  steht  23 T.  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Mo- 
mt-nte  (Pp  und  Qq  in  Beziehung  auf  den  S;ützpunct  gleich  sini 
Die  Entfernungen  <,p  und  q '  de^  Stüizpunctes  von  den  Kräften  nennt 
man  He^etarHie^  und  dtrn  HebeK  je  nachdem  ihr  Winkel  ^o 
gleich  1:^:)^  kleiner  als  1>«»'  o*Ier  0  i«t,  <>pptliUMit»  HTtakH* 
liriiel  oder  ctoanBijr.  Wirk:  auf  einen  der  Endpuncte  des  Hebels 
statt  einer  Kraft  ein  zweiter  HebeK  etc.,  so  erhält  man  den  BS« 
WilBiCMgCSCtEle»  Hr^rl«  an  dem  Gleichgewicht  ist,  wenn  sich 
Kraft  zu  Last  wie  das  Pr.xluct  der  Lasihebelarme  zum  Producte 
der  KraftLebelarme  vcrLvlt.  —  L-t  der  Hebel  materiell,  so  ist  das 
Moment  des  im  ScLwerj  minore  wirkenden  Gewichtes  dem  Momente 
der  in  gleichem  Sinne  wirkenden  Kraft  beizufü^n. 

Das  Hcb^-1^5«tz  wurde  ru«:r>s  Ton  Arrhiflic4e0  a^5ee5pr«>ciien,   nnd  In 

er?te!i   *e:rer   iwei  BS^'her  ~Pe   p'afi'ram   »«inll.bri*" 

^verr'.  -    *!*  l^-u-i^rlrolp  ar  d>  "Spitze  dtr  eiger'I.-^h 

>p  -   Ä-f      f  r?t  \  .^n  11=1  lu  eirer  Wiüensehaft  erhobenen  3fecliac-k 

c^<t«?ll:  uri  trtr:t**es.  —  eire  Eirer*t<II#.  w^Icfce  itrr 
b«  asf  VariCtt«B  ^«r-:I-  :^^>  biy»-.  P^kir^'I.ch  *.  J  das  Anf&rden  dK«e* 
0«^*<?tie*  Arcb  r*-:v:e*  i^  d  t=  Au*r- :*•»  xer^nli«*:  kaben :  «Gebt  mir  nnez 
festen  Psaot  aii^erhalb.  m=d  roh  m.^  die  Erie  au*  üres  Ar^rela  beb^n.- 

SC0*  Die  Viage.  Bt:zi:c:-i.ci:  p  ur.d  q  die  den  vertical  wirken- 
den Knifttu  P  ui.i  i^  bei  L  n.%.:::aler  Laire  ent5j rechenden  Arme 
eüie;j  d.jriviarml^a  HtbeU  <.  Fiz-  1  .  und  G  da*  in  dem  um  i 
unter  dem  S:  i:j:  :i:.cte  :>.^:r.iru  Sr^wcr-oncre  wirkende  Gewicht 
dos  HeK'<,   ^^^    :-:    i\>:»     d-r  IKUI   b-i  einem  Asssdllac^  9  itn 

"  G  d 
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Verändert  man,  wie  es  bei  der  sog.  pbygikallicben  Waage  ge- 
schieht, P,  —  oder,  wie  es  bei  der  sog.  Sctanellwaaga  geschieht, 
p,  bis  q>=^0  wird,  so  ist  Pp  ^  Qq,  so  dass  auf  diese  Weise  eine 
unbekannte  Last  Q  durch  ein  bekanntes  Gewicht  P  ausgedrückt 
oder  abgewogen  werden  kann,  sobald  man  das  Verhältniss  der 
Arme,  welches  bei  der  physikalischen  Waage  gewöhnlich  1  ist, 
kennt;  kennt  man  es  nicht,  so  kann  man  zunächst  Q  mit  einem 
fein  zertheilten  Körper,  der  sog.  Tara 9  und  dann  diese  mit  Ge- 
wichten P  abwägen,  wo  dann  immer  Q  =  P  ist.  Die  Waage  heisst 
um  so  empflndllcher^  je  grösser  tp  für  denselben  kleinen  Ge- 
wichtsUberschuss  der  einen  Seite  wird.  —  Eine  sog.  Brücken« 
waage  ist  (259,  231  und  Fig.  2)  im  Gleichgewichte,  wenn 

D  V  /\  i^  i  r^  ^^  ^S  3  ge.ac.ih-fki.fff  .ad^  ^ 
P.ba  =  Q^ac  +  Q.j^.^.ad-i khTge  ^  * 

vorausgesetzt,  die  unbelastete  Waage  sei  für  sich  im  Gleichgewicht 
Ist  sie  60  construirt,  dass  ge :  fg  =:=  ad :  ac,  so  wird  P .  ba  ==  Q .  ac, 
und  eine  Verschiebung  von  Q  auf  der  Brücke  bleibt  ohne  Einfluss. 
Für  a  c :  b  a  =  1 :  10  oder  =  1 :  100  heisst  die  Waage  Declmal- 
oder  Cenlesimalwaage« 

FOr  den  ConstructionBdetaU  einer  genauen  Waage  mnss  auf  die  speelellen 

physikalischen  Werke  (vergl.  245)  und  namentlich  auf 

Carl'0  Repertorium  verwiesen  werden.    Die  Theorie 

der  physikalischen  Waage  scheint  Eulcr  in  seiner 

„Disqnisiüo  de  bilancibus  (Comm.  Petrop.  X  1747)^ 

snerst  gegeben  zu  haben;    der  im  Texte  gegebenen 

Entwicklung  mag  beigefügt  werden,  dass  sie  namentlich  darauf  beruht,  dass 

Statapunct  und  Aufh&ngepunct  der  Schalen  in  derselben  Geraden  liegen,  — 

da  nur  in  diesem  Falle  der  Ausschlag  von  der  Belastung  unabh&ngig  ist    Je 

grösser  die  Tragkraft,  desto  grösser  wird  auch  O  sein 
müssen,  desto  kleiner  also  die  Empfindlichkeit;  doch 
rechnet  man,  dass  auf  1  Kilogramm  Belastung  eine 
T  gute  Waage  mindestens  noch  1  Milligramm  anseigen 

•*— ^  soll.  —  Ausser  der  physikalischen  Waage,  —  der 
Schaellwaage  oder  römischen  Waage,  —  und  der  Brfickenwaage  oder  Wagen- 
waage, gibt  es  auch  noch  Zeigerwaagen,  Federwaagen,  Senkwaagen  (vergL 
269),  ete.,  auf  welche  hier  aber  nicht  nfther  eingetreten  werden  kann. 

IMl«  Das  W^Ibad.  Durch  Umdrehung  eines  doppelarmigen 
Hebels  um  eine  durch  seinen  Stützpunct  gehende,  zu  ihm  senkrechte 
Axe,  erhält  man  ein  Wellrad,  und  es  ist  somit  an  diesem  (259) 
Oleichgewicht,  wenn  sich  Kraft  zu  Last  wie  der  Radius  der  Welle 
zum  Radius  des  Rades  verhält.  Sollen  entsprechend  dem  zusammen- 
gesetzten Hebel  zwei  Wellräder  in  Verbindung  gebracht  werden, 
^0  versieht  man  die  Welle  des  ersten  und  das  Rad  des  zweiten  Well- 
rades mit  entsprechenden  Erhöhungen  (Zähnen)  und  Vertiefungen. 


-J.M4 
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Ein  Wellrad  heisst  Haspel  oder  Winde»  je  nachdem  die  Aze  iMffi- 
zontal  oder  verücail  ist,  —  ein  gesahntea  Rad  Sttrarad»  K— ■ 
rad  oder  Kegelrad  9  je  nachdem  die  Zähne  Verlängenmgea  der 
Radien  sind,  oder  zu  denselben  senkrecht  oder  schief  stehen. 

Das  Wellrsd  ist  (vergl.  258)  eine  der  fSnf  einÜMlieD  MssehliieB  der  AHea; 
Kurbel,  Tretrad,  Pferdegöpel,  etc.  Bind  nlehts  Andere«  sie  epeelelle  FoiMfla 
dewelbeD. 


96S.  Die  RoltoB  Ud  Fludieniüge.  Eine  kreisrunde,  an  ihrem 
Umfange  mit  einer  Rinne  enr  Aufnahme  eines  Seiles  versehene 
Scheibe  heisst  feste  Rolle,  wenn  sie  bloss  um  ihr  Centrnm,  — 
bewegliehe  Rolle 9  wenn  auch  ihr  Centrum  beweglich  ist  Die 
feste  Rolle,  bei  welcher  Kraft  und  Last  an  dem  umgeschlagenen 
Seile  wirken,  ist  ein  gleicharmiger  Hebel  und  dient  daher  nur,  um 
die  Richtung  einer  Kraft  abzuändern.  Die  bewegliche  Rolle  hingt 
dagegen  in  einem  Seile,  an  dessen  Enden  Kräfte  wirken,  während 
die  Last  an  ihrem  Centrum  angebracht  wird,  —  ist  daher  (228)  nn 
Gleichgewichte,  wenn  sich  jede  Kraft  zur  Ijast  verhält,  wie  der 
Radius  zur  Berührungssehne,  also  im  günstigsten  Falle  wie  1:2. 
Aus  Verbindung  von  festen  und  beweglichen  Rollen  gehen  die  sog. 
Flasclienftilge  hervor,  bei  denen  sich  Kraft  zu  Last  wie  die  Ein- 
heit zur  Anzahl  sämmtlicher  Rollen  verhält 

Fflr  die  bewesUcbe  RoUe  bat  man  offenbar  nacb  S98: 3 
X.        /^ — ^        A  QsP.Vl  +  l  +  3C<w«=:9P.Cosy 

,2^y  oder 

^  P!Q  =  r:8 

^  Dabei  kann  die  eine  Krall  dorcb  einen  Wlderstaad 

ersetet  werden,  indem  man  das  eine  Ende  des  Seilet 

befestigt  —  Den  gemeinen  Flaaebansng  soU  achos 

der  SU  Kaiser  Augustus  Zeiten  lebende  berfthmte  Banmeiater  Vlliw  fea  seiner 

Architectnr  als  etwas  allgemein  Bekanntes  erwähnen;   auch  fHyp—  bildet 

denselben  im  8.  Bnche  seiner  Samminngen  ab.  —  Beim  sog;  Pi^ieassB» 

nssekensas*  wo  um  jede  bewegliche  Rolle  ein  eigenea  8eU  geschlagen  ist, 

dessen  eines  Ende  anfgeh&ngt,  das  andere  am  Mittelpnnei  der  folgenden  RoUe 

befestigt  wird,  verbllt  sieb  P  :Q  =  1 :2*,  wo  n  die  Ansahl  der  bewef^hea 

Rollen  beseichnet. 

S6S«  Die  CeDtralbeWAgUg.  Wird  ein  sich  bewegender  Punct 
je  nach  Verlauf  einer  Zeit  t  gegen  ein  Centrnm  angesogen,  so  haben 
die  von  seiner,  je  für  die  Zwischenzeit  t  resultirenden  Bahn  mit 
dem  Centrum  bestimmten  Dreiecke  nach  107  gleiche  Fläche ,  oder 
es  gilt,  da  für  ein  unendlich  abnehmendes  t  die  gebrochene  Bahn 
zur  Curve  wird,  das  Gesetz:   Bei  jeder  Qentralbewegung  werdon 
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in  gleiehen  Zttten  gleiche  Flftchen  beecImebeB.  Die  Cepriralbe« 
wegonc  Im  Kreise  ist  somit  notbwendig  eine  gleichförmige  Be- 
wegung, und  erfordert,  da  ein  im  Kreise  sich  bewegender  Pnnct  in 
Folge  der  Trägheit  ein  constantes,  Centrlftagalkrafl  genanntes 
Bestreben  f  hat,  sich  vom  Mittelpuncte  zu  entfernen ,  eine  ebenso 
grosse  constante  Anziehung  nach  dem  Mittelpuncte.  Bezeichnet  a 
die  Geschwindigkeit  im  Kreise  des  Radius  r  und  t  die  Umlaufszeit, 
so  ist  2r4c  B=  at,  während  s  =  ax  der  mit  deiner  Sehne  zu  yerwech- 
selnde,  in  einem  Zeittheilchen  r  zurückgelegte  Bogen  ist  Zerlegen 
wir  (238)  s  nach  Tangente  und  Radius,  so  muss  (237)  die  Letzterm 
entsprechende  Componente  cs=V2^'^  sein,  während  geometrisch 
(124,  93)  c:s  =  s:2r  ist,  und  man  hat  daher 

a^       ^    o  r 


f=-^  =  4jj2 


r  t« 

worauf  die  durch  die  sog.  Centrifugalmaschine  dargestellten  Er- 
scheinungen beruhen.  Analog  ist  für  einen  zweiten,  in  der  Zeit  T 
einen  Kreis  des  Radius  R  durchlaufenden  Punct 

R  r      t^ 

P  — 4««^!^         sodass         f:P  =  -^:^ 

und,  wenn  überdiess 

t2:T2-r»:R»         speciell         f:F  =  R«:r«  S 

Vergleiche  406. 

Der  erste  8ati  des  Textes  geht  aus  der  beistehenden  Fignr,  In  der  af 

eine  beliebige  Anfangsgesehwindigkeit  bezeicfa- 
/^w^  7*  net,  ad  und  be  irgend  welche  Anziehnngen 

d  /..«  ^^"^^'b  nhch  dem  Centnun  sind ,  nnd  a  b  =  b  g  ist, 

r  e^^^^^'s^  ®^°^  weiteres  hervor.  Der  iwelte  8sts  ist  im 

/       ^/'^^^^^•''w^V^^^V^     Texte  ansftthrlicb  bewiesen,  und  es  Ist  höeh- 
/     v^       **"''^^^^^^'  stens  in  Besiehung  »uf  die  erwlhnten  Ver*- 
[^^     -"'"'—  '     ^        suche  beisufllgen,  dess  der  durch  die  Centri- 

*  ftogelkraft  bewirkte  Gesammteffeet  eines  Kör- 

pers natHrlich  mit  seiner  Masse  m  lunimmt,  oder  nach  1,  wenn  k  entsprechend 
364  die  lebendige  Kraft  beselchnet,  durch  ma*:r  =  k:r  dargestellt  wird.  — 
Historisch  Ist  lu  bemerken,  dass  Oiovanni  Baptista  Benedettl  oder  Bene- 
dktls  (Venedig  15S0  —  Turin  1590 ;  Philosoph  und  Mathematiker  des  Hersogs 
von  Savoyen)  inerst  erkannt  haben  soU,  dass  im  Kreise  geschwungene  Körper, 
sich  seihet  fiberlassen,  nach  der  Tangente  fortgehen,  woffiranf  sein  „Diver-* 
sarum  speeulatlonum  mathematicarum  et  physicarum  über.  Taurini  lftS5  in 
töl**  verwiesen  wird.  Die  Hauptgesetse  der  Centralbewegung  Im  Kreise  wurden 
Buerat  von  Hag«BS«  der  sie  schon  um  1666  gefunden  haben  soll,  in  seinem 
„Horologlttffi  osclllatorlum^  von  1673  (vergl.  S67)  ausgesprochen,  dann  von 
fliewtttii  in  seinen  Principlen.  —  Ueber  die  Bewegung  um  Hauptaxen  oder 
sog.  freie  Axen  vergleiche  243  und  244,  auch  419,  —  nnd  ffir  experimentelle 
Darlegung  der  betreffenden  Oesetse  s.  B.  „Frans  Helnen  (Dflsseidorf  1807; 
Direetor  der  Realschule  in  Dflsseidorf),  Ueber  einige  Rotationsapparate,  Ibs*- 
besondere  den  Fesserschen.  Brannsohwelg  1S67  in  S.<< 
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finge  DelldtiOBeiL    Das  Prodact   ans   Masse   und  Ge- 
schwindigkeit eines  Köq>ers  nennt  man  McilC^  der 

—  dasjenige  ans  Masse  nnd  Quadrat  der  Oeschwindigkeit 
Kraft,  —  dasjenige  aus  Kraft  und  Weg  merfeaniselie  Arbelt, 

—  die  Summe  der  Producta  au^  den  Elementen  einea  Körpers  in 
die  Quadrate  ihrer  Distanzen  von  einer  Axe  oder  Ebene  (vcrgL  133 
und  243)  endlich  TrSglieitSBOnent«  Als  Einheit  für  die  mecha- 
nische Arbeit  braucht  man  den  Kilefp^flUBeter,  d.  h.  die  nöthige 
Kraft,  um  in  1'  ein  Kilogramm  um  1"  zu  heben,  nnd  rechnet  75 
derselben  auf  eine  Pferdekraft« 

Bezeichnen  m  Masse,  P  Kraft,  t  Zeit,  s  Weg,  ▼  Oeschwindigkeit,   b  B^- 
wegungsmenge,  k  lebendige  Kraft  und  a  Arbeit,  80  tat  nach  Definition 

b  =  m.v  k:=m.T*  asP.s  1 

und  da  fiberdiess  nach  237  Ar  g  zz  P :  m 

▼  =r     -.t  8^-^.  —  .t"sr-s-  • 

m  3     m  3 

so  folgt 

FQr  die  Oeschichte  des  lebhaften  und  langjährigen  Streites,  der  sich  bei  Ein- 
ftihning  des  Begriffes  der  lebendigen  Kraft  durch  l^eltaitB  erhob,  kann  s.  B. 
auf  Montucla  III  629 — 643  verwiesen  werden. 

S6B.   Die  LAre  ?•■  Stoisa.   Folgt  einer  Kugel  der  Masse  m 

und  Geschwindigkeit  c,  eine  andere  Kugel  der  Masse  M  und  der 
Geschwindigkeit  Cr>c,  so  entsteht  ein  StiMS*  Ist  dieser  Stoss 
i^rade^  d.  h.  geht  er  durch  die  beiden  Mittelpuncte ,  und  be* 
zeiclmen  V  und  v  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  so  ist 
der  Geschwindigkeitsverlust  der  Hinterkugel 

C  -  V  =  (1  +  k) . -5^^^^^  1 

und  der  Gesch^vindigkcitsgewinn  der  Vorderkugel 

wo  k  eine  mit  der  Elasticität  der  Kugeln  von  0  bis  1  atmebmendc 
Gnisse  bezeichnet.  Der  bei  dem  Stosse  entstehende  Verlust  sn 
meciianischer  Arbeit  ist 


2  ^         ■'^        2         •  M-f  m 

zu  setzen. 

Beim  geraden  StoHse  anelastischer  Kugeln  stellt  offenbar 

_  M  C  4-  in  c 
*  ~       M  X  m 
die    poni.  iiisrhnftliche   (lOüchwindicVcit    vor.   mit    welcher   die   beiden   KupHn 
nach  dem  Stosse  vorwärts  pfhen,  so  dass 
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^              iii(C  — c)                 .                           M(C-c) 
C  — x  =  -^-  — '-  und  x~c=:     .:    . - 

Oeschwiiidigkeitsverlust    der    Hinierkugel    und    Geschwindigkeitsgcwinn    der 

Vnrderkugel  beseichnen.    Siud   diu   beiden  Kugeln   vollkommen  elastisch,   bo 

wird  durch  den  Rückschlag  noch  einmal  derselbe  Verlust  und  Gewinn,  also 

im  Gänsen  der  doppelte  entstehen,  —  während  fQr  nicht  vollkommen  elastische 

Kugeln   der  Factor  nur,  wie  in  den  Formeln   I  und  2  des  Textes,   (l-j-k) 

sein  wird,   wu  k  Je  nach  dem  Maassc  der  Elasticit&t  zwischen  0  und  1  liegt. 

—  Da  nach  264 : 3  die  Arbeit  der  beiden  Kugeln  vor  und  nach  dem  Stosse 

M  C«  +  m  c«  ^  M  V«  4-  m  v« 
i «nd            — f— 

betr&gt,  so  ist  der  Verlust  an  Arbeit 

L=M.  51zZ!4.m  2l=l!  =  M  ^c_V)[3C-(C-V)]  -|(v-c)[(v-c)+2c] 

_  Mm^(C--c)  0+k)  ^g  ^o_^) (M+n.)- (i+k)  (C-c)  (M+m)]  . 
woraus  sofort  die  3  des  Textes  folgt. 

MM.  Riibng  und  WidentaDd  dai  litteis.  Die  Bewegungs- 

gesetze  werden  durch  den  Widerstand  des  Mittels  und  die  Reibung 
modificirt.  Ersterer  wächst  mit  der  Dichte  des  Mittels  und  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit,  hängt  aber  auch  sehr  von  der  Ge- 
stalt  des  Körpers  ab.  Letztere  ist  bei  gleitender  Bewegung  von  der 
Grösse  der  Berührungsfläche  unabhängig,  dagegen  dem  Drucke  D 
proportional,  so  dass  der  Widerstand  gegen  das  Verschieben  W  =:  f .  D 
ist,  wo  f  den  sog.  RelbangscoelBclenten  bezeichnet.  Wirkt  somit 
eine  Kraft  P,  unter  dem  Winkel  a  mit  der  Normale  auf  die  Reibungs- 
fläche, so  ist  Gleiclige wicht,  wenn  (229) 

f  .P . Cos a  =  P .  Sin a  oder  f  =  Tg a 

Dieser  von  der  Grösse  der  Kraft  unabhängige,  darch  Zufügen  einer 
zweiten  Kraft  immer  herstellbare  Winkel  heisst  Relbanfswlnkel» 
—  für  einen  auf  einer  schiefen  Ebene  der  Neigung  a  liegenden 
Körper  Abratacliancswjnkel  oder  beim  Erdbau  natllrllclie  BS« 
Mliang«  Durch  Anwendung  von  Schmiermitteln  (Seife,  Schweine- 
fett, Oel,  etc.),  oder  auch  durch  Verwandlung  der  gleitenden  in  eine 
rollende  Bewegung  mit  Hülfe  von  Walzen  oder  FrictionsroUen,  kann 
die  Reibung  sehr  vermindert  werden. 

Zuweilen  wird  auch  die  Reibung  absichtlich  vermehrt,  wie  £.  B.  bei 
Rldem  mit  HOlfe  des  RadAchuhes  oder  der  Spannkette,  —  bei  Eisenbahnen 
von  grosser  Steigung  durch  Verwendung  sehr  schwerer  Locomotlven,  —  etc. 

XXVn.  HydroiUtik  ud  Hydnilik. 

MV«  ^drottatiieket  Chnodgetetl.  In  jeder  Flüssigkeit  pflanzt 
sich  die  Wirkung  einer  Kraft  nach  allen  Seiten  fort,  und  die  Drucke 
auf  verschiedene  Theile  der  Wandung  eines  vollständig  gefüllten 
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und  begrenzten  Gefitoses  verhalten  sich  wie  ihre  Flächen,  also  hei 
kreisförmigen  Theilen  wie  die  Quadrate  der  Radien,  —  ein  Gksetz, 
auf  dem  z.  B.  die  Bramah'sche  Presse  beruht  Wird  an  einer  Stelle 
der  Druck  aufgehoben,  so  zeigt  sich,  wie  z.  B.  bei  Segner'a  Wasser- 
rad, der  Gegendruck. 

Das  Wasserrad  wurde  von  Begiier  in  seinem  ^Programma  quo  theoriam 
machio»  eignsdam  hydraulicn  promittit  Gotting»  1760  in  4.*^  beechrieben,  ~ 
die  Presse  von  Joseph  Braoiah  (Stainsborough  in  Yorksbire  1749  —  Pimliko 
bei  London  1814;  erst  Schreiner,  dann  Mechanikns  und  Ingeaienr  in  London) 
in  seiner  Abhandlung  ^Description  and  acconnt  of  a  new  press  (Nicholson'» 
Journal  I,  1707)^.  —  Von  speciellen  Schriften  über  Hydraulik  m9gen  folgende 
angefllhrt  werden:  „Dan.  Bemoiilli»  Hydrodynainiea.  Aigentorati  1738  in  4^ 

—  Ealer»  De  statu  nquüibrii  ac  motns  fiuidomm.  Beet  1 — 4.  (Conun.  Petrop. 
176&T-1772;  deutsch  von  Brandes,  Lefpsig  1806  in  8.))  —  Boanrt»  Hydro« 
dynamlque.  Paris  1771,  2  VoL  in  8.  (Deutsch  von  Langsdorf,  Frankftirt  1792), 

—  Karl  Christian  von  Langadorf  (Nauheim  1767  —  Heidelberg  1834;  ent 
Landrichter  eu  Mfihlheim,  nachher  Balineninspector  lu  GembrOnn,  dann  bqc- 
cesaive  Professor  der  Maschinenlehre  und  Mathematik  an  Erlangen,  WUat 
und  Heidelberg),  Lehrbuch  der  Hydraulik.  AUenbnrg  1704  in  4.  (Forts.  1796), 

—  Ejrtdweliiff  Hydrostatik.  Berlin  1826  in  8.,  —  Jean-Fran^ia  d'Anfcniaaea 
de  Voisins  (Toulouse  1769  —  Toulouse  1841;  Minen-Ingenieur  und  Mitglied 
der  Academie  in  Toulouse),  Tratte  d'hydrauüque.  Paria  1884  in  8.,  —  M^rtat 
Hydraulique.  Paris  1846  in  8.,  —  Sehenert  Hydroslattk  «nd  Hydraulik. 
Brannscbweig  1848,  2  Bde.  in  8.,  —  Joseph-Aimd  Leabr««  (Vynaa  ia  Hautet* 
Alpea  1790;  frana.  Oenie-Ofidcier),  Hydraulique  ezpdrimentalB.  Paria  1860 
in  4.  (Erhiek  den  Monthyon-Freis) ,  —  Heinrich  Ghistav  Ma|^«a  (Berlin 
1802  ^  Berlin  1870;  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der  Academie  au  Berlin), 
Hydraulische  Untersuchungen.  Leipslg  1866  in  8 ,  —  Welflbaell»  Die  Experi- 
mentalhydraulik.  Freiberg  1866  in  8.,  —  Christian  Morita  RfihlflUUUi  (Drcsdn 
1811;  Professor  der  Maschinenlehre  in  Hannover),  Hydromeohaalk.  Leiptig 
1868  in  8.,  —  Lcjeune  Dtriehlet»  Untersuchungen  aber  da  Problam  der 
Hydrodynamik  (Hergestellt  von  Dedekind).  Oöttingen  1860  in  4.,  —  ete.<* 

M8«  Weitere  lljdroitatildie  Geietxe.  Die  Oberfläche  einer 
ruhenden  Flüssigkeit  ist  in  Folge  der  Schwere  und  der  leichten 
Verschiebbarkeit  der  Flüssigkeitstheilchen  horizontal.  Der  Druck 
auf  ein  Theilchen  im  Innern  der  Flüssigkeit  (folglich  auch  der 
Gegendruck  nach  oben)  und  auf  den  Boden  eines  Geß&ases  ist  gleich 
dem  Gewichte  des  auf  ihm  ruhenden  Flüssigkeitscylinders,  und  hingt 
nicht  von  Form  und  Inhalt  des  Gefässes  ab;  der  Druck  auf  eine 
Stelle  einer  Seitenwand  iat  gleich  dem  Gewichte  einer  Flüsrigkeits- 
Bäule,  welche  dieselbe  zur  Ghrundfläche,  und  die  Distana  ihres 
Schwerpunctes  vom  Niveau  der  Flüssigkeit  zur  Höhe  hat  —  In 
communicirenden  Gefässen,  z.  B.  in  den  beiden  Schenkeln  der  sog. 
Kanalwaage,  steht  dieselbe  Flüssigkeit  gleich  hoch,  während  sich 
die  Höhen  verschiedener  Flüssigkeiten  umgekehrt  wie  ihre  Dichten 
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yerhalten;  igt  es  nicht  möglich,  so  zeigt  sich,  wie  bei  dem  sog. 
hjdrostatischeti  Blasebalge,  bei  den  Springbrunnen,  etc.,  ein.  ent- 
sprechender Druck. 

Den  enten  BaU  des  Textes  Bpriolit  schon  Archlinedefl  im  ersten  seiner 
swel  Bücher  „De  üs  qiu»  in  hnmido  vehnntnr*^  in  der  strengem  Form  „Die 
Oberflache  jeder  mhsadeii  Flttislgkeit  ist  ^phlrisch,  nnd  das  Centram  dieser 
sphärischen  Oberfliche  fSUt  mit  dem  Centrum  der  Erde  snsammen^  aus.  — 
Die  noch  jetst  suweüen  (vergl.  212}  sn  einem  untergeordneten  KiveUement 
benntste  Kanalwaage  scheint  schon  den  Alten  bekannt  gewesen  zu  sein;  so 
spricht  K.  B.  der  jttngere  Thcott  (um  870;  Mathematiker  nnd  Astronom  in 
Alexandrten;  Vater  der  Hypatia)  in  seinem  Commentar  au  Ptolem&us  von 
einer  Wasserwaage,  die  kaum  etwas  Anderes  als  eine  Kanal waage  gewesen 
aein  kann. 

S69«  BestimmiUlg  der  Dichte.  Das  Gewicht  der  von  einem 
Körper  verdrängten  Flüssigkeit  ist  gleich  seinem  Gewichtsverluste 
in  derselben,  und  man  erhält  somit  (246)  die  Dichte  eines  Körpers, 
wenn  man  sein  absolutes  Gewicht  durch  seinen  Gewichtsverlust  in 
reinem  Wasser  theilt;  es  ist  diess  das  Princip  der  sog.  hjrdro« 
Siallsclieii  Waage«  —  Ist  das  Gewicht  eines  Körpers  kleiner 
als  dasjenige  der  von  ihm  verdrängten  Flüssigkeit,  so  steigt  er  in 
derselben,  bis  sich  beide  Gewichte  ausgeglichen  haben,  —  er 
schwimmt)  will  man  seine  Dichte  bestimmen,  so  verbindet  man 
ihn  mit  einem  so  dichten  Körper  von  bekanntem  Gewichtsverluste, 
dass  noch  ihre  Verbindung  untersinkt.  —  Je  dichter  eine  Flüssig 
keit  ist,  um  so  weniger  tief  sinkt  ein  Körper  von  gegebenem  Ge- 
wichte in  derselben  ein,  und  um  so  mehr  muss  ein  Körper  belastet 
werden,  um  bis  zu  einer  bestimmten  Marke  einzusinken.  Hierauf 
beruhen  z.  B.  der  sog.  ScalenarSometer  von  Beck,  wo  0^  und 
30^  den  Dichten  1  und  0,850  entsprechen,  —  und  der  sog.  Cre- 
wlchtsarSometer  oder  die  Senkwaage  von  Nicholson,  bei  der, 
wenn  a,  c,  b  die  Gewichte  bezeichnen,  welche  (s.  Fig.)  auf  A  zu 
legen  sind,  um  ein  Einsinken  bis  zur  Marke  B  zu  bewirken,  je 
nachdem  ein^zu  untersuchender  Körper  bei  A,  oder  C,  oder  gar 
nicht  aufgelegt  wird,  die  Dichte  des  Körpers  nach  der  Formel 
d  =  (b  —  a) :  (c  —  a)  berechnet  werden  kann.  [IX]. 

Bekanntlieh  erfand  AreUaiedefl  •  als  er  einst  im  Bade  darfiber  nach- 
daebte,  wie  er  die  SUbermenge  besttmmen  k&nnte,  welcjbe  ein  Qoldschmied 
betrügerischer  Weise  Ittr  die  goldene  Krone  des  Königs  Hieron  verwendet 
batte,  die  im  Texte  gegebene  Grundregel  fttr  die  Bestimmung  der  Dichte,  — 
nnd  war  darüber  so  erfreut,  dass  er  vergass,  sich  anauideiden,  und  mit  dem 
Auerufe  Ev^^pta  durch  die  Strassen  sprang;  auch  das  Schwimmen  handelte 
er  wohl  in  der  968  angeführten  Abhandlang  snerst  mathematlBch  ab.  —  Der 
geschickte  Olasbllser  Bigmund  Friedrich  BeaicU»  und  nicht  Bentaley  (Bern 
1755  —  Bern  1808;  Apotheker  In  Bern)  und  sein  damaliger  Provisor  Job. 
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Helarleh  BeA  (Than  1778  —  Tbnn  1811;  splter  ProfeMor  der  Physik  tn 
Bern),  oonatruirten  mit  einander  du  Im  Texte  erwUmte,  immer  noch  beliebu, 
und  E.  n.  in  Bd.  9  von  Tromsdorf' b  Journal  der  Pbarmacie  behandelte  Scaleo- 
arlomeler ,  —  wihrend  der  durch  seEu  nJournat  of  natural  philoBcph;, 
cheiiitstr<^  and  the  arta.  London  1796—1813,  &  Vol.  in  A.  und  86  Vol.  lo  8." 
auch  aonit  bekannte  William  NIcbalaSB  (London  1753  —  London 
ISIS;  Civil  Ingenieur  und  Lllerat  in  London)  [n  der  Abhandtnng 
„DescdptloD  of  a  new  Initrument  for  meacnring  the  Bpecific 
graviUes  of  bodi«s  (Mem.  ManehFHt.  Soc  II  1187)"  nngeflbr 
gteichaeltlg  Beine  nette  Senkwaage  beBchrleb,  —  mit  der  fibrigens 
auch  eine  Uiere  von  Fahrcabelt  (a-  Oebler  I  380),  osd  eint 
neuer«,  welche  Joh.  Oearg  Tralle*  (Elamburg  1763  —  London 
1833;  ProfcBSOr  der  Mathematik  und  Ph^alk  In  Bern  and  Berlin; 
vergl.  Bd.  1  und  2  meiner  Biographleen)  In  Bd.  30  von  OUbert'a  Annalen 
empfahl ,  nehr  nahe  verwandt  Bind.  —  Um  das  Bpeciflsche  Gewicht  oder  die 
Dichte  von  FlDBBigkeiteii  eu  bestimmen,  kann  man  t.  B.  den  Oewichtaverluat 
desselben  KQrperB  in  ihnen  and  In  reinem  Wasser  ermitteln ,  —  oder  auch 
ein  OefBss  leer,  nnd  da&n  snccesslve  mit  ihnen  und  mit  reinem  Wasser  ge- 
fUit,  abw&gen. 

WO.  Dia  Cftpillarltit  Die,  die  Eracheinungen  der  Adhäsion 
und  Cohäsion  (248)  bedingende  Molecularanziehung  bewirkt  auch 
eine  Modification  des  GesetzcB  der  communicirenden  Bohren  (268), 
die  sog.  CapillarattraetlODt  Netzt  eine  Flüssigkeit  die  Wandungen 
einer  Rohre  (Wasser  in  Glas),  so  steigt  sie  an  denselben  empor,  ja 
erhebt  sich  mit  concaver  Oberfläche  in  sehr  engen  Röhren  weit  über 
das  gesetzliche  Kiveau,  und  zwar  so,  dass  die  Höhe  dem  Durch- 
messer der  Röhre  ntngekehrt  proportionirt  ist,  und  mit  der  Wärme 
abnimmt.  Umgekehrt  steht  eine  nicht  netzende  Flüssigkeit  (Queck- 
ailbet  in  Glas)  am  Rande  tiefer,  und  sinkt  in  engen  Röhren  mit 
convexer  Oberfläche  unter  das  Niveau,  —  und  ebenso  scheint  sich 
eine  bei  gewöhnlicher  Temperatur  netzende  Flüssigkeit  bei  sehr 
hohen  Temperaturen  zu  verhalten.  Eine  verwandte  Erscheinung  ist 
der  Flflssigkeitsaastansch  durch  poröse  Wände  oder  Membranen, 
die  sog.  EDdostnoBe  und  Exosmose* 

Als  erster  Entdecker  der  CapUlarlUt  wird  NIceolo  Agglmiti  oder  Ad- 
junctus  (Borgn  di  San  ^epolcro  In  Toskana  1600  —  Piea  I63S ;  Profesaor  drt 
MatbcmaUk  su  PUa}  angesehen,  —  wibrecd  Isaac  Voaaltia  (Leyden  1616  — 
Wlndsor  1669;  Sohn  von  Üerhard;  erst  lange  auf  Reisen,  luletit  Canonici] 
la  WlndBor)  In  seiner  ^ohrlit  „De  NIU  et  allnram  üomlnom  origine.  Baf 
Codi-  1666  in  4."  luerBt  von  der  Depression  des  Quecksilbers  in  OlaaiSfem 
sprech«n,  —  und  O.  F.  PaiT«(  In  seiner  „Ueberslcht  des  Systems  d«r  thm- 
retisehen  Physik.  Dorpat  1809—1811,  3  Bde.  In  S.  (Bd.  8  unter  dem  TikI; 
Orondrlas  der  Physik  der  Erde  und  Oeologle.  Riga  1816)"  suerst  Eiackct> 
nnngen  der  Endosmose  anfuhren  soll,  wenn  man  Letalere  nicht  mit  der  scbm 
1V*llet  nm  174S  bekannt  gewordenen  Ihnlichen  Erscheinung  bei  Qaaes  md 
Dftaipfen,   der  sog.   DIVnaloa   (vergl.  37B),   maammenwerfen  will.    Pb  die 
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weitere  Entwieklaog  der  Kenntnlss  dieser  Erseheinungen  vergl.  is.  K  ^Glat« 
l«olt»  Theorie  de  la  flgnre  de  la  terre.  Paris  1743  in  8.  (2  6d.  durch  Polsson 
1808),  —  Miisaelimibrock«  IntrodneUo  ad  philosopliiain  naturalem.  Leyden 
1762,  2  Vol.  In  4.  (Posthum,  von  Lulof  edlrt),  —  Liälaiidc*  Dissertation  sur 
la  cause  de  P^l^vation  des  liqueurs  dans  les  tubes  capiUaires.  Paris  1770  in 
12.,  —  Laplacc»  Theorie  de  l'action  capillaire.  Paris  1806  in  4.  (Soppl. 
1807),  und:  Consid^rations  sur  la  th^orie  des  ph^nom^nes  capillalres  (Annsl. 
de  chim.  et  de  phys.  XII,  1819),  ~  Nicolaus  Wolfgang  Plaelter  (Oross- 
Meserits  in  M&bren  1782  —  Breslau  1850;  Professor  der  Chemie  au  Breslau), 
Ueber  Caplllar Wirkungen  thieriecber  Blase  (Pogg,  X  und  XI  1827),  —  Renö- 
Joaquim-Henri  Dotrocliet  (N6on  in  Poitou  li76  —  Paris  1847;  Militärarzt), 
Nouvelles  recherches  sur  l'endosmose  et  Pexosmose  (Annal.  de  chim  et  de 
phys.  XXXV,  1828),  —  PoisflOnt  Theorie  nouvelle  de  l'action  capillaire. 
Paris  1831  in  4.,  —  Carl  Bmnner  (Bern  1823;  Professor  der  Physik  in 
Bern,  aowie  Telegraphendirector  in  Bern  und  später  in  Wien),  De  ratione 
qua  inter  fluidorum  cobnsionem  et  calorem  intercedit.  Berolini  1846  in  4«,  — 
HallcmaoD»  Theorie  der  Erscheinungen  der  Capillarität.  Stuttgart  1862  in 
8.,  —  etc.** 

m«  Die  AnsfluilgeietlO.  Die  Ausflassgeschwindigkeit  ist  bei 
engen  Oeffnungen  gleich  der  Geschwindigkeit  zu  setzen,  welche 
beim  freien  Falle  durch  die  Druckhöhe  erhalten  würde,  —  so  dass 
(237)  die  Ausflussmenge  durch  eine  Oeffnung  der  Fläche  q  für  die 
Druckhöhe  h  gleich  q. V2gh  wäre.  Für  weitere  Oeffnxmgen  wird 
diese  Menge  durch  die  im  Innern  der  Flüssigkeit  entstehenden  Be- 
wegungen und  die  damit  zusammenhängende  Contraction  sehr  ver- 
mindert, so  dass  obiger  Formel  ein  Erfahrungsfactor  (etwa  0,65) 
gegeben,  oder  versucht  werden  muss,  die  Ausflussmenge  durch 
conisch  sich  erweiternde  Ansatzröhren  wieder  zu  vermehren.  Durch 
eine  0",05  unter  dem  Wasserspiegel  befindliche  Oeffnung  von  0^,01 
Radius  in  einer  0",017  dicken  Wand  fliessen  in  einem  Tage  nach 
Pronj  20""*  Wasser,  der  sog.  metrische  Wasserzoll 9  ab.  —  Der 
Stoss  einer  bewegten  Wassermasse  ist  gleich  dem  Gewichte  einer 
Wassersäule,  deren  Basis  die  Druckfläche  iat,  und  deren  Höhe  a^ :  2g 
der  Geschwindigkeit  a  des  Wassers  als  Druckhöhe  entspricht.  Be- 
wegt sich  das  Wasser  in  Röhren,  so  zeigt  sich  eine  Hemmung  in 
seinem  Abflüsse  als  Druck  auf  die  Wandungen,  der  z.  B.  beim  sog. 
Stonlieber  nutzbar  gemacht  wird. 

Ueber  den  Ausfluss  des  Wassers,  dessen  im  Eingänge  des  Textes  aus- 
gesprochenes Fundamentalgesets  TofTieeill  1643  in  seiner  Schrift  „De  motu 
oaturaltter  accelerato^  auerst  ausgesprochen  haben  soll,  —  sowie  Ober  die 
Bestimmung  der  Geschwindigkeit  fliessender  Gewässer  vergl.  1.  B.  „Reinhard 
Woltman  (Axstedt  in  Hannover  1757  —  Hamburg  1837;  Wasserbau-Directot 
in  RitiebUttel  und  Hamburg),  Theorie  und  Gebrauch  des  hydrometrifchea 
Flügels.  Hamburg  1790  in  4.  (Neue  Aufl.  Lelpeig  1836),  —  Ihtony*  Memoire 
snr  le  jaugeage  des  eanx  courantes.  Paris  1802  in  4.,  —  WeialNieh»  Ver- 
suche  fiber  den  Ausfluss  des  Wassers.   Leipsig  1842  in  4.,   —  ftteabr^fl« 
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EzpdrienceB  ftvr  les  loia  de  l'^eoulemeat  de  Ve$xL  Paria  1861  in  4.,  —  etc.** 
—  Der  Stostheber  oder  hydraoliache  Widder  wurde  1796  v<hi  Joa.  HmiI- 
golller#  mit  Hfllfe  dea  ihm  befreundeten ,  ihm  aclion  bei  Verfertigung  der 
eraten  Montgolfleren  (vergL  378)  behftlflicben  Oenfer-Mecbanlkera  Aim4  Affwid 
(1755--1808)  conetmirt,  und  ftmcttonirte,  trots  des  (e.  Goamoe  1868  V  16)  voa 
Boaant  erhobenen  Widenpmeha,  anf  das  SchOnate. 

MS*  Die  WellenbewegUg.  Hebt  man,  z.  B.  durch  AufBangen, 
an  irgend  einer  Stelle  einer  Flüsaigkeit  eine  Säule  über  das  Niveau 
empor,  und  lässt  sie  dann  wieder  los,  so  sinkt  sie  nach  den  Ge- 
setzen der  HydroEitatik  nieder,  und  geht  sogar,  da  die  Flttssigkeit, 
i^uf  welche  sie  fällt,  nach  der  Seite  ausweichen  kann,  in  Folge  der 
erhaltenen  Geschwindigkeit  unter  da^  Niveau,  —  es  bildet  sich  ein 
Tlial»  während  die  umgebende  Flüssigkeit  zu  einem  Berg^  An- 
steigt, jedoch  sofort  durch  die  Schwere  wieder  niedergezogen  wird, 
dabei  nach  Aussen  einen  neuen  Berg  erzeugt,  etc.  Es  entsteht  so 
(und  in  ähnlicher  Weise  in  der  Luft  durch  den  Stoss  des  Windes, 
etc.)  eine  eigene  Art  schwingender  Bewegung,  eine  sog.  WMtm^ 
lievegiuig^  bei  der  nach  den  Weber'schen  Versuchen  jedes  Flüssig' 
keitstheilchen  in  einer,  unter  den  einfachsten  Bedingungen  nahe 
elliptischen  Bahn  oscillirt,  nicht  eine  fortschreitende  Bewegung  zeigt 
Ejreuzen  sich  verschiedene  Wellenbewegungen,  so  entstehen,  je  nach- 
dem dabei  ein  Thal  theilweise  oder  ganz  mit  einem  Thale,  oder 
aber  mit  einem  Berge  zusammentrifft,  verschiedene  sog.  tater» 
ferens-Erscheinungen. 

Fttr  die  Wellenlehre  ist  auf  das  claeslacbe  Werk  der  Brüder  Emat  Heinriek 
Weber  (Wittenberg  1706;  Profeasor  der  Anatomie  nnd  Physiologie  in  Leipiig) 
nnd  Wilhelm  Eduard  Weber  (Wittenberg  1804;  Profestor  der  Physik  in 
Oöttingen),  „Die  Wellenlehre  anf  Experimente  gegründet  Leipaig  1896  ia  fl.^ 
an  verweisen. 

XXVni  Acrortatik,  Piesmatik  ud  Akiitik. 

VtBm  Der  Baronetec  Wird  eine,  am  einen  Ende  gesehlossene 
Röhre  von  circa  3  Fuss  Länge  mit  luftfreiem  Quecksilber  geftllt 
und  dann  umgekehrt  in  Quecksilber  getaucht,  so  sinkt  das  Queck- 
silber in  der  Röhre,  bis  sich  das  Gleichgewicht  mit  der  iossem 
Luft  hergestellt  hat  Die  Niveau-Diff^ena  in  Röhre  und  Oeftss» 
welche  am  Meere  circa  28  Pariser-Zoll  oder  760"*  betrflgt,  ksiui 
somit  als  Maass  des  Luftdruckes,  oder  die  ganze  Vorrichtung  ab 
Barometer  dienen,  —  strenger  genommen  ist  jedoch  der  Luft- 
druck erst  nach  der  Formel 
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zu  berechnen,  wo  a  die  an  einer  Messingscala  abgelesene  Erhebung 
der  Qaecksilberknppe  über  das  Niveau  im  Gefässe,  r  die  in  Centesi- 
malgraden  ausgedräckte  Temperatur  des  Quecksilbers  und  Messings, 
a  die  Normaltemperatur  des  der  Scala  zu  Grunde  liegenden  Etalon's 
(beim  alt-französischen  Maasse  13^  R.)  bezeichnet,  /?  =  0,00016. a 
aber  Taf.  XTT  zu  entnehmen  ist.  Da  jedoch  dieser  sog.  CrefSss- 
barometer  wegen  der  Capillarität  (wenn  nicht  die  Röhre  minde- 
stens 12™"  weit)  etwas  zu  kleinen  Luftdruck  angibt,  und  der  Null- 
punct  der  Scale  (wenn  nicht  das  Gefäss  mindestens  120™"  weit) 
beständig  verschoben  werden  muss,  so  substituirt  man  ihm  oft  einen 
sog.  Helierbaroiiietery  der  aus  einer  cylindrischen  gebogenen 
Rühre  besteht,  und  eine  Scale  mit  NuUpunct  in  der  Mitte  hat 
Setzt  man  in  den  offenen  Schenkel  einen  Schwimmer  ein,  so  kann 
man  den  Luftdruck  leicht  sich  selbst  registriren  lassen;  jedoch 
wird  in  neuerer  Zeit  zu  letzterem  Zwecke  vorzugsweise  der  sog. 
Waacbarometer  Secchi's  benutzt,  bei  dem  das  Gefäss  fest 
steht,  während  die  oben  zu  einer  Kammer  erweiterte  Röhre 
am  kurzem  Arme  eines  Winkelhebels  hängt,  dessen  längerer  Arm 
ein  Gegengewicht,  der  Stützpunct  aber  einen  Zeiger  mit  Schreib- 
apparat trägt. 

Dasa  auch  die  Luft  ichwer  sei,  lehrte  schon  Arlfltotelcaf  aber  dennoch 
wurden  bis  in  das  17.  Jahrhundert  hinein  olle  Erscheinungen  an  Heber,  Pumpe, 
etc.  durch  einen  Abscheu  der  Natur  gegen  den  leeren  Raum  (horror  vacui) 
erklärt,  und  noch  Galilei  (Raubte  in  dem  Factum,  dass  in  einer  Saugpumpe 
SU  Florenz  das  Wasser  nicht  Ober  32'  steigen  wollte,  nur  su  erkennen, 
dass  dieser  Abscheu  seine  Grenzen  habe.  Erst  als  1643  Qalilei's  Nachfolger 
TonrleelU  den  im  Eingange  des  Textes  beschriebenen  Versuch  machte, 
und  sich  ihm  zeigte,  dass  die  Höhen  von  Quecksilber  und  Wasser  sich  um- 
gekehrt wie  die  Dichten  dieser  beiden  FlAssigkeiten  verhalten,  wurde  ihm 
das  Wesen  des  Luftdruckes  klar,  das  sodann  durch  die  Versuche,  welche 
Vascal  1648  am  Puy  de  Dome  über  das  Abnehmen  der  Barometerhöhe  mit 
der  Abnahme  der  wirksamen  Lufts&ule  machen  Hess,  noch  klarer  vor  Augen 
gelegt,  und  durch  des  Letstern  Schrift  „Traitö  de  l'dquüibre  des  liqueurs  et 
de  U  pesanteur  de  la  masse  de  Tair.  Paris  1663  in  12.  ^^  bald  allgemein  zur 
Anerkennung  gebracht  wurde.  —  Der  Druck  einer  Atmosph&re  auf  ein  Quadrat 
meter  betrlgt  bei  IQQT^  Barometerstand  0,760  X 1000  x  13,597  =  10334  Kilo- 
gramme. —  Die  zur  Reduction  des  Barometerstandes  auf  0^  C.  dienende 
Formel  1  bedarf  wohl  keiner  speciellen  Erläuterung.  Ist  die  Bcale  direct  In's 
Olaa  geritzt,  so  ist  der  Factor  von  r  —  a  durch  den  Ausdehnungscoefficienten 
0,00000862  des  Olases  su  ersetzen,  wodurch  ß  nahe  um  0,01  zunimmt  (vergL 
XII).  —  Wer  zuerst  den  Einfall  hatte,  zu  Gunsten  des  grösseren  Publikums 
sog.  BlFübarometart  d.  h.  Oef&ssbarometer  mit  einem  seitlich  angeblasenen 
kleinen  Gefässe,  —  oder  das  im  Texte  beschriebene,  vom  Einflüsse  der  Ca- 
pillarität freie,  später  besonders  von  Deine  empfohlene  Heberbarometer  an 
constmlren,  ist  unbekannt  In  neuerer  Zeit  wendet  man  als  Normalbarometer 
häufig  eine  oben  so  stark  ausgebauchte  Röhre  und  ein  so  weites  Gefäss  tu, 
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dasa  In  enterer  die  Caplllarität,  In  letiterer  die  Ver&nderang  des  Nlvetn^s 
kaum  mehr  merklich  ist,  und  liest  die  Höhe  mit  dem  schon  von  Diil«af 
gebranchten  und  dann  von  PonlUct  verbesserten  sog.  Kathct^Bicter  ab, 
—  einem  l&ngs  einem  verticalen  prismatischen  Maassstabe  gleitenden  Fern- 
rohr. —  Zum  Füllen  dea  Barometers  wendet  man  mit  verdfinnter  Salpeter* 
s&nre  gesehQtteltes,  hierauf  gut  gewaschenes  und  mit  Fllesepapier  getroeknetn 
Quecksilber  an,  das  man  erwärmt  durch  einen  bis  nahe  aum  untern  Ende 
reichenden  Trichter  einfallt,  und  hierauf  noch,  um  die  trotz  aller  Sorgfalt 
miteindringenden   Luftbl&schen    wegsubringen,-  sorgflltlg   auskocht    —  Bfi 

dem  Waagbarometer  schwimmt  gewisser* 
massen  das  Rohr  im  Gefftase,  aum  Theil 
durch  das  Gegengewicht,  sam  Theil  dnrck 
das  verdrängte  Quecksilber  gehalten,  so 
dass,  wenn  R  das  Gewicht  des  Robr'a, 
G  das  Gegengewicht,  A  und  B  aber  Quer- 
schnitte beseichnen,  fttr  borisontalen  Staad 
von  a 

a[R— (B~A)hq]=3Gb.Co8f    f 

wo  q  das  speciflsche  Gewicht  dee  Queck- 
silbers, und  h  die  Länge  des  eintauchen- 
den Rphrtheiles  ist.  Steigt  der  Barometer 
um  m""",  so  sinkt  das  Quecksilber  im  Ge- 
fäss  um  Ah  =  m.C:D,  wo  C  den  Qaer- 
schnitt  der  Kammer  und  D  demjenigen  des 
Oefässes  bezeichnet,  —  und  gleichseitig 
erhält  der  Wagebalken  einen  Ansscblig 
/^f ,  80  dass  jetzt  statt  2  die  Gleichheit 

a[R  — CB  — A}(h— Ah  +  aSinA9)q]Cos2^fi  =  QbCk)B(^--^f) 
besteht,  und  somit,  da  A  9  Ale  klein  zu  betrachten, 


'HTTTnTnnnTt 


A»  = 


a(B— A)mCq 


DtGbSln9  +  a«(B  — A)q]8inl'* 
wird.   Ks  ist  also  der  Ausschlag  der  Variation  des  Barometerstandes  pro- 
portional, und  um  so  grösser,  je  dicker  die  Glasröhre,  je  weiter  die  Ksmoer, 
und  je  kleiner  9  ist  FUr  9  =  0  und  C  =  A  wird 

A     — .        m. A  m 

^^""  D.a.öinl" 
Die  einlässlichere  Theorie,  für  welehe  s.  B.  „Jullien»  Etüde  sur  P^aUibre 
du  baromdtre  k  balance  du  R^.  P.  A.  Secchi  (Annal.  Tortol.  1861),  -*  ^ 
RadaUff  Sur  un  m^t^orographe  ancien  et  sur  la  th^orie  du  barom^tre  statiqne 
(Compt  rend.  1867),  ~  etc.^  zu  vergleichen,  zeigt,  dass  der  hier  vemseb- 
lässigte  Einfluss  der  Temperatur  bei  Beobachtung  gewisser  Verhältoisse  bei 
Constructton  des  Apparates  wirklich  compenslrt  wird.  —  Bei  dem  von  Sir 
Samuel  Morland  (Sulhamstead  in  Berkshire  1625  —  Hsmmersmith  bei  Loodos 
1605;  Master  of  Mechanics)  erfundenen  und  Carl  II.  von  England  präsentirieD. 
sog.  siatlsehen  Barometer,  welchen  Magellan  für  seinen  Meteorogr^ben 
(s.  247)  verwendete ,  fehlt  die  Kammer  und  ist  der  Waagebalken  gerade,  - 
sonst  ist  es  ganz  ein  Waagbarometer,  so  dass  dafür  4  Anwendung  findet 
Das  Fig.  1  entsprechende  Waagbarometer,  und  seine  Einftlhmng  in  die  selbst 
registrirenden  Apparate   verdankt  man  Angelo  Secchl  (Reggio  1618;  erst 
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FroÜBMor  der  Physik  und  M«ihemaük  im  Jesuitencollegittm  su  Georgetown 
bei  Washington,  jetst  der  Astronomie  im  Gollegio  Romano  zn  Rom).  — -  Als 
Reisebarometer  dflrfte,  trota  der^ossen  Mflhe,  welche  sich  J.  Fortln  (Mopchi* 
te-ViUe  bei  Clermont  1750  ->  Paris  1881?;  Mechaniker  in  Paris),  Homer 
imd  Andere  gaben,  den  Gef&ssbarometer  transportabel  an  machen,  der  von 
ttetaler  an  diesem  Zwecke  construirte  Heberbarometer  am  rweckm&ssigsten 
»eta,  oder  dann  der  sog.  Aneroldbarometcr«  bei  dessen  nrsprfin^cher 
Cnnstroetlon  dnrch  Bottrdon  eine  Inftleere  gerippte  Metallbflehse  B  mit  einer 

dem  liuftdmcke  entgegenwirkenden  Feder  C 
in  Verbindung  steht,  deren  eines  Ende  d  aa 
dem  Winkelhebel  abc  nnd  somit  durch  die 
Kette  a  A  auf  den  Zeiger  D  wirkt,  —  wlh- 
rend  in  der  neuem  Zeit  Jakob  Cklldichadd 
(Winterthur  1815;  Mechaniker  in  Ztlrlch)  noeh 
wesentlich  bessere  Erfolge  daduroh  endelt  hat, 
dass  er  die  mit  00  ausammengelöthete  Feder 
FF  mittelst  dem  Schraubendeckel  EB  eo 
stellt,  dass  die  beiden  Striche  auf  F'  und  O' 
in  eine  Horizontale  fallen,  und  nun  den  Stand 
der  Sefaraobe  abliest  VergL  auch  „Himeh*  Sur  les  baromötres  an^roides  k 
enregfatrement  ^lectrique  de  M.  Hipp  (Bull,  de  Keuch.  1865).^  —  Anhanga- 
weise  ist  an  bemerken,  dass  nach  „T.  R.  RoblnaeOf  Director  der  Sternwarte 
SU  Armagh:  On  the  dependence  of  a  clock'e  rate  on  the  height  of  the  baro- 
meter  (Bd.  5  der  Mem.  of  Astr.  Soc),  —  Adalbert  Krfiger  (Marienburg 
188S;  erst  Aaaiatent  in  Bonn,  dann  Director  der  Sternwarte  in  Helsingfors), 
Ueber  Bmrometercompenaation  der  Pendeluhren  (A.  N.  1482),  —  etc.^  ein  ZoU 
Zunahme  im  Barometerstand  bei  einer  Pendeluhr  eine  tägliche  Verspätung  von 
circa  >/,'  bewirkt,  und  ea  daher  nöthig  wird,  eine  feine  Uhr  gegen  die 
Variation  des  Luftdruckes  su  eompensiren,  oder  in  die  Formel  für  ihren  Oang 
ein  betreffendes  Glied  elnauführen. 


tV4U  Das  Itflotto*iell0  flesetl.  Schliesst  man  in  einer  ge- 
bogenen Bohre y  deren  kürzerer  Schenkel  geschlossen  ist,  die  Luft 
in  diesem  letztem  mit  Quecksilber  ab,  und  giesst  dann  nach  und 
nach  in  den  Ifingem  Schenkel  so  viel  Quecksilber,  dass  die  Mivean- 
differenz  1 ,  2,  3 , . . .  (n  —  1)  Barometersäulen ,  also  der  Druck  auf 
^e  abgeschlossene  Luft  2,  3,  4, ...  n  Luftdrucke  beträgt,  so  findet 
nian  das  Volumen  der  letztem  auf  V2»  Vsj  V^j  •••  V»  d®s  ursprüng- 
lichen Volumens  reducirt.  Dieselben  Verhältnisse  zeigen  sich  auch 
hei  andern  Ghwen,  so  lange  sie  sich  nicht  in  der  Nähe  ihres 
Ueberganges  in  den  liquiden  Zustand  befinden,  und  das  (3)  nach 
Mariotte  benannte,  und  (s.  301:3)  constante  Temperatur  voraus- 
setzende  Gesetz:  ,|Da8  Volumen  einer  Oasmenge  ist  der  drtLcken* 
den  Kraft  umgekehrt  proportionirt,*'  weicht  auch  nach  den  neue- 
sten Versuchen  erst  bei  sehr  hohem  Dmcke  (bei  atmosphärischer 
Luft  etwa  von  100  Atmosphären  hinweg)  merklich  von  der  Wahr- 
beit  ab,  -^  erbmbt  daher  aus  dem  Volumen  rückwärts  auf  den 
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Druck  zu  Bchliessen,  wie  es  z.  B.  bei  dem  sog.  Maninneter 
geschieht 

Das  Mariotte'sche  Gesets  ist  schon  in  den  Ton  Uofle  in  seiner  gegen 
den  Jesuiten  Francis  Line  oder  Linus  (London  1606  —  LOttlch  1676;  Lehrer 
der  Mathematik  in  Lflttich)  gerichteten  Abhandlung  ,,A  Defense  of  tbe  Doc* 
trine  touching  Spring  and  Weight  of  the  Air.  London  1662^  gegebenen  Ver- 
suchsreihen enthalten,  und  wurde  auch  sofort  (s.  PoggendorTs  Lex.)  gestfltit 
auf  dieselben  von  Richard  Townley»  Esquire  in  Lancashire,  gans  deutlirh 
ausgeeprochen ,  während  Mariottc  selbst  dasselbe  erst  In  seinem  ^Second 
essai  de  physlque:  De  la  nature  de  l'air.  Paris  1679  in  13.*^  publicirte:  Ei 
soUte  somit  eigentlich  das  Boyle'sche  Qesets  heissen. 

9W*  Die  Vypsometrie.  Denkt  man  sich  eine  Luftsäule,  der 
Längeneinheit  entsprechend,  in  Schichten  abgetheilt,  und  bezeichnen 
p  Pi  . . .  p.  die  Gewichte  dieser  Schichten,  P  P| . . .  P.  aber  die  sie 
drückenden  Kräfte,  so  hat  man  (274) 

p :  Pl  =  P :  Pi  pi :  p2  =  Pi :  Pj  ...  p.-i :  p.  «  P»-i :  P, 

Pi  =  P  —  Pi  P2  =  P|  —  pi       P,  =  P.— 1  —  p« 

folglich  successive 

P  /    P    V  /    P    V 

P^^'PpHh?        P»=^PVP+?)         P-'^^pIp+j) 

Sind  daher  B  und  b  die  Barometerstände  in  den  Höhen  m  und  n, 
so  hat  man  für  n  —  m  =  h 

B:b  =  p.:p.  =  l:(p^y     oder      h-j^|^=i^l 

Es  ist  daher  die  Höhendifferenz  zweier  Stationen  der  Differenz  der 
Logarithmen  gleichzeitiger  Barometerstände  an  denselben  propor- 
tional, —  jedoch  abgesehen  von  dem  Einflüsse  der  Lnfttemperatnr. 
Unter  Berücksichtigung  dieses  letztem  erhält  man  dagegen  die 
Deluc'sche  Formel 

h  =  A(logB  — logb)  • 

in  der  A  den  für  das  Argument  der  Summe  T  + 1  der  in  C  aus- 
gedrückten Lufttemperaturen  beider  Stationen  aas  Taf.  XU  zu  ent- 
nehmenden Werth  von  18393™  [1  +  0,002  (T  + 1)]  bezeichnet,  und 
welcher  man  nach  Laplace  die  Factoreu 

(1  + 0,00265  Cos  2  y)(l+  ^5926  +  2H  +  h^  , 

beifügen  kann,  wo  tp  die  Breite  ist,  H  die  absolute  Höhe  der  untern 
Station,  h  die  vorläufig  nach  2  berechnete  Höhendifferenz  und  R 
der  Erdradius.   Approximativ  kann  man  die  Fischer'sche  Formel 

h  =  15976-  .  -^  ;r  ^_  [1  _|_  0^002  (T  +  t)l  4 

gebrauchen,  oder  zur  Bestimmung  der  ungefähren  Höhe  über  dem 
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Meere  (B  =  760""  und  T  =  t  =  15®  angenommen)  die  der  Fonnel 

H'  =  19445  Gog  760  —  log  b)  S 

entsprechende  Colunme  der  Tafel  Xu. 

Die  durch  1  ausgedruckte  Froportioiialit&t  sprack  Hallcy  schon  1686  in 
seinem  f,Discourse  of  the  mle  of  the  deorease  of  the  height  of  the  meroury 
in  the  barometer,  according  as  places  are  elevated  above  the  surfsce  of  the 
earth  (Phil.  Trans.  1686)^^  aus.  Die  erste  gute  hypsometrische  Formel  gab 
dagegen  erst  Delae  in  seinem  247  erwähnten  Werke  unter  der  Form 

h  =  10000*GogB  — log  b)  (1  +  0,001.  a)  6 

wo  a  die  Summe  der  an  beiden  Stationen  erhaltenen  Ablesungen  an  einem 
Quecksilberthermometer  beseichnet,  das  in  thauendcm  Else  — 39^  und  In 
aledendem  Wasser  -|- 147^  zeigt;  setzt  man  die  Toisen  in  Meter,  die  Tempera- 
taren in  Celsius  um,  so  erhält  man 

h  =  17970^  (log  B  —  log  b)  [1  +  0,002  (T  + 1)] 

d.  h.  eine  Formel,  welche  sich  von  2  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  dort 
nach  dem  Vorgange  von  Laplaee  der  Factor  17970  gestfltzt  auf  die  Ver- 
suche von  liOuis-Frangois-Elisabeth  Ramoiid  de  Carbonniöres  (Btrassburg 
1768  —  Paris  1827;  früher  Professor  der  Naturgeschichte  an  der  Central- 
schule  des  D^p.  der  obem  Pyrenäen,  später  Präfect  des  D^p.  Puy-de-Ddme, 
etc.,  auch  Mitglied  des  Institut;  vergl.  Cuvier  Eloges  III)  auf  18898  erhOht 
wurde,  ja  wahrscheinlich  noch  mehr  erhöht  werden  dürfte:  8o  s.  B.  hat 
Plantam^nr  durch  directes  Nivellement  die  Höhe  des  8t  Bernhard  Aber 
Genf  gleich  2070^,84  gefunden,  während  er  für  diese  beiden  Stationen  1860  die 
mittlem  Jahreswerthe  t=  — 30,31,  b  =  ö62"",29,  T  =  +  8ö,87,  B  =  725"",71 
erhielt,  und  bildet  man  hieför  nach  2  die  Gleichung 

2070,34  s=  X  [1  +  0,002  (8,37  —  3,31)]  (log  725,71  —  log  562,29) 

80  indet  man  «».^» 

X  =  18497 

also  in  der  That  einen  wesentlich  grossem  als  den  Laplace-Ramond'schen 
Factor.  —  Setzt  man  in  der  logarithmischen  Interpolationsformel  49 : 1  statt 
y  +  ^9  y»  '^  der  Reihe  nach  B,  b,  10,  so  erhält  man 

und  mit  HOlfe  hievon  nach  2  die  schon  in  dem  Schriftchen  „Karl  v.  FUehcr 

(Bern  1807;  Botaniker  in  Bern),  Beschreibung  einer  einfachen  Methode  der 

Berechnung  bei  Höbeamessungen  mittelst  des  Barometers.  Bern  1848  in  8.** 

anfiges teilte  Formel  4,  welche  später  s.  B.  auch  Bablnct  empfohlen  hat  — 

Abgesehen  von  dem  Temperaturfactor  ergibt  2  durch  DUferentiation 

dk  ._^.        1  1  7988 

=  — 18898. 


und  hiernach  entsprechen  sich  für  db^l""  die  Werthe 

b  =  700  710  720  780^ 

dh=  11,41  11,25  11,09  10,98" 

so  dasB  in  unsem  Gegenden  das  Barometer  um  1*"  steigt,  wenn  wir  11' 
abwärts  gehen«  —  Aus  2  folgt  für  T  =  ts=0  und  Bs?760 
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vnd  hieniAch  ist  folgende  Tnfel  berechnet: 


1290 .  b  :  760 


h 

b:760 

ttl 
0 

1,0000 

1000 

0,8823 

2000 

0,7786 

dOOO 

0,6869 

4000 

0,6061 

5000 

0,5348 

6000 

0,4718 

7000 

0,4163 

8000 

0,3673 

9000 

0,3241 

10000 

0,2860 

1290 
1138 
1004 
886 
782 
690 
609 
537 
474 
418 
369 


760,0 
670,6 
591,7 
522,1 
460,6 
406|4 
358,6 
316,4 
279,2 
246,3 
217,3 


log  b  +  A  log  *> 


2,880614  +  0,000000 . 


636446 
779077 
717708 
668340 
608972 
554603 
500235 
445866 
391497 
337129 


0917 
0486 
0659 
0870 
1087 
1305 
1529 
1740 
1957 
2174 


wo  b:760  nach  274  die  Dichte  der  Luft  in  der  Höhe  h  vorstellt,  diejeoi^ 
am  Meere  als  Einheit  angenommen,  —  1290 .  b  :  760  das  Gewicht  eiues  Kubik- 
meters Luft  in  Grammen,  unter  Voraussetzung,  die  Dichte  der  Luft  am  Meere 
sei  (vergl.  IX)  0,00129  derjenigen  des  Wassers,  —  b  endlich  den  der  Höbe 
h  bei  0^  Lufttemperatur  zukommenden  Barometerstand,  dessen  Logarithmss 

nach  2  nahe  nm 

h      /.  1  \       0,004.  h  ^ 


A*logb  = 


V       1+0,004. »/~ 


.  V 


18393  V  1  +  0,004  .»  /  18398 
zunimmt,  wenn  die  mittlere  Wlrme  der  Luftsäule  von  0  auf  v=  V,  (T-ft) 
Grade  ansteigt.  —  Setzt  man  in  2  fttr  Bern  h  =  672*  5,  b  sz  714"",9,  t  =  "•,$ 
und  (fOr  ein  Kilometer  Erhebung  5^  W&rmeabnahme  in  Reehnwig  bringend) 
TslOVi  80  folgt  B  =  765,3  =  714,2 +  51,1,  --  es  betr&gt  also  für  Ben 
die  Reduction  des  Barometerstaodea  auf  das  Meeresnivean  dnrchscbnittlich 
+  51"",1,  —  entsprechend  erhält  man  fttr  Zflrich  bei  h  =  480,  b^  790,3, 
t  =  8^9  und  Ts=ll,8  die  Reduction  +42,8,  —  etc.,  — *  wlhieDd  die  voe 
Oberst  F.  Bamler  in  Morges  (s.  Bull.  Vand.  Nr.  62)  mr  Beredmvqg  de> 
mitttem  Barometerstandes  aufgestellte  empirische  Formel 

b  =  762"-^  H  (88,8  — 8,6.  H)  M 

wo  H  die  in  Kilometern  ausgedrflckte  H6he  ftber  dem  Meere  beselehnet,  flr 
Bern  49,7,  —  Zfirich  41,9,  —  etc.  als  Reductionen  gibt  —  Fttr  weitna 
Detail  vnd  flir  ausgedehntere  HfllÜBtsfeln  kann  man  Tergleiehen:  nBl^ti  Tsb- 
les  barom^trlques  portatives.  Paris  1801  in  8.,  —  Bernhard  Aagost  vod 
LtaieiiAli  (Altenburg  1780  —  Aitenbnrg  1864;  Director  der  Stemwaite  aof 
dem  Seeberge  bei  Gotha,  und  später  sächsischer  Minister),  Table«  baron^tri- 
qnes  pour  facUiter  le  calcul  des  nivellementa  et  des  meenres  dea  haatenn 
par  le  baromötre.  Gotha  1809  in  8.,  —  Rafli^Bd»  Mtooirea  aar  la  foimulc 
baromötrique  de  la  m^anique  Celeste.  Clermont-Ferrand  1811  in  4^  —  Uli- 
W0W»  Ueber  Höhenmessungen  durch  das  Barometer.  Wien  1823  in  4.,  ^ 
ÜMniert  Tables  hypsomötriques  pour  le  baromötre  divis^  en  pooees  et 
lignes  du  pied  fran^is  et  le  thermom^tre  octog6simal.  Zurie  1827  in  8.,  — 
Joseph  Johann  Fehl  (Wien  1825;  Professor  der  ehem.  Technologie  in  Wien) 
vnd  Jakob  Schabnfl  (Dallach  in  Kämthen  1825 ;  Professor  der  Natnrlelire 
in  Wien),  Tafeln  zur  Reduction  der  Barometerstände.  Wien  1869,  8  Meke 
in  8.,  —  G.  Rredi^r»  Uebcr  die  Genauigkeit  barometriadier  Babea- 
meaevngen.  Clausthal  1860  in  8.,  -  Plaatett^ar»  Meavrea  hypao»^^"* 
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dans  les  Alpes  k  l'aide  du  Baromitre.  Genöve  1860  in  4.,  —  Banemfeliid» 
Beobachtungen  und  Untersuchungen  ttber  die  Genauigkeit  barometrischer 
Höhenmeasungen.  Mflncben  lS62  in  8.,  —  Richard  RfihlBMOBt  Docent  in 
Carlsruhe:  Die  barometrischen  Hdbenmessungen  und  ihre  Bedeutung  fttr  die 
Physik  der  Atmosphäre.  Leipzig  1870  in  8.,  —  etc." 

MA*  Dia  Lsf^upa.  Da  die  Dichte  einer  Gadmenge  ihrem 
Volamen  nmgekehrt  proportionirt  ist,  8o  wird  eine  Luftmenge  A 
der  Dichte  d,  welcher  man  noch  einen  Raum  B  eingibt,  die  Dichte 
d|  =  d.A:(A  +  B)  erhalten.  Wird  dann  je  der  Raum  B  wieder  ab- 
gesperrt, geleert  und  neuerdings  eingegeben,  so  hat  die  Luftrestanz 
nach  n  Wiederholungen  dieser  Operation  die  Dichte 

*■  =  *  ■  (äTb  )■ 

Ein  SU  diesem  Zwecke  eingerichteter  Apparat  heisst  Ijaflpanipe» 
und  dient  zum  Nachweise,  dass  die  Luft  einen  Druck  ausübt,  — 
dasB  aie  ausdehnsam,  sowie  zum  Leben,  Brennen  und  als  Schall- 
mittel erforderlich  ist,  —  dass  sie  gegen  das  Fallen,  Verdampfen, 
Entweichen  von  Oasen  aus  Flüssigkeiten,  etc.,  einen  Widerstand 
ausübt,  —  dass  die  Körper  in  ihr  einen  Gewichtsverlust  erleiden, 
—  etc.  Lässt  man  den  Raum  B  negativ  werden,  so  geht  die  Luft- 
pumpe in  eine  sog.  CompreMlonspampe  über. 

nhrt  von  einem  Teller  TT,  auf  dem  eine  Glocke  O  genau  Aufsitst  (oder 
ein   anderer  Apparat   aufgeschraubt  werden   kann),    eine   bei  H  mit  einem 

Hahne  versehene  Röhre  su  einem  Stiefel  A,  In 
dem  sich  ein  Kolben  B  bewegt,  so  vertheilt  sich 
die  in  O  befindliche  Luft,  wenn  beim  Anfwlrte- 
gehen   des  Kolbens    der  Hahn   die   ßteUung  H' 
hat,  in  den  Raum  A-f  O;  gibt  man  sodann  dem 
Hahn  die  »teUung  H",   so  geht  die  in  A  ent- 
haltene Luft  beim  Niedergehen  des  Kolbens  in's 
Freie,  —  etc.,  kurs  es  ist  die  im  Texte  ver- 
langte Einrichtung  vorhanden.  —  Der  Erste,  wel- 
cher einen  solchen  Apparat  etwa  1650  construirte, 
war  Otto  von  Gaoikct  und  er  benutste  ihn 
1654,  um  damit  nach  dem  Wunsche  des  Kur- 
fbnten  von  Mains  vor  dem  Reichstage  in  Regensburg  zu   expcrimentiren,  — 
namentlich  um  xwei  auf  einander  passende,  hohle,   sog.  ülaflfdebiirgiflehe 
Kalbkugeln  zu  entleeren,   welche  sodann  mehrere  angespannte  Pferde  nicht 
von   einander  an  reissen  vermochten.    Seine  Luftpumpe   wurde  zuerst  von 
Caspar  9eh#li  in  seiner  „Mechanica  hydraulico-pnenmatica.   Herbipoli  1657 
in  4.^  beschrieben,  —  dann  von  Boyle  nachgebUdet  und  benutzt,  woflkr 
dessen  ^^^^  experimenta  physico-mechanical,   touching  the  spring   of  the 
Air  and  ita  effects.   Oxford  1660**  zu  vergleichen,  —  bis  endlich  sein  eigenes 
classisches  Werk  „Experimenta  nova,  ut  vocantur,  Magdeburgica ,  de  vacuo 
spatlo.  Amstelod.  1678  in  fol."  erschien.    Seit  dieser  frühesten  Zeit  ist  nun 
allerdingB  die  Luftpumpe  wesentlich  umgestaltet  worden-,  nameDtlicb  l9t  ea 
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gehmgeo,  den  zwiflchen  Stiefel  und  Hahn  gelegenen,  sog. 
entweder  su  verkleinem  oder  sogar,  mittelst  Ersetsung  der  Hahne  durch 
Ventile,  ganz  au  beseitigen,  —  fUr  die  Stellung  der  Hahne  eine  Selbst- 
Steuerung  aniubringen,  —  die  Operation  durch  Anwendung  eines  Doppel- 
stiefels zu  beschleunigen,  —  etc.  —  Gibt  man  beim  AuiWirtsgehea  des 
Kolbens  dem  Hahne  die  SteUung  H",  beim  Abw&rtsgehen  die  Btalliing  H% 
80  geht  die  Luftpumpe  in  eine  Compressionspumpe  ttber. 

Snf.  Einige  andere  Apparate.  Wird  in  dem  einen  von  swei 
communicirenden  Gefässen  die  Luft  verdünnt  oder  verdichtet,  ßo 
steigt  oder  sinkt  die  Flüssigkeit  in  demselben,  bis  der  durch  die 
Niveaudifferenz  erzeugte  Druck  der  Ab-  oder  Zunahme  der  Au»- 
dehnsamkeit  Gleichgewicht  hält.  Hierauf  beruhen  das  Ansaugen, 
die  Heber,  die  Saug-  und  Druckpumpen,  der  Heronsball  (Wind- 
kessel), der  Heronsbrunnen,  etc. 

Ueber  die  schon  den  Alten  bekannten  Heber  wird  kaum  nötiiig  sein,  eiwas 
beisufttgen,  —  eher  ttber  die  Pumpen:   Wird  die  Röhre  8  in  einen  Wssser- 

behälter  B  gesetzt,  und  der  Kolben  K  »of- 
wftrts  gezogen,  so  verdflnnt  sieh  die  unter 
ihm  befindliche  Luft,  mid  das  Wasser  steig;! 
in  der  Röhre.  Geht  der  Kolben  abwirto,  so 
öffnet  sich,  je  nachdem  derselbe  dnrehbokrt 
oder  voll  ist,  das  VentU  ▼'  (Sangpnmpe) 
oder  v''  (Druckpumpe)  und  es  entweieht  erst 
Luft,  dann  Wasser,  —  etc.  Ist  bei  der 
Bsugpumpe  das  Wasser  hinlinglich  aber  de« 
Kolben  gestiegen,  so  fliesst  dasselbe  etosa» 
weise  durch  A'  ab.  AehnUches  hat  bei  der 
Druckpumpe  statt,  wenn  nicht  der  Kanal  mit 


== 


dem  Ventile  v''  erst  in  einen  sog. 


keasel  W  ftthrt,  in  welchem  durch  das  Ein* 
pumpen  von  Wasser  comprimirte  Luft  entsteht,  die  sodann  bei  richtigen 
Raumverhältnissen  von  Stiefel  und  Kessel  das  Wasser  continuirlich  naeh  A'' 
treibt  —  Der  Windkessel  (Heronsball)  ist  nebst  einigen  verwandten  Appa- 
raten schon  von  dem  Alexandriner  Hero  (264—221  v.  Chr;  vergl.  „Th.  H. 
Martin,  Recherches  sur  la  vie  et  les  ouvrages  d'H^ron  d'Alezandrie.  Paris 
1854  in  4.^)  in  seiner  berflhmten  Schrift  ^Z/Kv/MCTMa^  oder  Spiritnalin  (Lat 
von  Commandino,  Urbino  1575  in  4.;  ital.  dnrch  Porta,  Neapel  1605  in  4.; 
deutsch  von  Carlo,  Bamberg  1687  in  4.)  beschrieben  worden. 

Vt&m  Beitimmiuig  der  Dichte  von  Gaien.  Hat  ein  ansgepompter 

Qlasballon  das  Gewicht  a,  —  mit  trockener,  z.  B.  durch  eine  Rohre 
mit  Chlorcalcium  geleiteter  Luft  gefüllt  das  Gewicht  b,  —  mit 
irgend  einem  Gase  unter  atmosphärischem  Drucke  gefüllt  das  Ge- 
wicht c,  —  und  endlich  mit  reinem  Wasser  gefüllt  das  (Gewicht  d, 
so  stellen 

b  —  a  c  —  a  c  —  a 

d  —  a  d  —  a  b  —  a 
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der  Reihe  nach  die  Dichte  der  atmosphärischen  Luft  oder  des 
Oases  in  Beziehung  auf  Wasser,  und  des  Gases  in  Beziehung  auf 
die  atmosphärische  Luft  als  Einheit  dar.  |IX.] 

Dass  bei  diesen  Bestimmiingen,  die  s.  B.  Ile8;naiilt  die  Dichte  der  atmo- 
spklriflchen  Laft  bei  0®  und  700™  gleich  0,001293  oder  das  Gewicht  eines 
Kubikmeters  Lnft  gleich  1,293  Kilogramme  ergeben  haben,  auf  Temperatur 
▼on  Luft  und  Wasser,  auf  Barometerstand,  eto.,  gehörige  Rfleksicht  su  neh* 
men  ist,  versteht  sich  wohl  von  selbst;  vergl.  hiefür  801.  -—  Auf  der  Gewichts- 
differens,  welche  verschiedene  Gase  unter  gleichem  Drucke  oder  bei  gleiehet 
Expansivkraft  eeigen,  beruhen  die  sog.  Aeroataten  oder  Luftballons,  deren 
wirkliche  Erfindung  unbedingt  auf  das  Jahr  1783  zu  setzen  und  Joseph  üloilt* 
^Ifler  gutzuschreiben  ist,  wenn  auch  schon  einige  Frühere  in  Schriften  die 
Möglichkeit  der  Lufbschlflfahrt  bei  Anwendung  einer  luftleeren  kupfernen 
Hohlkugel  oder  eines  mit  Luft  aus  hohem  Regionen  gefUlten  Ballons  be- 
tonten, wofür  z.  B.  „Francesco  de  Lana  (Brescia  1631  —  Rom  1687 ;  Jesuit, 
Lehrer  der  Mathematik  und  Philosophie  in  Brescia),  Prodrome,  owero  Saggio 
di  alcune  invenzioni  nuove.  Brescia  1670  in  fol.  (Deutsch  Tübingen  1784; 
lat  HagaB  1786),  —  Philipp  Lohmejrer  (Magdeburg  16..  —  Lüneburg? 
1680;  Professor  der  Physik  an  Rinteln,  dann  Inspector  der  Ritteracademie 
zu  Lfinebufg),  De  artiflcio  navigaadi  per  a6rem.  Rint  1676  tn  4.  (Auch  Hagaa 
1786;  deutsch  Arolsen  und  Tübingen  1784),  —  Joseph  Oallen  (St  Pauliea 
bei  Puy  1609  —  Avignon  1782 ;  Dominicaner,  Professor  der  Philosophie  und 
Theologie  zu  Avignon),  L'art  de  naviguer  dans  les  airs.  Avignon  1755  in  16. 
(Auch  1767)^  zu  vergleichen  shid.  —  Während  Montgolfier,  der  1783  VI  6 
seinen  ersten  grossem  Ballon  von  10'  Durehmesser  zu  Annonay  Offentilcli 
auÜBteigen  liess,  die  Luft  durch  Erwirmung  verdüante,  —  Ollte  der,  von 
dem  Geometer  Jacques  Chaiiea  (Cluny  17..  —  Paris  1791;  Mitglied  der 
Academie)  wohl  zu  unterscheidende  Physiker  Jacques  -  Alexandre  -  C^sar 
Cbarlea  (Beaugency  1746  —  Paris  1823;  Professor  der  Physik  in  Paris), 
dieselben  mit  Wasserstoffgas,  und  machte  mit  einem  solchen  1783  XII  1  in 
Begleit  von  Francis  Robert  (GfaannMe  1737  •»  Heiligenstadt  1810;  Professor 
der  Philosophie  und  Mathematik  zu  ChAlons-sur-8a6ne)  zu  Paris  seine  erste 
Auffahrt  Schon  vor  Charles,  n&mlich  1788  X  16,  und  also  auch  ehe  Mont- 
golfler  1784  den  Fallsohirm  erfunden  hatte,  wagte  es  Jeaa*Fran^is  Pltotre 
de  Bester  (Mets  1766  —  Boulogne  1785;  erst  Professor  der  Chemie  zu 
Rheims,  später  PensionSr  des  Königs),  sich  einer  Montgolflöre  anzuvertrauen, 
und  kehrte  glücklich  wieder  zur  Erde  zurück;  bei  einer  spütera  Fahrt  da- 
gegen, für  die  er  sieh,  von  der  Regierung  mit  40,000  Francs  unterstützt, 
einen  aus  der  Montgolfiöre  und  (^harli^e  combinirten  Ballon  gebaut  hatte, 
mit  welchem  er  Über  den  Kanal  setzen  wollte,  ging  er  zu  Boulogne  1785  VI  15 
an  Grunde,  indem  sein  Ballon  in  1200'  Höhe  Feuer  fasste.  ^  Für  die  erste 
Gtoschiohte  dieser  anf&nglich  ungeheures  Aufsehen  machenden  Luftsehilferei 
vergl.  „Barth^lemi  Fa^Jea  de  Salat-Fond  (MoatdUmart  1741  —  Boriel  bei 
Valenee  1819;  Professor  der  Geologie  in  Paris),  Descriptton  des  expMences 
a^rostatiques  de  Mss.  Montgolfier.  Paris  1788,  2  VoL  in  &,  —  Christian 
Mraaip  (Strassbuig  1760  —  Strassburg  1836;  Dr.  med.,  spiter  Professor  der 
Mathematik  zu  Strassburg),  Geschichte  der  Aerostatik.  Strassburg  1784^1785, 
2  Bde.  in  8.  (Anhang  1786),  —  Tiberio  C?e¥alle  (Neapel  1749  —  London 
1809;  erat  Kanftnana,  dann  Privatgelehrter  und  Mit^iad  der  Boy.  Bodaty  la 
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London),  The  history  and  prftctlee  of  adrostatloD.  London  17ft6  (Dentoeh 
Leipzig  1786)^,  —  fQr  die  neuem  Auffahrten  und  ihre  wiBsenachalUlohen  Er- 
gehnisse  ,,Relation  d'un  voyage  odroetatique  fait  par  Msa.  Gay-Lusaac  et 
Biot  le  6  Fructidor  XU  (Joum.  de  phys.  1804) ,  —  Voyagea  airiena  par  J. 
Olaisher,  CamlUe  FUunmarion,  W.  de  Fonviell«  et  Oaaton  Tiataadter.  Paris 
1870  in  8.,  -  etc.« 

Sy9»  Dia  Diffluion.  Die  expansibeln  Körper  ordnen  sich  unter 
einander  auf  die  Dauer  nicht  nach  dem  Gesetze  der  Schwere,  son- 
dern durchdringen  sich  in  Folge  ihrer  Expansivkraft  Diese  sog. 
Diffusion  der  Gase  zeigt  sich  z.  B.  in  der  atmosphärischen  Luft, 
wo  Sauerstoff,  Stickstoff,  Kohlensäure,  Wassergas,  etc.,  gewisser- 
massen  jedes  eine  eigene  Atmosphäre  bilden. 

Fflr  die  Diffusion  vergl.  ausser  dem  270  Mitgetheiltcn  a.  B.  „Dalt«»« 
On  the  tendency  of  elastic  fluids  to  difliision  throngh  each  other  (Mem. 
Manchest  6oc.  1805),  —  Graham»  On  the  law  of  difhuion  of  gasea  (Edinb. 
Trans.  1834),  —  Bunaen»  Oasometrische  Methoden.  Brannschweig  1857  in  8^ 
—  etc.« 

S80«  Die  Hygroskopia.  Manche  feste  und  liquide  Körper  haben 
das  Vermögen,  Gase  an  ihrer  Oberfläche  zu  verdichten,  ja  zu  ab- 
sorbiron.  So  absorbiren  z.  B.  Haare  (mit  Verlängern),  Siuten  (mit 
Verkürzen),  abgestorbene  Tannenästchen  (mit  Biegen),  etc.,  Wasser 
in  expansibelm  und  liquidem  Zustande,  und  können  somit  als 
Hygroskope)  zur  Noth  als  Hygrometer  dienen,  —  ja  unter 
Controle  emes  Psychrometers  (305)  sogar  zur  Construction  selbst- 
registrirender  Hygrometer  verwendet  werden. 

Wie  weit  der  Zeit  nach  die  ans  Darmsaiten  in  allen  mö^chen  Fomeo 
constmirten  Hygroskope,  b.  B.  die  sog.  holll&dlaohen  oder  Puppenhygrometcr 
(Mann  mit  Regen-  and  Fran  mit  Sonnensohinn)  snrfickgehen,  weiaa  mu 
nieht;    fttr   die   Utette   wissensehafÜiehe   Behandlung    dftrfte   auf   „WUHaib 
M«lyiieiix  (Dublin  1656  —  Dnblin  1698;  reicher  Privatgelehrter  in  Dnhliii. 
einige  Zeit  ßurveyor-General),  Descriptlon  of  a  new  hygrometer  (PhiL  Tnm. 
1685)^  lu  verweisen  sein.  —  Daa  gegenwärtig  wieder  nenerdinga  in  Anfisslvie 
gekommene,  1775  suerst  constrairte  Haarhygrometer  verdankt  man  dem  dareh 
seine  Montblanc- Besteigung  im  Jahre  1787  und  seine  „Voyagea   dans  1« 
Alpes.   Neuch&tel  1779—1706,  4  Vol.  in  4.  (auch  1780^1706,  8  Vol.  fai  8.: 
deutsch  die   awei  ersten  Bde.,  Leipaig  1781 — 1788,  4  Bde.  in  8.)  aUgen^to 
bfkanntMi  Horace-Bön^ict  de  Sanuure  (Genf  1740  —  Genf  1709;  Professor 
der  Philosophie  in  Genf,  und   auswärtiges  Mitglied  der  Pariser- Aeadcaw: 
siehe  Bd.  1  von  Cuvier's  Eloges  und  Bd.  4  meiner  Biographieen),  vergfeicJie 
seinen  „Basal  sur  Phygrom^trle.   Neuchatel  1783  in  8.   (Deutsch  von  THisB. 
Leipsig  1784)**.  —  Fttr  das  Asthygrometer  vergl.  meine  Abhandlung  Im  dritten 
Bande   der  von  mir  herausgegebenen  „Sohweix.  meteorolog.  Beobachtnogen 
ZOrioh  1864—1870,  6  Bde.  in  4.^  —  Dass  einaolne  Stoffe,  wie  Schwafelatae, 
Chlorcalcium,  etc.  der  Luft  das  Wasser  entsiehen  und  gewlsaermaaaen  btades« 
Witf   den   Chemikern  Ungst   bekannt,   als  Carl  Emmanuel  Bnaaer  (Ben 
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1796  —  Betn  1867;  Professor  der  Chemie  In  Bern;  Vater  des  370  erwUmten 
Physikers)  im  Jahre  1830  (vergl.  Poggend.  Annal.  20)  den  Vorschlag  machte, 
diese  Bigensehaft  sur  Bestimmung  des  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Luft  in 
iölgender  Weise  su  benutsen :  Er  liess  aus  einem  Gef&sse,  seinem  sog.  AwpU 
rtttor«  auf  dem  eine  Röhre  mit  durch  8chwefel8|nre  befeuchtetem  Asbest 
aufgesteckt  war,  Wasser  abfliessen;  die  Menge  des  abgeflossenea  Wassers 
gab  ihm  das  Volumen  der  durch  die  Röhre  geströmten  Luft,  die  Gewichts- 
vermtiirung  der  Röhre  aber  ihren  Feuchtigkeitsgehalt;  der  Aspirator  hielt 
etwa  16  Liter. 

tftl*  fitotchwilldigkalt  Ud  IntoDSitIt  dei  8GhaU6t.  Jede  schwin- 
gende Bewegung  von  hinreichender  Schnelligkeit,  die  sich  durch 
ein  geeignetes  Medium  bis  zu  unserm  Gehörorgane  fortpflanzen 
kann,  wird  durch  dasselbe  als  sog.  Scball  (Geräusch,  Klang,  Ton) 
wahrnehmbar,  und  ist  gewissen  Gesetzen  unterworfen,  die  in  der 
sog.  Akustik  abgehandelt  werden.  So  beträgt  die  Geschwindigkeit 
der  Fortpflanzung  des  Schalles  oder  der,  statt  aus  Berg  und  Thal, 
aus  abwechselnd  dichtem  und  dünnem  Luftschichten  bestehenden 
sog.  Sckallwellen  in  trockener  Luft  und  bei  0^  Wärme  332,2**, 
und  nimmt  mit  der  Feuchtigkeit  und  Wärme  zu;  in  dem  1:0,069 
=  3,8^  dünneren  Wasserstoffgas  ist  sie  nahe  4  mal,  im  Wasser 
etwas  mehr  als  4  mal,  im  Eisen  15  mal  so  gross.  —  Die  Intensität 
des  Schalles  nimmt  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung,  beim  üeber- 
gange  in  ein  neues  Mittel,  etc.,  ab.  —  Das  Gehörorgan  vermag  in 
der  Secunde  9  Laute  zu  unterscheiden,  und  ein  Körper  muss  also 
mindestens  ^'/s-9  =  18,5*  entfernt  sein,  um  einen  Schall  als  Echo 
(im  (Gegensätze  zu  Nachhall)  zu  reflectiren. 

Fttr  die  Geeehiehte  der  Akustik  und  ihre  Entwicklung  in  dsr  neuem  Zeit 
kSnnen  neben  den  in  948  namhaft  gemachten  etwa  noch  folgende  SpccUl- 
werke  vergUeban  werden:  „BeaeaHett  Compendlum  muslo«.  UltnOeot  1650 
In  4.  (Poitii.  ersehleaen,  dagegen  schon  etwa  1618  Terfaast),  —  MoriaAd« 
Descriptlon  of  tiie  Tuba  Stentorophoniea  or  speaking  tnunpet  (Sprachrohr), 
an  Instrument  of  exceUeat  nse,  as  well  at  sea  at  as  land,  Inveated  and  vari- 
ously  ezperlmented  in  the  year  167a  London  1671  In  fol.,  —  Bnler«  Tentamen 
novB  theorto  Music«,  ex  certlBsimls  barmonbD  prindpiis  dUueide  exposita». 
Petrop.  1730  in  4.,  •»  d'Aleaikert*  El^mens  de  musiqne  thtorique  et  pra- 
tlquo.  Paris  1779  In  8.,  — >  Cbladnl*  Entdeckungen  Aber  die  Theorie  des 
Klanges.  Leipilg  1783,  femer:  Die  Akusük,  Leipsig  1803  In  4.,  femer:  Tralt« 
d'AcoustIque.  Paris  1800  in  8.,  und :  Neue  Beitrlge  sur  Akustik.  Leipsig  1817 
in  4.,  —  Gottfried  Waber  (Freinsheim  In  Rheinbayera  1779  -*  Krousnach 
1839;  Oeneralprokurator  in  Dannstadt),  Theorie  der  Tonsetskunst  Mains 
1817--1838,  3  Bde.  In  8.  (8.  A.  1830—1833),  —  Charles  Gaciliari  de  to 
T«mr  (Paris  1777  —  Paris  1869;  Ingtolenr^gdographe  und  Mitglied  der 
Pariser- Aeademle),  Sur  la  Sirene  (Annales  de  ehim.  et  de  phys.  1819),  — 
Jean-Daniel  CMaden  (Genf  1803 ;  Professor  der  Mechanik  In  OenO  et  (^. 
Stana*  Memoire  sur  la  compresslon  des  liquides  et  la  "vltesse  du  son  dans 
fean.  Paris  1887  In  8.  (Auch  Annal.  de  ehim.  et  de  phys.  1887),  —  Hcnnaan 
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Ludwig  Ferdinand  Helmholta  (Potsdam  1821;  Professor  der  Physiologie 
SU  Königsberg,  Bonn  und  Heidelberg),  Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen 
als  physiologische  Grundlage  für  die  Theorie  der  Musik.  Braunschweig  1863 
in  8.  (2.  A.  1866),  —  J.  Plako«  Die  neuem  Apparate  der  Akustik.   Wien 

1866  in  8.,  —  John  TyndaU  (London  1820 ;  Professor  der  Physik  und  Mit- 
glied der  Roy.  Society  In  London) ,   Sound :  A  Gourse  of  Lectnree.   London 

1867  In  8.  (Frans,  von  Moigno,  Paris  1869;  Deutsch  von  Hehnholts  und 
Wledemann,  Braunschweig  1869),  —  F.  J.  FetI«*  Histolre  g^o^rale  de  la 
musique  depuis  les  temps  les  plus  anciens  jusqu'k  nos  jours.  Tom.  1 — 3, 
Paris  1869  in  8.,  —  etc.« 

S8S*  Gesetze  der  SchwingnDgen.  Entfernt  man  eine  gespannte 
Saite  ans  ihrer  Ruhelage ,  so  geräth  sie  in  Schwingungen,  welche 
einer  entsprechenden  Wellenbewegung  in  der  Luft  rufen,  und  so 
einen  bestimmten  Ton  zur  Folge  haben.  Die  Anzahl  der  Schwin- 
gungen einer  Saite  in  einer  bestimmten  Zeit  und  die  Höhe  des 
durch  sie  hervorgebrachten  Tones  sind  der  Quadratwurzel  der 
Spannung  direct,  der  Länge  aber  umgekehrt  proportionirt  Verkürzt 
man  die  Saite  auf  %,  Vsi  V«t  Va>  Vsj  Vi5>  Vzj  s^  heissen  die  ent- 
sprechenden Töne:  Secunde,  Terz,  Quart,  Quinte,  Sext,  Septime 
und  Octave  des  ersten  Tones.  —  Auf  ähnliche  Weise  können  ge- 
spannten Membranen,  Stäben,  eingeschlossenen  Luftsäulen,  etc., 
durch  Erregung  von  Schwingungen  verschiedene  Töne  entlockt 
werden.  —  Saiten  und  elastische  Platten  können  in  Abtheilungen 
schwingen,  indem  die  Bildimg  von  Eoioten  und  Ejiotenlinien  dadurch 
bedingt  wird,  dass  einzelne  Stellen  am  Schwingen  verhindert  werden ; 
es  beruhen  darauf  z.  B.  die  sog.  Chladni'schen  Elangfiguren.  um- 
gekehrt kann  sich  die  schwingende  Bewegung  schallender  Körper 
so  mittheilen,  dass  ein  Mitklingen  oder  eine  sog.  Resonnanz  erfolgt 

Ueber  die  von  Chladnl  entdeckten  nnd  nach  ihm  benannten  KlangQgv^o 
vergl.  seine  281  aufgeführten  Werke;  Aber  seither  entdeckte  verwandte  Er- 
scheinungen verg^.  z.  B.  „F^ix  SavsFt  (MMdres  1791  —  Paris  1841;  Pro- 
fessor der  Physik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Recherohes  snr  les 
vibrations  normales  (Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1827),  •—  FaradejTt  On  t 
peculiar  dass  of  acoustical  ftgures,  and  on  certain  forms  assumed  by  gronps 
of  partides  upon  vibraüng  elastic  surfaees  (PhU.  Trans.  1831),  —  Angnsi 
Knndt  (Schwerin  1839;  Professor  der  Physik  in  Zttrieh  nnd  Wflrsborg), 
Ueber  die  Schwingungen  der  Luftplatten  (Vierte^j.  der  Zflrch.  nat  QeseUsch. 
1868),  —  etc." 

XXIX.  Die  Optik. 

S8S«  Das  Licht.  Jede  dnrcli  das  Sehorgan  vennittelte  Wahr 
nehmnng  einer  Erscheinung  wird  dem  sog.  Uehte  zugesciuieben, 
das  in  der  Optik  seine  Behandlung  findet/  Es  wurde  früher  alfi 
eine  EdiImIod  der  leuchtenden  Körper  betrachtet)  während  m$n 
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es  jetzt  (296)  für  eine  durch  sie  bewirkte  ündnlatlon  eines  ftnsserst 
feinen  und  elastischen  Mittels,  des  sog.  Ethers,  hält.  Da  seine  Ge- 
schwindigkeit (s.  405,  427)  circa  42000  Meilen  oder  ein  MiUion-mal 
8o  gross  als  die  des  Schalles  in  der  Luft  ist,  so  müsste,  wenn  die 
Quadrate  der  Geschwindigkeiten  in  expansibeln  Medien  sich  (281) 
umgekehrt  wie  die  Dichten  verhalten  würden,  die  Dichte  dieses 
Ethers  ein  Billion-mal  kleiner  als  die  der  Luft  sein.  —  Trifft  ein 
Lichtstrahl  auf  die  Grenze  eines  neuen  Mittels,  so  kehrt  ein  Theil 
desselben  durch  Zentreaangy  —  em  anderer  durch  Reflexion» 
für  welche  die  Winkel  des  einfallenden  und  reflectirten  Strahles 
mit  der  in  ihre  Ebene  fallenden  Normale  einander  gleich  sind,  in 
das  alte  Mittel  zurück,  —  ein  dritter  Theil  aber  geht  in  das  neue 
Mittel  über,  oder  wird,  da  dabei  gewöhnlich  eine  Ablenkung  erfolgt, 
Cebroclien»  und  zwar  so,  dass  für  dieselben  Mittel  das  Verhältniss 
der  Sinuszahlen  der  Winkel  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strah- 
les mit  der  in  ihre  Ebene  fallenden  Normale,  der  sog.  BreclinDfS" 
exponent»  unveränderlich  ist.  —  Bei  derselben  Lichtquelle  ist  die 
Intensität  der  Beleuchtung  eines  Körpers  einerselto  dem  Quadrate 
der  Entfernung  umgekehrt  proportionirt ,  anderseits  hängt  sie 
von  dem  Cosinus  des  Einfallswinkels  der  auffallenden  Strahlen  und 
von  der  Fähigkeit  des  Körpers,  das  Licht  zu  zerstreuen,  d.  h.  von 
seiner  sog.  'Weisse  oder  Albedo^  ab,  —  auf  welche  Gesetze 
Bouguer  und  Lambert  die  sog.  Pbotometrle  bauten.  Die  Dauer 
eines  Lichteindruckes  auf  das  Auge  beträgt  etwa  Va')  worauf  z.  B. 
das  sog.  Phantasmaskop  beruht. 

Noch  im  vorigen  Jahrhunderte  dominirte  die  durch  IVewton  eingeftthrte 
Emiasions-Hypotheee ,  bei  der  man  eich  dachte,  es  gehen  von  den  leuch- 
tenden Körpern  xahUose,  ftusserst  feine,  der  Trägheit,  aber  nicht  der  Schwere 
unterworfene  TheUchen  von  verschiedener  Beschaffenheit  aus,  welche  auf  den 
Gesichtasinn  in  Uinlicher  Weise  wirken,  wie  die  Ausströmungen  von  Riech- 
stoffen auf  den  Geruchssinn.  Seither  ist  diese  Hypothese,  weil  sie  manche 
neu  entdeclite  Erscheinungen  (vergl.  296  u.  f.)  nur  höchst  geswungen  oder 
gar  nicht  erklären  konnte,  ja,  wie  wir  unten  an  einem  Beispiele  sehen  werden, 
mit  Ergebnissen  der  Messung  in  förmlichen  Conflict  gerieth,  verworfen  und 
durch  die  von  Hns^nü  aufgestellte  Undulations-Hypothese  ersetst  worden. 
Nach  dieser  Letstem  befinden  sich  die  leuchtenden  Körper  in  einer  vibrirenden 
Bewegung,  welche  sich  dem,  den  gansen  Weltraum  erfüllenden  und  alle 
Körper  durchdringenden,  elastischen  Aether  mittheUt,  so  dass  Wellen  ent- 
stehen, die  in  ähnlicher  Weise  auf  unsem  Gesichtssinn  wirken,  wie  die  durch 
einen  schaUenden  Körper  erregten  Luftwellen  auf  das  Gehörorgan.  Hat  das 
Fortpflansungsmittel  nach  jeder  Richtung  gleiche  materielle  Beschaffenheit  und 
gleiche  physikaUschc  Eigenschaften  (wie  z.  B.  Wasser,  Luft,  etc.)^  so  heisst 
es  Isotropff  —  hat  es  dagegen  nach  verschiedenen  Richtungen  (wie  x.  B.  bei 
manchen  krystalllnischcn  Körpern)  verschiedene  Eigenschaften,  und  namentlich 
verschiedene  Elasticittt,  so  heisat  es  «al«atr»p«  —  Ist  O  der  Bfittelpunoi 
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der  Erregvng  einer  sehwlogendeD  Bewegong  der  Sehwingangsdaiier  T,  welche 
eich  mit  constaBter  Qeschwindigkeit  c  in  einem  laotropen  Mittel  nech  allen 
Richtungen  von  Theflchen  ra  Theilchen  fortpflanzt,  so  wird  nach  der  Zeit  T 
das  Theilchen  O  gerade  eine  Schwingung  vollendet  haben,  —  Jedes  in  der 
DiBtane  1  von  ihm  befindliche  Theilchen  m  erst  seit  der  Zeit  t=T  —  Qiti) 
echwingen,  *~  und  ein  in  der  Distana  L  =  c.T  befindUehea  TheÜcben  M 
seine  Schwingung  gerade  beginnen.  Eine  solche  Schwingung  einea  Theilcbens 
besteht  aber  offenbar  eigentlich  darin,  dass  es  durch  eine  momentane  lusaere 
fiinwtrlcung  in  einer  gewissen  Richtung  verschoben  wird,  wfthrend  die  durch 
solche  Verschiebung  geweckte  Elaaticitftt  dasselbe  auf  gleichem  Wege  wieder 
in  seine  Ruhelage  zurflclEZuflIhren  sucht  Zur  sog.  PhasenStflt  t  liat  es  eine 
gewisse  £k>ngatlon  x,  und  es  wirkt  auf  dasselbe  eine  die  Vermindemog  von 
X  anstrebende  Kraft  f=F(x),  welche  fOr  x=:0  versehwindet,  so  dass  die 
in  eine  Reihe  entwickelte  F(x)  kein  Glied  ohne  x  enthalten  kann;  man  darf 
somit  für  ganz  kleine  Werthe  von  x,  wenn  k*  eine  Constante  ist, 

fs=  — k*x        oder  nach  239 : 2        4^  =  — 1^'z  I 

tt  t' 

setzen.   Dieser  DÜTerenttalglelchung  genügt  aber,  wie  man  sich  leicht  dnrdi 

Differentiation  flbeneugt,  wenn  c'  und  c"  Constante  sind,  und  i:=|^ —  l  ist, 

die  Integralgleichung 

x=:c'.e*''*  +  c".e"'^* 

oder,  da  x=:0  und  t  =  0  sich  entsprechen,  also  0=:c'4~<s"  ^^^  muas,  mit 
Hülfe  von  50 : 1 

xsrc'Ce*"**  — e-»^*)  =  2c'i.8intk  • 

und  hieraus  folgt  die  der  Phasenaeit  t  entsprechende  Oesekwiadigkelt 

▼  =4T-  =  2kcM.Co8tk  S 

dt 

Ist  a  die  Amplitude  oder  Elongation  der  Schwingung  und  t'   die   Uu*  ent- 
sprechende Pliasenzeit,  so  folgen  aus  2  und  3 

asz2cM.Sint'k  0  =  2kcM.Co8t'k  =  ak.Ctgt'k 

also  muss 

CtgfksrO  t'k  =  i  8lnt'k  =  l  c-c=-#r 

sein,  wofür  2  und  3  in 

xsa.Sintk  v  =  ak.Costk  4 

übergehen.  Ist  aber  n  eine  ganze  Zahl,  so  hat  man 

Sin  t  k  =  Sin  (2  n  n  4-  t  k)  z=  Sin  (^^  +  t)  k 

Cos  tk  =  Cos  (2  n  jf  +  t k)  =:  Cos  (^^  +  t)  k 

und  CS  nehmen  daher,  wenn  t  je  um  2n:k  veriKehrt  wird,  x  und  v  immer 
wieder  dieselben  Werthe  an,  oder  es  ist  die  Dauer  einer  Sehwingnag 

T  =  ~''-  also  auch  k=r  ^^ 


T  ^ 

wofür  die  4  in 

übergehen,  so  dass  für  das  früher  betrachtete  Theilchen  m  zur  Zelt  t  nach  der 
Erregung  von  O,  oder  zur  Zeit  t  — (l:c)  nach  dem  Beginne  aeiner  eiceasa 
Bchwiogung 


—  Die  Optik.  — 


383 


x  =  a.8ln(±-l.)a 


=^-^K^-r)» 


m  selson  ist.  Es  geht  hieraus  hervor ,  dase  nicht  nur  alle  Theilohen,  welche 
von  O  in  demselben  Abstände  1  oder  anf  einer  Kugelfläehe  des  RadinsU 
liegen,  sondern  aneh  Alle,  weiche  die  Abstftnde  L-fl,  2L-|-1,...  haben, 
wenn  sie  nur  überhaupt  zur  Zeit  t  schon  schwingen,  sich  in  derselben 
Schwingungsphase  befinden,  —  und  dass  in  jeder  Rugelschaale  der  Dicke  L 
gleicbaeitig  alle  Schwingungsphasen  vertreten  sind.  Man  nennt  eine  solche 
Rugelschaale  eine  Welto*  L  die  Welleiiiiiige  f  und  jeden  Radius  einen 
Strahl«  —  Sobald  daa  TheUchen  m  angeregt  ist,  so  theilt  es  seine  Schwin- 
gungen ebenfalls  den  benachbarten  TheUchen  mit  oder  wird  Mittelpunct  einer 
secundiren  Wellenbewegung,  die  aber  z.  B.  ein  von  O  in  der  Distanc  1'  ttber' 
m  hinaus  Uegendes  TheUchen  m'  zur  Zeit  t'  =  (l:O  +  [0'-~0:<^]  =  ^'^c, 
d.  1l  zu  derselben  Zeit  erreicht,  wo  auch  die  Anregung  von  O  dort  ank&mmi, 
—  es  braucht  also  für  die  geradlinige  Fortpflanzung  in  demselben  Mittel  nur 
die,  aUe  secundftren  Wellen  einhOllende  HauptweUe  in  Berttcksichtigung  ge- 
zogen zu  werden,  —  und  in  Fällen,  wo,  wie  im  Folgenden,  diese  secundftren 

WeUen  leichter  ermittelt  werden 
können,  darf  man  ihnen  die  Ein- 
htUlende  als  HauptweUe  substi- 
tairen.  —  Trifft  eine  LichtweUe, 
von  der  AB  _L  AS  ein  Stück  dar- 
steUen  mag,  anf  die  Trennungs- 
ebene  MN  des  alten  und  eines 
neuen  Mittels,  so  wird  das  TheU* 
chen  A  Mittelpunct  einer  seoon- 
dftren  Welle,  von  der  ein  TheU 
mit  der  frühem  Qesohwindigkeit 
in  das  alte  Mittel  znrilokkehrty 
ein  zweiter  mit  verftnderter  Oft- 
«chwindigkeit  in  das  neue  Mittel  übergeht  Der  rflckkehrende  TheU  wird, 
wfthread  die  alte  WeUe  von  B  nach  C  fortschreitet,  bis  zn  dem  aus  A  mit 
BO  betehriebenen  Kreise  gelangen,  —  und  unterdessen  wird  anch  Jedes 
swiBeben  A  und  0  Uegende  TheUchen  m  angeregt  worden  sein,  Ja  selbst  eine 
WeUe  bis  in  dem  aus  m  mit  E  C  als  Radius  beschriebenen  Kreise  gesandt 
haben.  Zieht  man  von  C  eine  Tangente  CD  an  den  ans  A  beschriebenen 
Kreis,  und  ist  mn  paraUel  zum  BerlUirungsradius  AD,  so  verhftlt  sich 
mn:ADsmC:  AC=:EC:BC.  Nun  ist  aber  AD  =3  BC,  also  muss  auch 
mn=:£C  sein,  oder  es  berührt  CD  auch  den  aus  m  beschriebenen  Kreis;* 
also  hÜUt  C  D  alle  von  den  zwischen  A  und  C  Uegenden  Puncten  ausgehenden 
secundftren  WeUen  in  demselben  AugenbUcke  ein,  wo  die  ursprttngUche 
WeUe  nach  C  gelangt,  —  folglich  ist  CD  die  entsprechende  Lage  der  reflec- 
tirten  Hauptwelle,  und  es  entspricht  dem  einfaUenden  Strahle  SA  der  leflectlrte 
Strahl  AD.  Da  aber  wegen  AD  =  BC  die  Dreiecke  ADC  und  ABC  eon- 
gruent  sind,  so  folgt  ^SAM^^BCA:=^DAC,  oder  es  Ist  der  sog. 
Einfallswinkel  a  gleich  dem  Reflexionswinkel  a'.  *»  Bezeichnet  c'  die  Oe- 
sch windigkeit,  mit  welcher  sich  der  in  das  neue  Mittel  Übergehende  TheU 
der  in  A  erregten  WeUe  in  demselben  fortpflanzt,  so  wird  er  in  der  Z^t 
t  ==  BC :  e,  welche  die  ursprüngliche  WeUe  braucht,  um  von  B  nach  G  sn 
kommen,  bis  zu  dem  aus  A  mit  dem  Radius  r  =:  c' .  t  beschriebenen  Kreise 
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gelangen,  den  die  Tangente  aus  C  in  F  berührt  Ist  femer  t':=BC:  c,  so 
wird  die  in  m  entBte]ionde  Welle  bis  znm  Ende  derselben  Zeit  sn  dem  ans 
m  mit  dem  Radius   r'  =  c' .  t'  beschriebenen  Kreise  fortrficken.   Wenn  aber 

mo  J_  C^)  ><>  bftt  man 

r:r's=!t:t'=:BC:£C  =  AC:mG=3AF:mo=rr:mo 

folglich  ist  r'  =  m  o,  und  hienns 
kann  man  offenbar,  entspreehead 
wie  es  bei  der  Reflexion  ge- 
schehen ist,  schliessen,  dasa  CF 
die  gebrochene  Welle  nnd  AF 
der  gebrochene,  mit  dem  Ijotbe 
AH  einen  Winkel  m  bUdende 
Strahl  ist,  so  dasa 

8ina:8ina=: 
sCosDAC:GosFAC  = 
=  AD:AF  =  ct:o«tc=: 
=  0 :  e'  =:  n  S 

womit,  da  n  ittr  dieselben  awei 
Mittel  oonstant  bleibt,  das  im  Texte  aasgesprochene  BrechnngsgeseU  ans  der 
Undnlationshypothese  bewiesen  ist,  —  zumal  sich  der  Beweis  nicht  veriadcrt, 
wenn  auch  c'>c  angenommen  wird.  Nur  wenn  c'  so  gross,  dass  AF^AC, 
80  kann  keine  Tangente  GF  mehr  gesogen  werden,  und  es  wird  also  die 
gebrochene  Welle  fttr  cH>ot.Coseca  oder  8ina>n  unmöglich,  —  es  tritt 
dann  der  in  286  behandelte  Fall  der  totalen  Reflexion  ein.  --  Die  Richtigkeit 
des  aus  8  folgenden  Oesetses,  dass  sich  die  Brechnngsexponentcn  flr  den 
Uebergang  des  Lichtes  aus  einem  Mittel  in  awei  verschiedene  Mittel 

c         c 


n"  = 


,i* 


=  c 


ti 


d.  h.  umgekehrt  wie  die,  diesen  Mitteln  zukommenden  GeschwiadigkelteB 
halten,  ist  wiederholt,  so  z.  B.  von  Jean-Bemard-L6on  Fsvcralt  (Paris 
1810  —  Pari«  1868;  physikalischer  Assistent  der  Pariser-Sternwarte),  vergL 
seine  Abhandlung  „8ur  les  vltesses  relatives  de  la  lumi^re  dass  Tair  et  daas 
l'eau  (Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1854)^,  experimentell  nachgewiesen ,  «ad 
dadurch  ein  entscheidender  Beweis  fflr  die  Unsulftnglichkeit  der  Emanatioas- 
Hypothese  geliefert  worden,  da  diese  fllr  das  stärker  brechende  Mittel  aacfc 
die  grössere  Geschwindigkeit  verlangt,  und  für  sie  statt  8  die  Basiehsng 
c':cc=n  bestehen  mflsste,  so  dass  der  Gewinn  an  lebendiger  Kralti  welclie 
ein  Lichttheilchen  m  =  1  beim  Eintritte  in  ein  stftrker  brechendes  Mittel  sa 
erwarten  hätte,  nach  264 

ks=c'«  — c«=:c«(n«  — 1)  !• 

wäre.  Nimmt  man  die  Geschwindigkeit  im  Vacuum  als  Einheit  an,  ao  wird 
fttr  irgend  ein  Mittel  k  zz  n*  —  1 ,  und  diese  Grösse  wird  seit  Newton 
brcehende  Krall  dieses  Mittels,  ihr  Verhiltniss  zur  Dichte  des  MittcU 
aber  llre€hnii8;«TenDÖgeii  genannt,  obschon  jetzt,  wo  die  Undnlations* 
theorie  allgemein  angenommen  ist,  diese  Ausdrflcke  nicht  mehr  die  frflbere 
Bedeutung  haben.  —  Das  Reflexionsgesetz  kömmt  schon  in  der  von  BaUli 
geschriebenen  „(hnuitt  xa«  KajomQtna  (Parisiis  1557  in  4.,  und  später}^  vor, 
—  das  Brechungsgesetz  scheint  dagegen  zuerst  von  WlUebrord  flnclllBi 
anfgeftinden,  von  Deaeartea  in  dessen  Manuscriptcn  entdeckt,  annezirt,  oad 
In  der  jetzt  üblichen  Form  in  seinem  in  3  erwähnten  Hauptwerke  pubiioirt 
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worden  sn  sein.  —  Die  doreh  die  Werke  „Bongn^t  E&sai  d'opiique  Bur 
la  g^dation  de  la  lomlÄre.  Paris  1729  in  8.  (Nene  Ausg.  durch  Lacaille,  Paris 
1760  in  4.;  lat  durch  Rlehtcnburg,  Wien  1762)'^  und  ^Lambertt  Photo- 
metrie. Aug.  Vind.  1760  in  8."  begründete  Lichtstftrkemessung  oder  Photo- 
metrie, geht  Bun&chst  von  den  xwei  Hauptgrundsätcen  aue,  dass  1.  dem  Auge 
nur  darüber  ein  entscheidendes  Urtheil  susteht,  ob  awei  gleichseitig  auf- 
tretende Helligkeiten  gleich  sind  oder  nicht,  so  dass  auf  den  Grad  ihrer  Ver- 
schiedenheit nur  aus  der  Or&sse  der  Veränderung  geschlossen  werden  kann, 
welche  die  Eine  erleiden  mues,  um  der  Andern  gleich  zu  werden,  und  die 
praktische  Photometrie  somit  Mittel  zu  suchen  hat,  um  Helligkeiten  messbar 
zu  verftndenn',  —  %,  dass  die  Helligkeit  in  demselben  VerhUtnisse  abnimmt, 
wie  das  Quadrat  der  Entfernung  der  Lichtquelle  zunimmt  Die  meisten  Photo- 
meter beruhen  entsprechend  entweder  darauf,  dass  man  die  Schatten  eines 
Stabes  oder  die  Beleuchtung  zweier  Flächen  durch  Verschieben  der  einen 
Ldchtquelle  ausgleicht,  und  die  Distanzen  der  Lichtquellen  misst,  —  oder 
dass  man  (was  aber  nach  den  Versuchen  von  May  ganz  irrige  Resultate  zu 
geben  scheint)  zählt,  wie  viele  durchsichtige  Qlasbl&ttchen  oder  Homscheiben 
eine  Lichtquelle  unsichtbar  machen.  Für  neuere  Photometer  vergl.  theils  446, 
theiis  mehrere  sofort  namhaft  su  machende  Specialschriften.  —  Ausser  den 
in  346  angeführten  Werken  sind  nämlich  sowohl  fttr  weitem  Detail,  als  für 
die  historische  Entwicklung  der  Optik  etwa  folgende  Schriften  zu  vergleichen : 
fiKeppler»  Dioptrice,  seu  Demonstratio  eorum  quas  visui  et  visibilibus 
propter  Conspicilla  non  ita  pridem  inventa  accidunt.  Aug.  Vind.  1611  in  4., 

—  Barrow»  Lectiones  optic»  XVIII.  Londini  1660  in  4.  (für  eine  spätere 
Aufl.  vergl.  3),  •»  Hagen« •  Trait^  de  la  lumiÄre,  avcc  un  discours  de  la 
cause  de  la  pesantenr.  Leyde  1600  in  4.,  —  Newton  •  Optics  or  a  Treatise 
of  the  reflexions,  infleetions  and  colours  of  Light  London  1704  in  4.  (Auch 
wiederholt  in  8.;  lat  durch  Clarke,  London  1706  in  4.  und  ebenfalls  mehr- 
mals in  8.;  franz.  durch  Coste,  Amsterdam  1720,  2  VoL  in  12.),  —  Robert 
Bnltb  (1660  -^  Cambridge  1768;  Professor  der  Mathematik  zu  Cambridge), 
A  complet  System  of  Optics.  Cambridge  1738,  2  Vol.  in  4.  (Deutsch  von 
Kästner,  Altenburg  1756;  franz.  durch  Pezenas,  Avignon  1767,  —  durch 
Duval-Leroi,  Brest  1767),  —  Nicolas-Louis  de  La  CaUle  (Rumigny  1718  — 
Paris  1762;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  zu  Paris), 
Le^ons  41toentaires  d'optique.  Paris  1750  in  8.  (Viele  Auflagen,  noch  1810; 
lat  durch  Boscovich,  ViennfB  1767),  —  Enler«  Kova  theoria  lucis  et  colomm 
(Op.  var.  arg.  I),  femer:  Conjectura  physica  circa  propagationem  soni  ac 
luminis  (Op.  var.  arg.  H),  und:  Dioptrica.  Petrop.  1760—1771,  3  VoL  in  4., 

—  PrlestiejTt  History  and  present  State  of  discoveries  relatlng  to  vision, 
light  and  colours.  London  1772,  2  Vol.  in  4.  (Deutsch  von  Klügel,  Leipzig 
1776),  —  Klflyel»  Analytische  Dioptrik.  Leipzig  1778  in  4.,  —  Joh.  Wolfgang 
von  Mthe  (Frankfurt  1740  —  Weimar  1882 ;  der  gefeierte  Dichter) ,  Bei- 
träge zur  Opttk.  Weimar  1701—1702 ,  2  Stücke  in  8. ,  und :  Zur  Farbenlehre. 
Tübingen  1810,  2  Bde.  in  8.,  —  Giovanni  BatUsU  Ventnrl  (Bibiano  bei 
Reggio  1746  —  Reggio  1822;  Professor  der  Philosophie  und  Physik  zu  Modena 
und  Pavia),  Commentari  sopra  la  storia  e  le  teorie  delP  Ottica.  Bologna  1814 
in  4.,  —  John  Frederick  William  Hersefael  (Slough  bei  Windsor  1702 ;  Sohn 
von  Wilhelm;  Mitglied  der  Roy.  und  Astron.  8oc.  und  auswärtiges  Mitglied 
der  Par.-Acad.;  einige  Jahre  Director  der  k.  Münze,  jetzt  wieder  Privat- 
gelehrter in  London),  On  the  theory  of  light  London  1828  in  4.  (frans,  durch 

w«i.f,  «--^fc-fc.  1-  86 
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Verhidst  und  Quetelet,  Brnx.  1899;  dentseh  von  B.  Behmidty  Btattgut  1831), 
•*  Joh.  Joseph  Prcchtl  (BiBchofsheim  in  Franken  1778  —  Wien  1854: 
Director  des  polytechn.  Institats  in  Wien),  Pnktiflche  Dioptrik.  Wien  182S 
in  8.,  —  GiovMini  J^^tiini  (Caprese  1786;  Professor  der  Astronomie  ncd 
Director  der  Sternwarte  sn  Padna),  Teorica  dc^  stromenti  ottici.  PadoTs 
1838,  S  Vol.  in  8.,  —  Uttraw,  Dioptrik.  Wien  1880  in  8.,  —  ■rewflicr, 
A  treatise  on  optica.  London  1831  in  8.,  --  Job.  Kari  Eduard  SctaüÜ 
CLeipsig  1803  —  Tübingen  1833;  Professor  der  Mathematik,  Astronooüe  ncd 
Physik  SU  Tflbingen),  Lehrbuch  der  analytischen  Optik  (heransgegeben  T.>n 
Ooldschmidt),  Göttingen  1834  in  8.,  —  KhbscIi»  Die  Lehre  vom  Licbtp. 
Lemberg  1836  in  8.  (3.  Anfl.  Wien  1853),  —  Heinrich  EmU  WIMe  (Finkeo- 
stein  bei  Marienwerder  1793  —  Berlin  1859),  Geschichte  der  Optik.  Berlin 
1838—1843,  3  Bde.  in  8.,  —  GusUt  lUdieke  (Berlin  1810;  Professor  der 
Physik  in  Bonn),  Handbnch  der  Optik.  Berlin  1839,  3  Bde.  in  8.,  —  Ctaass, 
Dioptrische  Untersnchnngen.  Göttingen  1841  in  4.,  —  Backe»  De  formulls 
dioptricis.  Berolini  1844  in  4.,  —  Bere*  Darstellung  der  Farbenlehre  ncd 
optische  Stadien.  Berlin  1853  in  8.,  —  fSraiert*  Optische  Untersnchnc^c 
Leipsig  1846—1851,  3  Bde.  in  &,  ~  Beer»  Einleitung  in  die  höhere  Optik. 
Brannsehweig  1853  in  8.,  — .  F.  BiDcl»  Professor  der  Physik  in  D^on:  Tnit> 
d'opüqve  physiqne.  Paris  1858—1859,  3  VoL  in  8.,  —  Georg  B>  rimagf l> 
Lamberts  Photometrie  nnd  ihre  Beriehnng  snm  gegenwlrtigen  Standpvnct^ 
der  Wissenschaft  Mflnchea  1861  in  8.,  —  A.  Emüe  Chc*kdU«S  (Genf  1S3T: 
Lehrer  der  Mathematik  nnd  Bector  der  Kantonsschnle  in  Bern),  Essai  histo- 
riqne  scr  les  precnrsenrs  de  In  th^rie  des  ondes  Inminensea.  Beme  ISM 
in  &,  —  Chariea  BH«t*  Profeasor  in  Paris:  Essai  snr  la  th4orie  msthe- 
BBatiqne  de  la  Inmiere.  Paris  1S64  in  &,  —  Joh.  Knrl  Friedrich  SiOscr 
(Berlin  1S34;  Docent  in  Lezptig),  Photometrische  Untersnchnngen.  Leipzig 
1S65  in  8u,  —  Alexsndre-Edmond  Bsc^acnl  (Paris  1820 ;  Sohn  Ton  Antoise- 
Cesar;  Professor  in  Paris),  La  tnmi^re,  ses  caoses  et  ses  elMs.  Psrü 
1S67— 18«8,  3  ToL  in  &,  ~  J.  H.  UbAobuui«  Beitrag  svr  Oeschichw* 
der  Photometer,  nebst  An^be  eiser  nenen  Methode  der  Lichtmessang.  Breslio 
1$6S  in  8.,  ~  Fr.  Barcilkwtt»  Leonhard  Enler^  Lehre  Tom  Ucht  Basel 
1S69  in  &«  ~  etc.** 


gpicgtL  Aue  StnUen,  welche  von  einem 
leuchtenden  Poncte  auf  einen  ebenen  Spiegel  fidlen,  werden  durch 
diesen  ^^2^3'i  so  xurück^worten,  wie  wenn  sie  direct  aus  dem 
symmetrischen  Puncte  ^S>^  kommen  würden,  und  dieser  letztere 
Punct  heisst  darum  BIM  des  erstem.  —  ist  aber  nur  ein  fingirtes. 
nicht  ein  n?eile3  Bild,  da  die  StraiJen  nicht  wirklich  durch  ihn 
gehen.  —  Ein  Punot  wird  bei  einer  bestimmten  Stellung  des  Auge* 
in  einem  solchen  Spiegel  gv^sehen,  wenn  die  Gesichtslinie  nach 
seinem  Bi-de  den  Spiegel  tridfL  Femer  haben  Ge^nstand  und  Biii 
die^vlbe  GrCxjse.  —  TndT;  ein  Strahl  a:if  die  Kante  rweicr  xu  eia- 
aiuler  senkrechier  Sj-iv^l  ein,  so  bilien  die  beiden  reflectirten 
Striiilen  eine  Gerade,  —  eine  Eigenschan,  auf  welcher  der  «og 
HHMr^l^  von  Gail»  ber:i;X  —  Bildet  der  Winkel  •  xwcier 
Spiegel  einen  aliqiKnen,   a.  R  den  u**  TLeil  toö  3dü*,  aa  gltobt 
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man  jeden  zwischen  ihnen  befindlichen  leuchtenden  Punct  n-fach 
zu  sehen,  und  zwar  erscheint  er  mit  seinen  Bildern  symmetrisch 
in  einem  Kreise  geordnet,  dessen  Centrum  in  der  Kante  der  Spiegel- 
ebenen liegt,  —  man  hat  ein  sog.  Kaleidoskop« 

Das  bell&ufig  bemerkte  Glitzern  der  Fenster  eines  fernen  Kirchthurmes 
soll  CSauflfl  aaf  den  Gedanken  gebracht  haben,  einen  schwer  sichtbaren  Rieht- 
punct  dadurch  scharf  anvislrbar  su  machen,  dass  man  mit  einer  HOlfsvor- 
richtung,  fQr  welche  der  Text  und  222  zu  vergleichen,  von  diesem  Puncto 
aus  Sonnenlicht  gegen  den  Beobachter  hin  reflectire.  Statt  seines  Heliotropen 
(vergl.  fDr  denselben  Gott  gel.  Anz.  1821,  sov?ie  Astr.  Nachr.  Bd.  1  und  5)  wird 
jetzt  meistens  folgender  Einfachere  benutzt,  den  Baeyer  in  seinem  Werke 

„Die  Kflstenvermessung.  Berlin  1849  in  4.^ 
vorgeschlagen  hat:  Ein  über  dem  Yisir- 
puncto  aufgestelltes  Brett  tr&gt  einen  um 
zwei  Axen  drehbaren,  in  der  Mitte  bei  a 
durchbrochenen  Spiegel  8,  und  ein  durch 
einen  Deckel  d  verschliessbares  Rohr  F 
mit  Fadenkreuz  b;  man  stellt  zuerst  ab 
nach  dem  Stationspuncte  ein,  —  dann  wird 
d  geschlossen,  8  gedreht,  bis  das  Sonnen- 
licht das  Fadenkreuz  erhellt,  und  der  von  a  herrührende  dunkle  Fleck  durch 
dasselbe  gleichm&ssig  getheilt  wird,  —  schliesslich  d  wieder  geöffnet.  Fttr 
einen  verwandten  Heliotropen  von  Steinbeil  vergl.  Schumacher's  astron. 
Jahrb.  auf  1844.  —  Für  das  Kaleidoskop,  auf  das  sein  Erfinder  Brewflter 
1817  ein  Patent  nahm,  vergl.  dessen  Schrift  ,,0n  the  Kaleidoscope,  its  history, 
iheory  and  construction.  Edinburgh  1858  in  8>^ 

S8S*  Hohlspiegel  und  ConveiSpiegel.  Von  einem  sphärischen 
Hohlspiegel  des  Mittelpnnctes  C  wird  jeder  von  einem  leuchtenden 
Puncte  D  einfallende  Strahl  DM  (s.  Fig.  1)  so  nach  MB  zurück- 
geworfen, dass  (110) 

BC:CD  =  BM:MD 
oder  angenähert 

BC:CD  =  BA:AD 

also  nahe  (116)  A,  B,  C,  D  harmonische  Puncte  sind.   Der  Punct 

B,    in  welchem  somit  nahe  alle  reflectirten  Strahlen   den  in  sich 

selbst  zurückgeworfenen  sog.  Hauptstrahl  DA  schneiden,  ist  das 

reelle  Bild  von  D,  und  kann  aus  A,  C,  D  nach  116  durch  Con- 

struction  gefunden  werden.   Bezeichnen  a,  2p,  a  die  Blldwelte 

AB,  den  Radius  AC  und  die  Gecenstandswelte  AD,  so  folgt 

aus  obiger  Proportion 

a  = *-—  oder  1 =  —  1 

a  —  p  aap 

Ist  a  sehr  gross,  wie  z.  B.  für  die  Sonne,   so  wird  a  =  P9  nnd  es 

heisst  daher  p  als  Sonnenbildweite  Brennweite«  Für  a<=:p  wird 

a  negativ,  oder  es  entsteht  ein  hinter  dem  Spiegel  liegendes  fingir- 
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tes  Bild.  Gegenstand  und  Bild  haben,  wie  die  Haüptstrahlen  der 
äussersten  Puncte  des  Gegenstandes  lehren ,  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Lage,  je  nachdem  sie  auf  gleicher  oder  entgegengesetzter 
Seite  des  Mittelpunctes  liegen,  —  ihr  Grrössenverhältniss  aber  stimmt 
mit  dem  Verhiiltniss  ihrer  Abstände  vom  Mittelpnncte  überein.  — 
Wird  der  Radius  eines  sphärischen  Hohlspiegels  negativ,  so  geht 
er  in  den  sphärischen  Convexspiegel  (MalerspiegeD  über,  so  das5 
für  diesen 

jj  = E—  oder  J = t 

»-»-  p  o         a  p 

d.  b.  jedes  Bild  hinter  dem  Spiegel,  aufrecht  und  verkleinert  ist 
—  Zylindrische  und  conische  Spiegel  wirken  in  der  Richtung  der 
Kanten  als  ebene,  senkrecht  zur  Axe  als  sphärische  Spiegel  und 
geben  darum  Zerrbilder.  Bei  jedem  nach  einer  Linie  rweiten  Grades 
geschliffenen  Hohlspiegel  endlich  werden  alle  aus  dem  einen  Brenn- 
pmicte  einfallenden  Strahlen  in  den  andern  Brennpunct  zurück- 
geworfen, —  so  z.  B.  bei  einem  parabolischen  Spiegel  alle  parallel 
zur  Axe  einfallenden  Strahlen  in  den  Brennpunct  eoncentrirt. 

Den  Sau:  «B«im  sibirischen  Hokl5pie|:el  siad  Bild  iu:d  Gegmstasd.  ia 
Besiehux:^  asf  Mine  nsd  Ki:teIp;:L£Ct  des  Sfie^Is  jus  mgeordcote  Pooetc^ 
eisacder  lukrciv^iiscii  iTzp^^idrer-,  ihe^:e  ich  1S43  ia  Gmneft's  ArchiT  (ÜI M) 

—  As5  DKieck  BMC  Ulgi 


~^v:D.^^:*T^2p:?ci▼~p— CD.Co«T 
Bc«  ^«=^   kl-^l^er  OefTL^sx^  cder  »oc.   Aycrttf 
de«  Sr le^Is  darf  Cos  t  sr  1  c«se:rs  vezdcx,  so  da»  iE  diesem  Falle  aacb  3 

BC:CD  =  ?p:*  j  — CD"         c^er         BC:CD  =  BA:AD 

T>i,  wvrs  iSrni-tf»  CD=::>r  l*i^  BCrsp.  —  wie  dieses  Beide«  iai  Texte 
al*  Ki>*rtTx  rff^Lriem  wirie.  F^  >*^iea  asd^rs  Wenk  rca  ▼  wird  daferra 
BC  <Tv\»$<rr  a::»  ttr  T=r  .\  az4  iwar  x^  sask  w«£  B'C  dem  gr^tften  Wertbe 
T*  erx5f  r.x-iv  i*B  t  Vei  ^^r  |Xi:>fr<2Äa  A;<rax  des  Sf^ej^ela  acsehmen  kata, 

ji,^^_j;^^_ T  ^^^'  y  <^:^  _      y  cp«.::-Cc5T^       ^ 

■"  p  -  ^.  1^   c  *  >  •       •  _  vT  :^  ■"  j  —  C  D    j  —  C  D  -  C:«  T*; 
•r,^  das«  d.e  «v^c   I  lüfiMaiwiii  fcM|L  ^^^   ^«^  tVf^^^  des  Spiefels  sa- 
s^TTBU  —   T'lr    C  I^  =r  *^    ."ier   t- sr  0    ai^r   '««rsciw-i«s<t.    Ka=A,    wie  ßr 
IMT»:.*;   rar  Axe   e^-jL^s^ie  Mnil«.  t   «^«^x   CD  ^rxacilkss^  werd^c 
*o^  m-,r>i  ie  Ix-jp-ja^w.»  .*i2^.  w^sa  ir^^ri«.«**  «:=fpSvrT*  als  Maas«  ßr 

.  _  r  .".  —  v\m T  -^^  _  y^  :  —  ^ :—  a  i-^  _  a«^  g 
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Ponctes,  ein  Kreis  des  Radius 

8  :=  1 .  Tg  v'  =:  nahe 


a' 


16  p« 


6 


oder  auch  eine  8elteaabwelehaa|^t  welche  der  Deutlichkeit  des  Bildes 
Eintrag  thut.  —  Aus  3  geht  hervor,  dass  alle  von  D  ausgehenden  Strahlen 
DM,  welche  in  derselben  Distanz  AM  vom  Pole  A  des  Spiegels  auf  diesen 
Letztem  fallen,  nach  der  Reflexion  in  demselben  Puncte  B  zusammenkommen. 
Es  sind  diese  letztern,  in  3 — 5  enthaltenen  Sätze  bereits  von  Roger  Baeo 
(Hchester  in   Sommerset   1216   —   Oxford    1294;   Franziskaner),    dem   aog. 

Dootor  mirabilis  des  Mittelalters,  in  sei- 
nem „Tractatus  de  speculis  (Ed.  Joh.  Com- 
bach,  Francof.  1614  in  4.)^  ausgesprochen 
worden.  —  Sind  PM  und  QN  zwei  parallel 
zur  Axe  eines  sphärischen  Hohlspiegels  ein- 
fallende Strahlen,  und  macht  man  Dpc: 
D  P  oder  M  p  =:  M  P ,  und  entsprechend 
Nq  EsNQ,  so  sind  Mp  und  Nq  die  reflec- 
tirten  Strahlen,  welche  sich  in  E  schneiden. 
Nun  hat  man  nach  Construction  Are  Mp  — 
Are  Nq  =  Are  MP  ^  Are  NQ  :=  2  .  MN, 
und  Are  p  q  =:  Are  .  N  p  —  Are  .  N  q  ^ 
MN  +  Mp  — Nq  =  3MN,  —  und,  wenn 


MN  sehr  klein  ist,  sehr  nahe 
ME  =:E  Q  . 

pq 


=  %.Eq=zVBEp=V4-Mp 


Da  endlich  Are . Mp  :=  Are .  MP  =  2  M G ,  so  hat  man ,  um  den  Punct  E  zu 
finden,  wo  ein  Strahl  PM  nach  seiner  Reflexion  durch  den  benachbarten 
reflectirten  Strahl  getroffen  wird,  nur  Arc.Mp:=2.M0  aufzutragen,  und 
V4  der  Verbindungslinie  Mp  zu  nehmen.  Der  Ort  des,  schon  von  Banrow 
(vergl.  seine  Lectiones)  in  einzelnen  einfachen  Fällen  aufgesuchten  Punctes  E, 
welcher  in  dem  vorliegenden  FaUe  mit  der  von  H  beim  Wälzen  des  Kreises 
HI  auf  IF  beschriebenen  Epicycloide  übereinkömmt,  und  z.  B.  in  einem  mit 
Wasser  gefällten  Olase  sichtbar  wird,  heisst  Brennlinie  oder  Catacanstlca« 
und  wurde  zuerst  durch  Hnf^ens  in  seinem  schon  1678  verfassten  „Tralt6 
de  la  Inmiöre^,  —  dann  auch,  aber  wenigstens  anfänglioh  fehlerhaft,  von 
Oraf  Ehrenfried  Walter  von  Tflehirnhanseii  (Kieslingewalde  bei  Görlitz 
1661  —  Dresden  1708;  auswärtiges  Mitglied  der  Pariser- Academie,  viel  auf 
Reisen)  in  mehreren  Vorlagen  an  die  Pariser-Academie  behandelt,  —  endlich 
von  Jakob  und  Johannes  Bernonlll  (vergl.  ihre  Opera  und  die  Analyse  des 
inftnimens  petits)  nebst  der  Diacaustica  (s.  290)  allgemein  untersucht  Als 
betreffende  Arbeiten  aus  der  neuern  Zeit  mögen  zum  Schlüsse  noch  „Auguste 
De  la  Rlve  (Genf  1801;  Professor  der  Physik  in  Genf  und  auswärtiges 
Mitglied  der  Pariser-Academie) ,  Dissertation  snr  la  partie  de  Toptique  qui 
traite  des  courbes  dites  caustiques.  Genöve  1823  in  8.^^  und  „Stranebt  Das 
umgekehrte  Problem  der  Brennlinien.  Wien  1862  in  4.  (Auch  Wiener  Denk- 
schr.  20)**  angefahrt  werden. 

SM»   Die  totale  ReflexiOD.    Bezeichnet   a  den  Einfallswinkel, 
ß  den  Breclmngdwinkel  und  n  den  Brechungsexponenten,  80  ist  (283) 

Sin  a  :  Sin  /i9  »  n  :  1 
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und  es  entsprechen  sich  somit 

a  :r>  ß  nnd  n  ^>- 1  a  =  ß  und  n  =  1  a  -<:  ß  und  n  <=:  1 
oder  es  wird  ein  Strahl  im  Allgemeinen  in  Beziehung  auf  das  Ein- 
fallsloth  zugebrochen,  nicht  gebrochen  oder  weggebrochen,  je  nach- 
dem n  grösser ,  gleich  oder  kleiner  Eins.  Ist  jedoch  n  <c  1  und 
a  :::=>  Are  Sin  n,  so  wird  ß  unmöglich;  es  kann  also  der  Strahl 
nicht  passiren,  sondern  kehrt  durch  sog.  totale  Reflexion  in  das 
alte  Mittel  zurück,  so  dass  in  diesem  Falle  die  brechende  Fläche 
wie  ein  Spiegel  wirkt 

Die  im  Texte  erhaltene  Bedingnng  fUr  die  totale  Reflexioa  stimmt  offenbar 
genau  mit  der  in  283  aus  der  Unduiationstheorie  Abgeleiteten  flberein.  — 
Der  Name  totale  Reflexion  ist  um  so  berechtigter,  als  nach  den  VersnelieD 
von  Ara^  (vergl.  dessen  Oeuvres  Vol.  10)  und  Paul-Aoguate-Emest  Laotgier 
(Paris  1812;  früher  Adjunct  der  ParUer-Btemwarte,  jetit  Mitglied  der  Aca- 
demie)  bei  Benutsung  eines  Reflexionsprisma's  (veigl.  das  gebrochene  Fern- 
rohr in  221)  wirklich  fast  kein  Licht,  jedenfalls  entschieden  viel  weniger  als 
bei  einem  gewöhnlichen  Spiegel,  verloren  geht 

S87*  Die  Refraction.  Denken  wir  nns  die  Atmosphäre  als  eine 
Folge  concentrischer  und  homogener  Schichten  der  Brechung^sexpo- 
nenten  ^,  so  verhält  sich  nach  283 

Sin  Cn  :  Sin  b.  =  ^n  + 1  :  f«. 
während  trigonometrisch 

Sin  ba  :  Sin  Cn  + 1  =  a«  + 1 :  a« 
und  es  ist  daher 

a» .  f4»  .  Sine„  =  a^  +  i  .  f*.  +  i  .  Sine.  +  i  =  r  I 

wo  /  eine  Constante.  Bezeichnen  daher  z  und  z'  den  ersten  und 
letzten  Einfallswinkel  (die  wahre  und  scheinbare  Zenithdistanz\ 
r  =  z  —  z^  die  Ablenkung  des  Lichtes  durch  die  Atmosphäre  oder 
die  sog.  RefhractlODy  und  setzt  man  fi^  =  1,  ^^  =:  n,  während 
man  die  Höhe  der  Atmosphäre  gegen  den  Erdradius  vernachlässigt, 
so  ist  nahe 

Sinz  =  nSinz'  r=  l~^  Tg  z'  =      ^  —  \^  Tg  %       1 

also  die  Refraction  nahe  der  Tangente  der  Zenithdistanz  proportionaL 

Aus  1  folgt  unmittelbar  in  der  im  Texte  angegebenen  Weise 

Sin  s  =  n  Sin  z' 
und  hieraus,  je  nachdem  man  z  oder  %'  elimlnirt 

Sin(r  +  sO  =  nS»na' 
Sin  z  ^  n  Sin  (z  —  r) 
oder  nahe 

r  Sin  1"  .  Cos  z*  +  Sin  z'  =  n  Sin  %' 
Sin  E  =rn  Sin  z  —  n  r  Sin  1"  .  Cos  z 
woraus  dann   sofort  die  Übrigen  Oleichungen  S  folgen* 
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FOr  die  weitere  Entwicklang  der  RefracüOB,  die  Geschichte  dieser  DiscipliUy 
und  die  betreffenden  Tafeln  vergl.  390. 

M8«  Das  Prisma.  Die  Ablenkung  a  eines  Lichtstrahls  in  Folge 
seines  Durchganges  durch  ein  sog.  Prisma  des  brechenden  Winkels 
b  und  des  Brechungsexponenten  n  wird  durch  die  Beziehungen 

Sin  a|  ^  n  Sin  ßi  Sin  ß^^=s  n  Sin  o^  ^ 

b  =  A  +  «8  a  ==  «1  H-  Ä  —  b  9 

bestimmt.  Für  a|  =  /S{  oder  ß\^=^  a^  wird  a  ein  Minimum,  und 
wenn  man  daher  das  Prisma  so  lange  dreht ,  bis  der  Winkel  des 
directen  und  doppelt  gebrochenen  Strahles  am  Auge  ein  Minitnntn 
ao  annimmt,  so  hat  man 

_  ao  +  b 
ai 


P\  —  -^ 


2  ^»2 

und  kann  somit  n  bestimmen. 


n  =  Sin-?^±^:Sin-^       S 


Ans  1  folgt 


oder 


Bin  «1 .  Bin  Of  s:  Bin  /9| .  Bin  /9^ 


Cos  («4  —  oj)  —  Cos  (äi  -f-  «t)  = 
=  Cos  (Ä  -  A )  -  Cos  (A  +  A )         S 

Ferner  folgen  aus  1 

Cos  tti  .  d  0|  :=  n  .  Cos  A  •  d  A 
Cos  ßg  .d  ßgzsu  .  Cos  «t .  d  Ol 

und,  snm  Theil  mit  Httlfe  hievon  und  von  4, 


ans  2  snccessive 
dot  =-— dA 


_  CosA     j-  j« 


Cos 


«t 


Cos  ai       '^^  "  Cos  A 

da  dct    .    dA  Cos (A  —  A)  —  ^Q» («i "^ «t) 

d  A        d  A        d  A  "^  Cos  Ol .  Cos  A 


.dA 


Soll  a  ein  Minimum  annehmen ,  so  muss  somit 


folglich 


A  "•  A  =  «1  —  «t 
A  =  «i 


also  nach  Ö 


A + A  =  «i  +  «t 


und  A  =  ^ 

sein,  w.  s.  h.  w.  FQr  einen  etwas  andern  Beweis 
vergl.  K.  L.  Bauer  in  Bd.  3  von  Carl's  Reper^ 
torium  der  technischen  Physik.  —  Jeder  auf  eine 
Kathetenfl&che  eines  Prisma's  A  senkrecht  ein- 
faUende  Strahl  tritt  nach  doppelter  Reflexion 
normal  au  der  andern  Kathetenflftche  aus,  und 
man  sieht  daher  auf  einem  unter  dem  Prisma 
liegenden  Papier  gleichaeltig  einen  seitlichen 
Gegenstand  und  einen  Zeichnungsstift;  hierauf 
basirt  die  von  WoUaiton  erfundene  Canera 


Inelda  sum  Kachseichnen. 


9M.  Die  Linsen.  Ein  von  zwei  Eugelsegmenten  der  Radien  R 
und  r  begrenzter  durchsichtiger  Körper  heisst  bleonvexe  lilnse» 
die  mit  der  Centraldistanz  zusammenfallende  (gerade  Axe  derselben. 


892  —  D^«  Optik.  — 

der  in  die  Linse  fallende  Tbeil  d  der  Aze  Dlcke^  nnd  die  Mitte 
der  Dicke  IHittelpnnet  der  Linse.  Bezeichnet  n  den  Brecbungs- 
exponenten,  so  erhält  man  unter  Annahme,  dass  der  einfallende 
Strahl  einen  kleinen  Winkel  mit  der  Axe  bilde  oder  ein  Central- 
strahl  sei,  und  d  vernachlässigt  werden  dürfe  (103;  283;  Fig.  1) 

1    I    1        1  A  ap  ,       p2 

=s  —         oder         a  = ^ —  ==  P  H ^ 

a        a        p  a  —  p       ^       a  —  p         ^ 

Es  gilt  also  für  die  biconvexe  Linse  dasselbe  Gesetz  wie  für  den 
Hohlspiegel  (285),  folglich  bietet  sie  auch  ganz  analoge  Erschei- 
nungen dar.  —  Schlägt  R  durch  das  Unendliche  (planconvexe  Linse) 
in  einen  negativen  Werth  (concav-convexe  Linse)  über,  so  ändert 
sich  das  Gesetz,  so  lange  Rr=>r  bleibt,  nicht,  indem  dadurch  nur 
die  Brennweite  p  etwas  grösser  wird.  Es  haben  also  die  bi-,  plan* 
und  concav-convexen  Linsen  gleiche  Eigenschaften,  namentlich  das 
Bestreben,  die  Convergenz  der  Strahlen  zu  befördern,  —  sie  bilden 
die  Classe  der  SammellliMen  oder  Brenngläser.  —  Wird  rr>R 
(convex-concave  Linse),  oder  schlägt  auch  noch  r  durch  das  Un- 
endliche (planconcave  Linse)  in  einen  negativen  Werth  (biconcaye 
Linse)  über,  so  wird  p  negativ,  so  dass  diese  drei  Linsenarten 
nunmehr  mit  dem  sphärischen  Convexspiegel  (285)  gleiches  Gesetz 
und  somit  gleiche  Eigenschaften  haben;  namentlich  befördern  sie 
die  Divergenz  der  Strahlen,  und  bilden  somit  die  Classe  der  ZOT* 
atreuangallnaen» 

Nach  dem  Werke  ^DiscoverieB  in  the  ruinB  of  Kiniveh  aad  Babylon. 
London  1833^  wurde  Brewater  eine  zu  Ninive  gefundene  planeonyexe  Ber^ 
kristall-Linse  zur  Untersuchung  Obergeben;  er  fand  bei  ihr  auf  1",6  Durch- 
messer eine  Brennweite  von  4 '',5,  und  sprach  des  Bestimmteetea  ans,  dass 
man  sie  nicht  als  eine  Zierath,  sondern  als  eine  Probe  eines  assyriachen  Yer- 
grösserungsglases  zu  betrachten  habe.  Es  scheinen  also  die  Linsen  schon  des 
Alten  bekannt  gewesen  zu  sein ,  und  die  von  1317  datlrende  Qrabschrift  in 
Florenz  „Qui  giace  Salvino  degli  Armatl,  Inventore  degU  occhialL  Dio  gü 
perdoni  le  peccata^  wOrde  uns  somit  nicht  den  eigentlichen  Erfinder  der 
Brillen,  sondern  nur  etwa  deigenigen  bezeichnen,  der  sie  förmlich  fabrioirtc 

und  in  Handel  brachte.  —  Die  zur  Ablei- 
tung der  von  Barrew  In  seinen  ,,Lectio- 
nes  (s.  283)^  zuerst  gegebenen  Beziehsog 
2   im   Texte   au^^teUten   Gleichheiten  1 
ergeben   sich  aua   den   Dreiecken  ABO, 
BOD  und  FGD,  FCE  nach  103  und  283 
ohne   Schwierigkeit:    Bezeichnen  nlmlich 
e,  b,  e',  b'  die  Einfalls-  und  Brechungswinkel  an  den  beiden  Linsenfliehea, 
—  f  und  ^*  aber  die  Winkel,  welche  r  und  R  mit  der  Axe  blldeo,  k 
hat  man 
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Sin^  :  Sin  e  =:  A  B  :  A  a         uad         8in  e' :  Sin^'  =  FD  :  C  D 

Sinb  :8in9=:OD:BD  Biuf ' :  Sinb' =z  G  E  :FE 

8ln  e  :  Sin  b  =  n  :  1  Sin  b' :  Sin  e'  =  n  :  1 

X 


n.AB.QD=;AG.BD  n  .  FD  .  CE  =  CD  -  FE 

und,  wenn  der  Strahl  die  Linse  in  der  Distanz  h  ^  a .  ^  von  der  Axe  passirt, 
sehr  nahe 

AB=:"j/h«+(i»+-|l:)'  =.(l  +  ±±l^«)  ,    AO  =  a+r 

CE  =  -|/h.  +  («  +  ^)*=a(^  +  ^.e.)  .    FD  =  R  +  x 

CD=:|/h.  +  (x  +  J^)'=a(i+ii^.,.)  ,    FE  =  R  +  a 

folgUeh 

.(.+-!Ä^,-)(.+--.)=(.+-)(i±i-^j^..')     ^ 

woraus  bei  Vemaehlftssigung  von  q  und  d 

anr  xR  arB 


z=: 


a(n  — l)-.r  x(n  — l)4-nR  ""  a(n  — 1)  (r  +  R)  — rR 

oder  die  1  folgen,  aus  denen  hervorgeht^  dass  wenn  die  Geipenstaiiiflweite  a 
von  oo  bis  auf  die  Brennweite  p  abnimmt,  die  Blldwette  von  p  bis  oo  zu- 
nimmt —  Vom  Brennpunete  kommende  Strahlen  treten  aus  einer  Linse  parallel 
aus,  und  wenn  sie  somit  auf  eine  zweite  Linse  derselben  Axe  fallen,  so  ver- 
einigen sie  sich  in  ihrem  Brennpunete  neuerdings.  Diese  Eigenschaft,  die  be- 
wirkt,  dass  man  mit  einem  Femrohr  in  ein  anderes  Femrohr  hineinsehen 

kann,  benutzte  Gauas  (vergL  Astron. 
Nachr.  1824,  Nr.  43)  in  folgender  Weise, 
um  Fadendlstanzen  (vergl.  340)  direct  zu 
messen:  Er  beleuchtete  die  zu  messen- 
den Faden,  indem  er  das  Ocular  des 
sie  enthaltenden  Femrohrs  gegen  den  hellen  Himmel  richtete,  stellte  dann 
dem  betreffenden  Objective  I  das  Ol^ectiv  II  eines  Theodoliten  gegenflber, 
sab  so  die  Faden  a  und  b  in  a'  und  b%  und  mass  nun  den  wegen  1 1|  2  der 
Fadendistanz  a  gleichen  Winkel  a'  in  gewöhnlicher  Weise.  Auf  entsprechende 
Art  kann  man  die  Durchmesser  von  Kreismikrometera  (s.  847),  etc.,  be- 
stimmen, —  femer,  wie  schon  1769  Lambert  in  einem  Briefe  an  Brander 
hervorhob,  und  dann  wieder  David  Rittenhonae  (Qermantown  bei  Phila- 
delphia 1782  —  Philadelphia  1796;  Uhrmacher  und  Mechaniker  in  Philadelphia, 
splter  Mflnzmeister  der  Vereinigten  Staaten)  betont  haben  soll,  ein  künstliohes 
Signal  in  der  N&he  erhalten,  das  sich  wie  ein  unendlich  Femes  verhält  (vergl. 
290,  880),  —  etc.  —  Während  bei  Aufstellung  der  Formeln  1  die  Dicke  d 
der  Linse  vemachllssigt  wurde ,  so  kann  man ,  ohne  diese  nöthig  zu  haben, 
Ar  eine  Linse,  ja  fBr  ein  ganzes  System  brechender  Flächen,  ganz  ebenso 
eittfaohe  Gesetze  erhalten,  wenn  man  folgenden,  von  Chinas  in  seiner  Ab- 
bandlnng  „Dioptrische  Untersuchungen.  Göttingen  1841  in  4.^  vorgezeichnelen 


/ 

/ 


/ 
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/la  Sidm  r 


A^ 


/ 


der  in  die  Linse  fallende  Theil  d  der  Axe. "  / 

der  Dicke  nUltelpiinet  der  Linse.   Ber    / 

exponenten,   so  erhält  man  unter  Anr  ^  / 

StraU  einen   kleinen  Winkel  mit  d^,-^  ^nen  Btrfhl  Bber  durch 

strahl  sei,  und  d  vemaclilässigt  w   /"  /  ^Vx-W  +  '''      ^ 

Y  +  i  =  T  ^<^'    -^^  n  ^d  B'  die  BrecHmig.- 

wo  ^       1  >^  ^^n    der  beiden  »i^^   f 

^^  1^./    '     /  aber,  da  nur  Oentr.l-tr»hlen 

P    /   ^  ^jtracht  fallen,  kleine  Orösaen 

Es   gilt  also  für  die  >/  ^tand  des  Pnnctea  N  von  iigc^d 

Hohlspiegel   (285)  ^   ^  ..ce  bezeiclmen  soU.  Fttr  P  iat 

nungen  dar.  —  Sr'  ,  r  (l  —  Cos  e) 

in  einen  negati"  ^lelne  OröMO  der  ersten  Ordnung  in  betnchten, 

sich  das  Ges^  und  4 

die  Brenne        ^.^j^b.-,,.j?!.(i_ooaö)^.b'        oder       b=b' 

und  con<"      -a^^  ^ 

Bestre^         arf^^^  dritter  Ordnung  genau.  Nun  hat  man  aber  einerseits 

die  '     ^'^     MQ^  _MQ^!T  _  8inMPQ^!CoBX^  __   nCosA 

.  MQ  ""  MQ:r  ^    SinMPQ:CosZ   ^n'GosÄ' 

^jerseits  nach  8  und  4,  da  M  —  N^r 

-JlQ^—    (/9r:n)  +  b  ^  "  ^  n'  "^  n'CosA' \"^   n  7 

^jer,  da  X  und  X'  kleine  Grössen  sind,  ebenfkUs  bis  auf  Grössen  dritter 
Ordnung  genau 

Sind  mehrere,  s.  B.  vier,  brechende  Fl&chen,  und  bezeichnen  N*,  N',  N'',  K* 
ihre  Surchschnittspuncte  mit  der  Axe,  —  M^,  M',  M",  M*  ihre  Mlttolpunete, 
—  n^,  n',  n",  n"',  n*  aber  die  Brechungsexponenten,  so  kann  man  ent- 
sprechend 8  und  4  den  einfallenden  Strahl  und  die  successiven  gebrochenen 
Strahlen  durch 

y  =  -|l(x-N«)+b»=-|l(x-N')  +  b' 

y  =  -^(x-N')+b'=-^(x-N")  +  b"  • 


n"    '  '  n- 


y=r^(x-N«)  +  b« 

darstellen,  wo,  wenn  zur  Abkürzung 

N^-No  _  N^'~N^  _  N*--N^_ 

n'        ""  n''        —  n'"       *~ 

n'  — n»  «  n"  — n'  ,         n'''  — n"  ,,         o*  — n'" 
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geseilt  werden,  mit  Hülfe  von  5  die  Besiehungen 

b'  =  b»  4-  /?'  t'  b"  =  b'  +  /»"  t"  b*  =  b"  +  ß"'  t* 

statt  haben,  ans  denen  durch  successive  Elimination 

b*  =  g.bö  +  h./^  ^=:k.b»  +  l./3*  S 

folgen,  und 

g  =  i+u0(t'  +  t"  +  t*)-|-u'(t"4-t*)  +  u"t*  +  u«u'(t't"4-tn«)4- 

4-  u»  u"  (f  t*  + 1"  t*)  +  u'  u"  t"  t*  4-  u»u'  u"  t'  t"  t* 
h  =  t'  -f  t"  + 1*  +  u'  (f  V*  + 1'  t*)  +  u''  (i*  t*  + 1"  t*)  +  u'  u"  t'  t"  t* 

k  =  u»-Vu'-f  «''  +  ^i•  +  «^«'*'-f«®«''{*'  +  *'0  +  o"«•(^'  +  t''  +  t•)  + 
4•u'u"t"4-u'u•(t"+t•)-(-u"u•t•+u0u'u"tn"^-  9 
+  n»  u'  u*  (f  t"  + 1'  t«)  +  u«  u"  u*  (f  t"  + 1"  f)  +  u'  u"  u*  t"  t*  4- 
4-u«n'u"u«t't"t* 

i  =  i4-u't'4-u''(t'4-t'04-tt*(t'4-t"4-t*)4-u'u"t't"4- 
+  u' u*  (f  t"  4- tn*)  4- u"  u*  (tn*  H- t'H«)  4- u' u"  u*  t' t"  t* 

ist,  so  dass 

gl  — hk  =  l  IG 

wird,  und  somit  die  8  durch 

b«  =  l.b*  — h.jj*  /^  =  — k.b*4-g./?*  11 

ersetsbar  sind.  Es  ist  dabei  su  bemerken,  dass  8,  10  und  11  nicht  nur  für 
vier,  sondern  für  jede  beliebige  Anzahl  von  brechenden  Fliehen  bestehen, 
and  von  CUium  in  der  erwlhnten  Abhandlung  unter  Anwendung  einiger  durch 
Buler  in  Bd.  9  der  Comm.  nov.  Petrop.  erwiesenen  Relationen,  welche  ich 
aber  hier  nicht  voraussetien  wollte,  auch  allgemein  erwiesen  wurden.  — 
Sind  (  und  fj  die  Coordinaten  eines  gegebenen  Punctes  P  im  einfallenden 
Strahle,  so  hat  man  nach  6^  und  11 

wofür,  wenn  man 

n>h-g(g-NO)^  ^ =:,•         la 

n01-k«-N0)  ^*  n«l-k(J-m)       ^  * 

setzt,  die  letste  6  in 

übergeht,  womit  bewiesen  ist,  dass  ein  Punct  P*  der  Coordinaten  |*  und  ij* 
in  dem  letstaustretenden  Lichtstrahle  liegt  Da  femer  |*  und  ti*  nur  von  |  und 
^,  nicht  auch  von  ^,  abhlngig  sind,  so  bleiben  sie  für  alle  durch  P  einfallenden 
Strahlen  dieselben,  oder  es  gehen  alle  von  P  kommenden  Strahlen  nach  der 
letzten  Brechung  durch  P*,  so  dass  man  P*  als  das  Bild  von  P  betrachten 
kann.  —  Ersetst  man  die  erste  und  letste  6  durch 

y  =  -fo(»-Q)  +  B  und  y  =  i!.(x-Q*)4-B*  IS 

so  ist 

b»  =  B4-ö./^  B*  =  b*4-ö«/9»  wo  £>=^^7^  $•=:  ^^^*  IG 
also  mit  Hülfe  von  8 

B»  =  O.B4-H./^  /^•  =  K.B4-L.^  11 

wo 

0  =  g  +  k.eM»         H  =  h4-g^4-k^a*4.1d*        K  =  k        JiS=14-k^    M 


It 
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Nimmt  mao  z.  B.  statt  Q  und  Q*  zwei  Puncto  £  und  £*  so  an,  dasa 

,  =1_tJ.  Ode,  B   =Q  =Vo_ll(l_^ 

k  k 

e*=:  ^7^  oder      '     E»=Q«  =  N»+  P*(l-g) 

k  '  k 

also  nach  18,  mit  Hülfe  von  10, 

G  =  l  H=:a  K  =  k  L=:l 

so  entsprechen  sich  nach  15 

y  =  -^(x-B)  +  B  and  y=  ^°  +  ^  (x-E*)  +  B         «1 

Nimmt  man  dagegen  statt  Q  und  Q*  zwei  Puncte  F  und  F*  so  an,  dass 

0   =-^"  oder  F   s=:Q    =N»  +  i^z=B   +^*^- 

k  ^  '      k  k 

ö*  =  ^r^  oder  F*=:Q*  =  N*  — -5^^  =B*— ^ 

k  k  k 

also  nach  18,  mit  Hülfe  von  10, 

G  =  0  H=z--^  K  =  k  L  =  0 

k 

so  entsprechen  sich  nach  16 

y  =  -^(x-.F)  +  B'  und  y==J^(x-F«)--^ 


M 


Legt  man  durch  E  eine  brechende  FlSche  des  Halbmessers  (n*  —  n*) :  k, 
und  denkt  sich  die  n®  und  n*  entsprechenden  hllttel  direet  an  sie  greniend, 
so  entsprechen  sich  nach  3,  4,  5 

y  =  -^(x-E)  +  B  und  y-iLLt£l(x_E)  +  B        W 

als  einfallender  und  gebrochener  Strahl,  und  es  ergibt  somit  die  Vergleichang 
von  21  und  25  den  merkwürdigen  8atE,  dass  der  letste  Weg  eines  dvch 
verschiedene  brechende  Flächen  und  Medien  aus  einem  Mittel  in  ein  andere« 
Mittel  gegangenen  Strahles  in  Beziehung  auf  £*  dieselbe  Lage  bat,  wie  ihn 
ein  Strahl  in  Beziehung  auf  E  hätte,  wenn  er  direet  aus  dem  ersten  in  öas 
letzte  Mittel  durch  die  Eine  brechende  Fläche  in  E  gegangen  wäre.  ~  lo 
dem  speciellen,  aber  besonders  wichtigen  Falle,  wo  n®  =  n*  und  daher  Vor- 
stehendes unzulässig,  wollen  wir  in  E  eine  unendlich  dünne  Linse  der  Brenn- 
weite —  n*:k  annehmen.   Sollen  sich  an  derselben 

y=^(x-E)  +  B  und  y-.il(x_B)  +  B'  M 

11  II 

als  einfallender  und  ausfallender  Strahl  entsprechen,  so  muss  einerseits  B  =  B' 

sein,  da  die  für  z  =  E  aus  den  beiden  Gleichungen  hervorgehenden  Werthe 

übereinstimmen  müssen;   anderseits  geben  die  beiden  Gleichungen,  wenn  t 

und  a  entsprechend  wie  im  Texte  Gegenstandsweite  und  Bildweite  beseichneD, 

für  ys=0 

a-F      »-^"^^                      -x      TT«       B'n*_       Bn« 
a.E-x  =  -^  «  =  x-E= ^^,-=-_- 

so  dass  nach  1 

-B^-- B^  =  — J,  oder  r  =  k.B+/»«  •» 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  26*  und  vergleicht  mit  21*,  so  ergibt  sich. 
dass  der  nach  einer  gewissen  Anzahl  von  Brechungen  in  das  erste  Mitt«! 
zurückkehrende  Strahl  gegen  £*  genau  so  liegt,  wie  ein  nur  doreh  die  sn- 


—  Die  Optik.  —  397 

gegebene  liinse  gegangener  Strahl  gegen  E.  Diese  beiden  merkwürdigen  Punote 
E  nnd  E*  hat  Gaass  Haaptpunete  genannt,  —  und  da  für  £  =  E  mit  Be- 
nntiung  von  10  nnd  19  aus  13  sich  {*  =  E*  und  i}*^i}  ergibt,  so  ist  einer^ 
seits  der  aweite  Hauptpunct  das  Bild  des  ersten,  und  anderseits,  wenn  man 
durch  £  und  E*  senkrecht  zur  Axe  Ebenen  legt,  so  hat  jeder  Punct  der 
ersten  Ebene  sein  Bild  in  dem  entsprechenden  Puncte  der  iweiten.  -—  FOr 
alle  aus  dem  Pnncte  F  einfallenden  Strahlen  infissen  sich  z  =  F  und  yssO 
entsprechen;  folglich  ist  fDr  sie  nach  24  immer  B'  =  0,  während  die  aus- 
tretenden Strahlen  die  Gleichung  y=r  —  /?®:k  haben,  also  parallel  zur  Axe 
sind.  Umgekehrt  ist  fttr  alle  parallel  einfallenden  Strahlen  /3^  =  0,  also  haben 
die  austretenden  Strahlen  die  Gleichung  y  =  kB'(z  —  F*):n*,  oder  gehen 
durch  F*.  Man  kann  daher  F  und  F*  mit  Gauss  passend  Brennpunete 
des  Systemes  heissen;  femer  haben  die  in  diesen  Puncten  rar  Axe  senk- 
rechten Ebenen  nach  24  die  Eigenschaft,  dass  alle  von  irgend  einem  Puncte 
der  ersten  Ebene  ausgehenden  Strahlen  parallel  unter  sich  (aber  nur  fQr  F 
mit  der  Axe)  austreten,  —  und  alle  parallel  unter  sich  einfallenden  Strahlen 
aich  nach  der  Brechung  in  einem  bestimmten  Puncte  der  zweiten  Ebene  ver- 
einigen. —  Ist  n®:=n*  und  setzt  man  mit  Hülfe  von  22,  18,  19,  10 

p=E  — F  =  F*  — E*=z  — ^  a  =  E-^5 

e  =  ^  — E*  =  ^  — N*  +  N*  — E*=: 

_       n^h~g(|^E  +  E-^yo)  l-gpo^     ftp 

""       n0.1--k({  — E  +  E  — N»)  k  "~a  — p 

so  besteht  somit  die  2  analoge  Beziehung 

a  '  a  p 
d.  h.  noch  bei  einem  Systeme  von  Linsen  und  ohne  Vernachlltosigung  ihrer 
Dicke  besteht  die  einfache  Beziehung,  dass  die  Summe  der  Reciproken  von 
Gegenstands  weite  und  Bildweite  gleich  der  Reciproken  der  Brennweite  Ist, 
wenn  man  nur  diese  drei  GrOssen  von  den  Hauptpuncten  aua  rechnet.  — 
Schliesslich  mag  noch  aDgefÜhrt  werden,  dass  man  zuweilen  nach  dem  Vor- 
schlage von  Job.  Benedict  Listing  (Frankfurt  1808;  Professor  der  Physik 
in  Göttingen}  in  dem  Falle,  wo  n®  und  n*  ungleich  sind,  noch  zwei  sog. 
Knotcnpimcte 

k  k 

benutzt;  für  n^^^n*  fallen  sie  offenbar  mit  den  Hauptpuncten  zusammen. 

t90»  Weitere  flesetxe.  Um  die  Brennweite  P  einer  Sammellinse 
zu  finden,  misst  man  die  Bild  weite  eines  sehr  entfernten  Gegen- 
standes 9  z.  B.  der  Sonne.  Ist  dieselbe  sehr  gross,  oder  handelt  es 
sich  um  die  Brennweite  einer  Zerstreuungslinse,  so  verbindet  man 
sie  mit  einer  Sammellinse  von  kleiner  Brennweite  p,  und  misst  die 
Brennweite  n  der  Verbindung;  denn,  da  in  diesem  Falle  für  die 
Hülfslinse  der  Gegensatz  von  P  als  Gegenstandsweite  zu  betrachten 
ist,  so  hat  man  (289 : 1) 

1 5-  =  —      ^er      ^=  ^    P         oder      P=  ^   ^^    * 

n        — P        p  P-f-p  p  —  n 
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Erzeugen    die    verbundenen    Linsen    von    einem   Gegenstmnde   der 
Distanz  a  ein  Bild  in  der  Distanz  a%  so  hat  man  somit 


+  — = 


-7+ 


1 
P 


oder        P  = 


aap 


a        a        n        p        f  ap-+-ap  —  aa 

und  hieraus  folgt,  dass  für  P  =  a  auch  p  =  a  wird,  oder  dass  für 
P  =  a  der  Gegenstand  mit  der  Hülfslinse  wie  ein  unendlich  femer 
Gegenstand  gesehen  wird. 

Das  durch  eine  Linse  von  einer  Ebene  erzengte  Bild  iat  strenge  genommen 
eine  krumme  Fläche:  Haben  wir  nftmlich  eine  biconvexe  Linse,  so  ist  nach  289:1, 

wenn  O  die  Gegenstands- 
weite,  B  die  Bildwcitr 
und  F  die  Brennweite  be- 
zeichnet, 

a  ^  B      F 

oder,  wenn  O  >  F  ist, 


m' 


G  — r 


F    S 


Ist  G'>G,  so  findet  man  somit  die  entsprechende  Bildweite 

d.  b.  wenn  sich  der  Gegenstand  von  der  Linse  entfernt,  so  n&hert  sich  ^ 
Bild  derselben.  In  dem  specieUen  FaUe ,  wo  G'  =  G  .  See  f  dem  Piincte  M 
entspricht,  ist  somit  ebenfalls  für  sein  Bild  m  nothwendig  B'<B,  wihreod 
fQr  ein  gerades  BUd  B'  =  B.6ec9>B  sein  mttsste.  BoUte  das  Bild  gerad« 
werden,  so  mUsste  der  Gegenstand  umgekehrt  gegen  die  Linse  sn  concav 
sein.  Wird  die  Gegenstands  weite  g'CF,  so  wird  b  negativ,  nnd  man  hat 
entsprechend  3  nnd  4,  wenn  wieder  g'>>g 


b  =  -?l«- 


g 


nnd 


b'  =  b  +  F« 


g'  — « 


(F-g)CF-g')'^ 
d.  h.  das  flngirte  Bild  entfernt  sich  mit  dem  Gegenstande.    In  dem  spedelien 

Falle,  wo  g'szSec^'  dem  Pnncte  M'  entspricht,  ist  somit  für  sein  BUd  m' 

ebenfalls  nothwendig  b'^b,  nnd  zwar  ist  nach  5  sogar,  sobald  noch  g^<') 


^    '    F  — göec^'  F  — g 

=  b8ec9'  +  Fg«Secy' 


See  0)'  —  1 


>b8eef' 


(F-g)(F-göectO 
so  dass  das  Bild  sogar  hinter  die  Gerade  lurfickgebogen  wird»  SoUte  dst 
Bild  gerade  werden,  so  müaste  der  Gegenstand  wieder  gegen  die  Linse  hin 
concav  sein.  Wird  somit  das  durch  eine  Sammellinse  construirte  BUd  durch 
eine  Loupe  betrachtet,  so  häufen  sich  die  Deformationen,  nnd  sie  kdnneo 
namentlich  bei  nahen  Gegenständen  störend  werden,  wofttr  s.  B.,  ansser  •aI 
die  schon  In  266  angeftthrte  Schrift  von  Place»  anf  „Pleter  Hartiag  (Botter- 
dam  1812;  Professor  der  Chemie,  Botanik,  etc.  In  Franeker  nnd  Utrecht), 
Het  Mikroskoop,  deszelfs  gebruik,  geschiedenis  en  tegenwoordige  toettAnd. 
Utrecht  1848—1860,  3  Th.  in  8.  (Deutsch  von  F.  W.  Theile,  Brannschwei« 
1869),  —  Carl  Kellner  (Hirzenhayner  Eisenhütte  in  Hessen  ISM  —  Wetslsr 
1866;  Opticus  in  Wetzlar),  Das  orthoskopische  Oeular,  eine  nen 
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aohromatische  Linsencombination ,  welche  dem  Fernrohr  und  Mikroskop  bei 

einem  sehr  grossen  Gesichtsfeld  ein  vollkommen  ungekrflmmtes,  perspectiTisch 

richtiges,  seiner  gancen  Ausdehnung  nach  scharfes  Bild  ertheilt,  sowie  auch 

den  blauen  Rand  des  Gesichtsfeldes  aufhebt   Braunschweig  1840  in  8^,  — 

etc.**  £u  verweisen  ist  —  VernachlAssigt  man  in  289:2  die  Dicke  d,   und 

bezeichnet  durch 

anr  x^R  ^ 


a(n— 1)  — r  "^"^  Xo  (n— l)  +  nR 

die  Werthe,  welche  x  und  «  für  ^:=0  oder  für  Centralstrahlen  annehmen, 
und  setEt  in  289 : 2 

xsrXji  +  Ax  «  =  «0  +  ^»  S 

dabei  jedoch  die  swelten  und  hohem  Potenzen  von  l^x  und  ^a,  sowie  ihre 
Producte  unter  sich  und  mit  g*  vernachlässigend,  so  ergeben  sich  unter  Be- 
nutzung von  7 

Aj^^       *'(>  +  0(»o-0  +  Paxo(x^~r)(a  +  r) 

2  r  Xq  (n  a  —  a  —  r)  ^ 

(a  4-  Xq)«  (a  -f  n  Xp) 

—  2aXo(n-l)«       ^ 

^«__  ^..  ^,  + 2 «, xo»  (n -  D« ^•- 

_  h«tto«n      r(a  +  Xo)«(a4-nXo)         (Xp  —  ao)»  («p  —  n ^Cp)  1  _ 

—  2xo»(n-l)«L  a«  ^  J  "" 

oder  endlich,  wenn  man  in  der  Klammer 

»  «0  P 

absondert,  und  schliesslich  nach  289 

eetzt, 

A    -^  ht«o«n      rn n n         24-n        l  +  2n  /l 1^\1 

^"—       2p(n-l)«La«        aoo'^ao*'^     V  «0       V*        «o/J 

2npl  a^a«J 


1         n  — 1 


Xp  nr 


wo 


_^  n»  — 2n*-f  2        2  n»  —  2  n»  —  n    ,    n* 

^-  ?«  f"  Fr  '"R« 

^^8n«-3n>-4^8nt  +  n  c  =  8n  +  2 


Ist  h  gleich  der  halben  Oeffnung  der  Linse,  so  stellt  £^u  die  sog. 
riflehe  Längenabwelchonip  vor,  welche  somit  dem  Quadrate  der  Oeffnung 
und  dem  Quadrate  der  Bildweite  direct,  der  Brennweite  umgekehrt  propor- 
tional ist  Ihr  entspricht  (analog  285),  wenn  ^  den  Winkel  des  austretenden 
Strahles  mit  der  Axe  beieiehnet,  eine  BeltcaabwelflboBg 

^  Ä  =  A  a .  Tg  yr  oder  nahe  A  ^  =  — lÄfL  fS 

«0 
Für  parallel  einfallendes  Licht  ist  a  =  oo  und  oo^P»  ^^^  ^^^ 

*»'PA  ^^  h'A  ,, 
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Berechnet  man  fOr  eine  Folge  von  Werthen  von  h  je  die  /^  a,  so  bestunmen 
diese  die  Folge  der  austretenden  Strahlen,  und  diese  stellen  In  ihren  Durch- 
schnitten die  sog.  Dlacamtlea  dar,  fttr  welche  aber  anf  die  in  285  citirtcn 
Specialschiiften  verwiesen  werden  mnss. 

S91*  Camen  obscnra  und  Ange.  Entwirft  man  in  einem  dunkeln 
Räume  mit  Hülfe  einer  Sammellinse  ein  Bild  eines  äussern  Gegen- 
standes, und  fängt  dieses  auf  einer  Tafel  auf,  so  hat  man  eine  sog. 
Camera  obscura  eingerichtet  Besteht  die  Tafel  aus  einer  mit  Jod- 
dämpfen beschlagenen  Silberplatte,  so  modificirt  das  Licht  in  wenig 
Secunden  die  Jodschichte  so,  dass  die  von  ihm  getroffenen  Stellen 
Qnecksilberdämpfe  um  so  leichter  condensiren,  je  stärker  es  war, 
wodurch  sich  ein  Bild,  ein  sog.  Da(^erreotym  erzeugt,  das  durch 
Abwaschen  des  Jods  mit  einer  Lösung  von  unterschwefligsaurem 
Natron  Dauer  erhält  oder  lixirt  wird,  —  besteht  sie  dagegen  ans 
einer  erst  mit  Jodkalinm  oder  jodkalihaltigem  CoUodium  überzogenen, 
dann  in  einer  Lösung  von  salpetersaurem  Silberoxjd  oder  Gallus- 
säure gebadeten  Glastafel,  so  wird  diese  durch  das  Licht  so  modi£- 
cirt,  dass  beim  Begiessen  mit  einer  Lösung  von  Eisenvitriol  jede 
Stelle  um  so  dunkler  wird,  je  kräftigeres  Licht  auf  sie  einwirkte, 
oder  ein  sog.  IVegatlv  entsteht,  das  in  ähnlicher  Weise  fizirt  wird, 
und  nun,  wenn  das  Tageslicht  durch  dasselbe  auf  mit  Chloisilber 
impregnirtes  Papier  fällt,  auf  letzterm  mit  Hülfe  einiger  unter- 
geordneter Manipulationen  eine  sog.  Pbotographte  erzeugt  — 
Der  Camera  obscura  entspricht  das  Auge,  in  welchem  das  durch 
die  Erystall-Linse  erzeugte  Bild  von  der  Netzhaut  aufgefangen 
werden  soll.  Das  Auge  kann  sich  nun  zwar,  indem  es  mit  Pülfe 
der  innem  Muskulatur  die  Form  der  Linse  abändert,  der  Gegen- 
standsweite a  etwas  accomodiren;  aber  wenn  diese,  um  den  Seh- 
winkel hinlänglich  gross  zu  machen,  kleiner  als  die  sog.  Sehweite 
h  werden  muss,  so  erfordert  es  zur  Hülfe  eine  Sammellinse  der 
Brennweite  p<ch,  um  die  Bildweite  wieder  auf  ( — h)  zu  redu- 
ciren.   Da  somit  (289) 

r-  H =  —  oder  —  =  1  H =  m 

—  h        »        P  a  p 

und  sich  kleine  Winkel  wie  ihre  Tangenten  verhalten,  so  ist  der 

Seh  Winkel  mit  Hülfe  der  Linse   m-mal    vergrössert   worden,   und 

diese  heisst  darum  VergrVsseruni^sg^las  oder  IfOopf« 

Die  GaMcra  •bseara  wird  geiivdhnlich  als  eine  Erflndnng  von  Qfistt* 
battista  della  Parta  (Neapel  1538  —  Neapel  1615;  wohlhabender,  meist  saf 
Reisen  lebender  Edelmann)  betrachtet,  der  sie  in  seiner  ,,MagU  natnitlia  sive 
de  miracnlis  renim  natnralinm  libri  IV.  Neapolia  1558  in  foL  (Nene  AniL 
1589;  dentscb,  Nürnberg  1713)^  beschrieb,  —  jedoch  sdl  sie  schon  spileateBS 
4a  Vlnel  (VIdcI  bei  Floren«  1453  —  (21oiix  bei  Ambolae  1619; 
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Maler,  Bildhauer  nnd  Physiker)  gekannt  haben.  —  Als  erster  Erfinder  der 
Dagaerreotypie  ist  Joeeph-Nlcöphore  I¥iepee  (Cb&lons-Bur-SaAr'  l  •  ^  _ 
Oraa  bei  Cbilons  1883;  Cavallerie-Offtcier)  zu  betrac!itjL.,  da  .'..^u  \ti  «icha 
bla  aam  Jahre  1814  hinaufreichen,  und  er  achon  IB2V  der  Ro>.  Boclety  i3ilder 
auf  Metall  Qbergab;  IKigiierret  deaaeo  Hauptverdienat  darin  besteht,  daa 
Verfahren  vervollkommnet  und  in  eigentlichen  Gebrauch  eingeführt  au  haben, 
v?ar  schon  1826  und  dann  durch  gerichtlichen  Act  1829  mit  ihm  in  Verbindung 
gekommen.  Die  Photographie  auf  Papier  will  William  Henry  Foz  Talbot 
(Lacock  Abbey  in  Wiltshire  1800;  reicher  Privatmann)  schon  1834  erfunden 
haben;  jedoch  theilte  er  sein  Verfahren  erst  in  der  Schrift  ^Some  account  of 
the  art  of  photogenie  drawing.  London  1889  in  4.^  öffentlich  mit;  über  die 
seitherige  Auabildung  der  Photographie  muss  auf  die  Specialwerke  ,,Adam 
Georg  Martin  (Wien  1812;  Bibliothekar  des  Wiener-Polytechnikums),  Reper- 
torium  (später  Handbuch)  der  Photograplüe.  Wien  1846  in  12.  (6  A.  1865 
In  8.),  —  D.  van  Monekhaven  in  Oand:  Tratte  göndral  de  Photographie. 
Paris  1856  in  6.  (5.  öd.  1865),  -->  Photographlscbe  Mittheilungen.  Zeitschrift 
des  Vereins  aur  Forderung  der  Photographie.  Berlin  1^65—1870,  6  Bde.  in  8., 
—  Hermann  Vagal  (Dobrilugk  in  der  Niederlausits  1834 ;  Lehrer  der  Photo- 
graphie an  der  k.  Oewerbeacademie  in  Berlin),  Lehrbuch  der  Photographie. 
Abth.  1—2.  Berlin  1867 — 1868  in  8,  ^  etc.^  verwiesen  werden.  —  Der  Aug- 
apfel ist  von  der  undurchsichtigen  harten  Baut  (Sderotica)  a  umschlossen, 

welche  nach  vorn  in  die  stärker  gewölbte  und  durch« 
sichtige  Hornhant  (Cornea)  b  übergeht,  und  im 
Innern  mit  der,  aus  tahllosen  Blutgef&sschen  a wi- 
schen dunkeln  Pigmentsellen  bestehenden,  Aderhaut 
(Chorioldea)  c  bekleidet  ist,  an  welche  sich  die  ein 
Diaphragma  bildende  Ragenbogenhaot  (Iris)  1  an- 
schliesst ;  hinten  In  den  Augapfel  bei  d  endlich  tritt 
der  Sehnerv  ein,  und  breitet  sich  in  die  ntetahant 
(Retina)  e  aus.  Der  Raum  A  zwischen  der,  awiebelartig  aus  nach  Innen 
inuner  dichter  werdenden  Scliaalen  gebildeten  Linae  (Crystallinum)  B  und 
der  Hornhaut  iat  mit  der  wiaaerlgen  Flfiaalgkelt  (Humor  aqneua)  er- 
füllt, —  der  Raum  C  hinter  der  Linse  mit  einer  schleimigen  Gallerte,  der 
Cllaafeachtlf  kalt  (Humor  vitreus).  Die  Empfindlichkeit  der  Netshaut  ist 
beim  sog.  gelben  Fleck  (Macula  lutea)  k  am  stärksten,  —  an  der  Ein- 
trittaatelle  des  Nervs,  dem  Mariotte'schen  Fleck  f,  verschwindend  Idein.  — 
Mit  der  gleichseitigen  Benutzung  beider  Augen  h&ngt  das  Körperlich-Sehen 
Kusaounen,  wie  man  sich  flberaeugen  kann,  wenn  man  jedem  derselben  eine 
Ihm  entsprechende  (also  bei  Pupillendistans  CO**  und  Gegenstandsweite  250"* 
um  8 .  Are  Bin  (80 :  250)  c=  circa  15*  von  der  andern  abweichende)  ebene  Dar- 
atellnng  eines  Gegenatandea  unterbreitet.  Das  au  letsterm  Zwecke  dienende 
Stereeakap  wurde  1888  von  Charles  Wlieatataiie  (Gioucester  1802;  früher 
musikal.  Inatrumentenmacher ,  später  Professor  der  Physik,  Jetst  Privatmann 
in  London)  erfunden;  vergl.  darüber  „Brewatert  On  the  Stereoscope,  its 
history,  theory  and  oonstruction.  London  1856  in  8.,  —  A.  Stelahaoaerf 
Professor  der  Mathematik  In  Wiener-Neustadt :  Ueber  die  geometrische  Con- 
atmetton  der  Stereoscopbilder.  Gras  1870  in  8.,  —  etc.^ 

S9S«   Du  Hikroikop.  Jedes  InBtmment,  das,  wie  die  Loupe, 
dazu  dient,  einen  kleinen  nahen  Gegenstand  unter  einem  grösseren 
wir.  B-ss^k.  L  26 
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OesiclitBwinkel  zu  zeigen ,  heisst  llfikroskoii»  Beim  gewuhnlicLen 
Uikroskope  wird  mit  einer  Sammellinse,  dem  sog.  Objeettrey  von 

dem  Gegenstände  g  ein  reelles  Bild  b  erzengt,  nnd  dieses  mit  einer 
Loupe,  dem  sog.  Ocalare^  betrachtet;  seine  Vergrössenmg  wird 
gewöhnlich  bestimmt,  indem  man  ein  Mikrometer  als  Object  onter- 
legt,  nnd  mit  einem  in  der  Sehweite  angebrachten  Maassstabe  ver- 
gleicht Da  man  das  Objectiv  g  bis  auf  die  Brennweite  nähen), 
und  dadurch  b,  wegen  b :  g  =  a :  a  und  (289 : 1),  bis  in's  Unendliche 
entfernen  und  vergrössem  kann,  so  ist  es  möglich,  durch  einen 
blossen  gleichzeitigen  Auszug  der  Ocularröhre  entweder  nur  irgend 
eine  stärkere  Vergrössenmg  zu  erhalten,  oder  den  Werth  eines  Um- 
ganges einer,  mit  dem  im  Brennpuncte  stehenden  Fadennetze  ver- 
bundenen Mikrometerschraube  mit  einer  als  Object  unterlegten  Tbei- 
Inng  (s.  327)  in  Einklang  zu  bringen.  —  Beim  SMiaeBBÜkr^sto^ 
wird  der  mit  einer  Sammellinse  beleuchtete  Gregenstand  tot  den 
Brennpunct  einer  zweiten  Sammellinse  gebracht,  und  das  sehr  ver- 
grosserte  Bild  an  einer  weissen  Wand  aufgefangen. 

Yergl.  fltr  das  Mikroskop  ausser  den  290  angefttbrteii  Sehriflen  ^^arl  MlscU 
(Kilchberg  bei  Zfirich  1SL7;  Professor  der  BoUnik  in  Freiburg,  Zarich  und 
München)  nnd  Simon  SHiwcBdeaer  (Buchs  im  Rheinthal  1829 ;  erst  Assists  Dt 
von  Nägeli  in  Manchen,  dann  Professor  der  Botanik  in  Basel),  Das  Mikroskop- 
Leipzig  1867  in  8.^,  —  fBr  seine  mit  derjenigen  des  Teleskop*8  verwobene  Ge- 
schichte, sowie  für  anderweitige  Bestimmung  der  V>rgrÖ8seniiig  299.  —  Du 
9«BBCBHilkr«ak9p  soll  1710  durch  den  damals  als  Professor  der  Mathe- 
matik nnd  Physik  an  der  Ritteracademie  tu  Erlangen  thltigen  Arst  Theodor 
Balthasar  erfanden  worden  sein.  Als  eine  Abart  desselben  tat  die  »og. 
ZaaWtiateme  (latema  magica)  tu  betrachten,  deren  Eründoog  oian  |r- 
wohnlich  dem  Jesuiten  Athanasius  Mircher  (Geysa  bei  Fulda  1601  —  R<'ni 
1680;  Professor  der  Mathematik  nnd  der  orientalischen  Sprachen  In  Wftrs- 
bnrg  und  Rom)  zuschreibt. 

S9S»  Das  Teleskop.  Ein  Instrument,  das  dazn  dient,  einen  ent- 
fernten Gegenstand  nnter  einem  grossem  Gesichtswinkel  zn  zeigen, 
heisst  Teleskop  oder  FerDrobr  (Tubus).    Bei  demselben  wird 

mittelst  einer  Convexlinse  (Refractor)  oder  einem  Hohlspiegel  (Spiegel- 
teleskop^- der  Brennweite  P  Ton  dem  Gegenstande  ein  Bild  entworfen, 
nnd  dieses  durch  eine  Lonpe  der  Brennweite  p  betrachtet  (astro- 
nomisches Femrohr\  so  dass  für  sehr  ferne  Gegenstande  die  Lin^ 
des  Fernrohrs  gleich  P  +  p  ist  Um  die  Gegenstände  aufrecht  lu 
sehen,  wird  entweder  nicht  das  Bild  selbst,  sondern  ein  durch  eine 
neue  Convexlinse  gebildetes  verkehrtes  Bild  des  Bildes  betrachtet 
(Erdfemrohr),  o<ler  es  werden  die  vom  Objectiv  kommenden  Strah- 
len schon  in  der  Distanz  P  —  p,  ehe  sie  sich  zum  Bilde  vereinig 
haben,    mit    einer    concaveu   Linse    der  Brennweite   p  aufgefangen 
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(holländisches  Fernrohr).  —  Bei  dem  astronomischen  und  holländi- 
schen Femrohr  kann  man  sehr  nahe  mit  flugens  die  sog.  Ver« 
grBsserung  <p:y^  durch  das  Verhältniss  P:p  ersetzen,  und  dieses 
letztere  beim  astronomischen  Femrohr  praktisch  bestimmen,  indem 
man  das  für  ferne  Gegenstände  ajüstirte  Fernrohr  gegen  den  Himmel 
richtet,  und  die  Durchmesser  des  ein-  und  austretenden  Lichtzylin- 
ders vergleicht  (v.  297).  —  Das  Gesichtsfeld  ist  der  Fläche  des 
Ocnlars  proportional,  —  die  Helligkeit  des  Bildes,  bei  gleicher  Ver- 
grösser ung,  der  Fläche  des  Objectives.  Zur  Vergleichung  von  Re- 
fractoren  und  Reflectoren  ist  zu  beachten,  dass  nach  Arago  eine 
Linse  nahe  alles  Licht  durchlässt,  während  ein  Spiegel  nur  etwa 
die  Hälfte  reflectirt. 

Gewöhnlich  wird  angeDommen,  es  habe  um  1590  der  Brillenmacher  Zachariaa 
Janaen  In  Middelburg  das  erste  Mikroskop  zTisammengesetzt,  und  von  Einigen 

wird  die  erste  Erstellung   des  Femrobn 
ebenfalls  ihm,  von  Andern  dagegen  seinem 
Handwerksgenossen    Hans    LIppersheyt 
oder    auch    Jacob    Adriaanzoon    genannt 
Mctlos  (Alkmaar  15. .  —  Alkmaar  1630?*, 
Sohn  nnd  Bruder  der  beiden  Adriaan  in  122;  Glasschleifer  in  Alkmaar),  etc., 
zugeschrieben,  vergl.  ausser  Wilde  (283)   z.  B.  „Pierre  Borel  (Castres  in 
Laoguedoc  1620?  —  Paris  1689;  königl.  Leibarzt  und  Mitglied  der  Academie 
in  Paris),   De  vero  telescopii  inventore.  Hag»  1655  in  4.^.   Gewiss  Ist,  seit 
dem    von  Gerhard  Moll  (Amsterdam   1785  —  Amsterdam  1838;   Professor 
der  Mathematik  und  Physik  zu  Utrecht)  publicirten  „Qescbiekundig  Onderioek 
naar  de  eerste  Uiifinders  der  Verrekijkers  (Verh.  v.  Nederl.  Inst  1831)^,  daas 
Lilpperahey  1608  X  2  bei  den  Qeneralstaaten  um  ein  Privilegium  ffir  ein 
aus   Bergkrystall-Llnsen   zusammengesetztes   Fernrohr   einkam,   —   dass   die 
ersten  Femröhren  allgemein  hoUändlachc  hiessen,  und  die  im  Texte  unter 
diesem  Namen  aufgeführte,  jetzt  fast  nur  noch  in  den  Opernguckern  reprftsen- 
tirte    Construction  hatten,  —   dass   das   von  Galilei   verfertigte  Fernrohr, 
welches  man  noch  gegenwärtig  mit  seinem  zwei  Zoll  Durchmesser  und  Tier 
Fuss  Lftoge  besitzenden  Kartonrohr  im  Museum  au  Florenz  mit  der  Aufschrift 
„Tubam  opticum  vldes,  Galilei  inventum,  et  opus  quo  solia  maculaa  et  eztlmos 
lun»  montes ,  et  Jovis  satellites ,  et  novam  quasi  rerum  universitatem  primus 
dispexlt  A.  D.  1609^  aufbewahren  soll,  eine  Nachbildung  des  HoUindischen 
war,  —  dass,  während  dieses  Letztere  (vergl.  meinen  Vortrag:  „Die  Eri&ndung 
des  Femrohrs  und  ihre  Folgen  fflr  die  Astronomie.  Zflrich  1870  in  8.^)  mehr 
als   ein  glücklicher,  vielleicht  sogar  durch  6pielen  von  Kindern  mit  Linsen 
veranlasster  Fand  zu  betrachten,  die  Grundidee  au  unserm  jetzigen  astro- 
nomischen und  terrestrischen,  für  alle  ernstlichen  Anwendungen  ausschliesslich 
brauchbaren  Fernrohr  erst  von  Kepplcr  in  seiner  Schrift  „Dioptrioe.   Aug. 
Vind.  1611  in  4.^  gegeben  wurde,  und  somit  er  eigentlich  als  wahrer  Er« 
Ander  dieses  wichtigen  Hfilfsapparates  zu  bezeichnen  sein  dürfte,  —  dasi 
BagenSf  um  die  Vergrösserung  trots  der  keine  starkem  Loupen  erlaubenden 
sphärischen  und  chromatischen  Abweichung  (290,  29Ö)  zu  steigem,  die  An- 
wendung von  Objectiven  grosser  Brennweite  einführte,  Ja  unter  dem  Namen 
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LBltfcmrShrcft  (Tflmcopes  aSrieiu)  elnMlne  InatmiDeiite  eoBstraifts 
denen  ObJecUve  von  hundert  und  mehr  Pum  FocnldUtans  verwendet,  ud  eo- 
J^ftii  Objectiv  und  Ocnlnr  getrennt  nn^sestellt  wnren,  —  dnst  endlieh  Wmwtmm 
im  Glauben,  es  sei  die  FarbenserBtreuung  bei  jedem  Körper  seiner  Breehung 
proportional,  an  der  Möglichkeit  venweifelte,  durch  Combiaatton  nm  liucn 
die  chromatische  Abweichung  heben  an  können,  darum  an  dem  schon  161C 
von  Zaccblu  gemachten  Vorschlage  griff,  der  Objecüvlinse  einen  Olgeetiv- 
apiegel  in  substitniren,  und  so  ein  erstes  branchbares  Spiegelteleskop  erhielt, 
das  die  Roy.  Society  noch  jeUt  unter  der  Au&chrilt  ,,Invented  by  Sir  laaac 
Newton  and  made  with  bis  own  hands  in  the  Year  167 1**  besitsen  soIL  F«r 
die  weitem  Fortschritte  in  der  Constmction  des  Teleskopes,  an  denen  natftr« 
lieh  je  auch  das  Mikroskop  parücipirte,  vergL  295.  —  Berechnet  man  x  aas 


-^  +  1  =  1  oder  x=p+-^  • 

P+P        X        P  ^ 

80  treffen  sich  offenbar  nach  289 : 1  slmmtliche  von  der  Mitte  des  CNiJeetive« 

kommende  Haupistrahlen  in  der  Distana  x  hinter  dem  Oculare,  und  man  wird 
daher  von  dem  dadurch  bestimmten,  sog.  Aag-Paftcle  das  ganse  Gesichts- 
feld am  Besten  ftbersehen.  —  Ist  femer  d  die  DUtana  des  Ocnlarea  vom 
ObjecÜvbUde,  welche  ein  Auge  der  Sehweite  h  nötkig  hat,  um  vons  Aug- 
punete  aus  deutlich  in  sehen,  so  ist  nach  289 : 1 

i_4.__^J s=i.  oder  d=rp—  ^f        i  • 

so  dass  der  Weitsichtigere  eines  grossem  Aussuges  bedarf.  —  lat  bei  einem 
auf  feme  Gegenstände  ajflstirten  Femrohr  ^  P  der  nöthlge  Ausaug  um  einen 
Qegenatand  der  Distana  a  deutlich  an  sehen,  so  ist  nach  289 : 1 

P«  P*  « 

SO  dass  man  a  angenihert  aus  ^  P  berechnen  kann ,  und  aich  a.  B.  fttr 
Ps=r96''dd  die  Werthe  AP  =  2'",  2",  ...  und  a  =  4616S  892',  ...  cnU 
apreehen.  —  Von  den  verschiedenen  Versuchen,  durch  Zugabe  weiterer  Linaen 
das  Femrohr  an  verkfirsen,  das  Gesichtsfeld  au  erweitern,  die  aphlriache 
'  Abweichung  und  die  Krfimmung  des  Bildes  (290)  au  heben,  etc.,  ma^  bei- 
spielsweise  angeführt  werden,  dass  Hn^aa  vorschlug,  einer  planeonvexen 
Augenlinse  eine  ebensolche,  etwas  innerhalb  der  Brennweite  des  Objectives 
stehende,  sog.  C^UecÜTlinae  beixugeben,  so  dass  beide  Linsen  ihre  convexe 
Seite  dem  ObjecUve  aukehren,  —  während  RaoiadcB  die  HQlfslinse  aoaser- 
halb  der  Brennweite  anbrachte,  und  die  convexen  Seiten  einander  auwnodt«; 
ersteres  Ocular,  bei  dem  offenbar  die  Bildebene  iwischen  die  beiden  Linsen, 
oder  !■  das  Ocular  fällt,  heisst  ftegpatlT«  —  Letateres,  das  bei  mikrometri- 
achen  Vorrichtungen  vorgeschraubt,  und  somit  unabhängig  von  denaelbea  ge>* 
wechselt  werden  kann,  wird  dagegen  als  panitiv  beaeichnet.  —  Zur  leichtem 
Messung  des  austretenden  Lichtsylinders ,  behufs  der  im  Texte  erwähntn 
Methode,  die  Vergrössernng  zu  bestimmen,  hat  Adamis  unter  dem  Namea 
AoBamieter  eine  Art  Loupe  mit  Tbeilnng  constrairt,  fftr  welche  auf  ^Ma- 
feUast  De  VAusomitre  invent^  par  Mr.  Adams  (Joum.  de  pkya.  par  iloai<*r 
1788)**  verwiesen  werden  kann,  und  die  mit  dem  von  Raosadea  au  gleicben 
Zvrecke  empfohlenen  Djraamioaicter  aiemlich  identiach  tat 

994U  Das  SpectnUB.  Lasst  man  durcli  eine  enge  Spalte  Sonnen- 
licM  auf  ein  Prisma  fallen^  und  ftngt  sodann  den  gebrochenen  Licht- 
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büscKel  mit  einem  weissen  Schirme  anf ,  so  erhält  man  ein  breites 
farbiges  Bild  oder  Spectrum^  das  einerseits  die  sog.  Reffen« 
boffenflirlien  s  ^Rotb,  orange,  gelb,  grün,  blau  (hellblau),  indigo 
(dunkelblau),  violet^  zeigt,  so  dass  das  Sonnenlicht  aus  farbigen 
Strahlen  besteht,  deren  Brechbarkeit  von  roth  bis  violet  beständig 
zunimmt,  —  und  anderseits  eine  Menge  dunkler  Querstreifen,  die 
sog.  Fraunliorer'seheii  Linien»  deren  hauptsächlichste  (s.  Fig.  1) 
mit  den  Buchstaben  A  bis  H  bezeichnet  wurden.  —  Femer  ist  durch 
die  Untersuchungen  von  Brewster,  Eirchhoff,  etc.  bekannt  geworden, 
dass,  wenn  man  in  einer  Flamme  auch  nur  ganz  kleine  Mengen 
gewisser  Salze  (z.  B.  in  einer  Weingeistflamme  etwas  Kochsalz)  ver- 
brennt, das  entstehende  Spectrum  aus  einzelnen  farbigen  Linien  (bei 
Kochsalz  aus  einer  gelben  Linie)  besteht,  —  und  dass,  wenn  man 
hinter  diese  Flamme  eine  Lichtquelle  von  höherer  Temperatur  und 
Intensität  bringt,  welche  für  sich  ein  continuirliches  Spectrum  gibt 
(z.  B.  ein  durch  ein  Knallgasgebläse  bis  zur  Weissgluth  erhitztes 
Stückchen  gebrannten  Kalkes)  das  Spectrum  der  Flamme  dadurch 
umgekehrt  wird,  d.  h.  die  hellen  Linien  in  dunkle  verwandelt  er- 
scheinen. Man  muss  somit  einerseits  schliessen,  dass  die  dunkeln 
Linien  im  Sonnenspectrum  durch  ümkehrung  des  Spectrums  der 
Sonnenatmosphäre  entstehen,  und  dass  diese  z.  B.  Kalium,  Natrium 
und  fljdrogen  enthält,  weil  genau  an  der  Stelle  der  diesen  Stoffen 
entsprechenden  Linien  A,  D  und  F  dunkle  Querstreifen  gesehen 
werden,  dagegen  kein  Lithium,  Barium,  CsBsium,  Rubidium,  etc, 
weil  die  diesen  Stoffen  entsprechenden  Linien  keine  Repräsentanten 
unter  den  Fraunhofer'schen  Linien  besitzen,  —  und  anderseits,  dass 
drei  Arten  von  Spectren  zu  unterscheiden  sind:  Das  von  undurch- 
sichtigen, muthmasslich  nur  von  festen  oder  flässigen  Körpern  ge- 
lieferte eonllnnlrllehe  Speclmm^  —  das  von  gasförmigen  Kör- 
pern gebildete  dlseontlnulrllelie  Speclmm,  —  und  das  sog. 
Aliaorptlons-Spectraniy  welches  entsteht,  wenn  das  an  und  fflr 
sich  ein  continuirliches  Spectrum  erzeugende  Licht  vor  dem  Ein- 
tritte in's  Prisma  durch  Dämpfe  einzelner  Strahlen  beraubt  wird.  — 
Endlich  bleibt  zu  erwähnen,  dass  sich  im  Spectrum  noch  ausser- 
halb roth  VVSrmestrabien  9  sowie  ausserhalb  violet  chemisch 
wirksame  Strahlen  finden,  und  dass  es  wahrscheinlich  zunächst 
letztere  Strahlen  sind,  unter  deren  Einwirkung  bei  einzelnen  Kör- 
pern (Fluorcalcium,  schwefelsaures  Chinin,  etc.)  momentan  eine  als 
Flnorescens  bezeichnete  Lichterscheinung  entsteht,  während  andere 
Körper  (Diamant,  Kalkspath,  etc.)  erst  nach  Entziehen  des  Lichtes 
leuchten  oder  Phosphoreacenii  zeigen. 
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Die  Fmrbenzerstreuung  dnrch  Brechuig  oder  die  sog.  Dlsperdoii  de« 
Lichtes,  wie  sie  £.  B.  in  den  Regenbogen  nnd  Höfen  (s.  391)  lu  Tage  tritt, 
war  als  Tliatsache  gewiss  schon  in  den  Utesten  Zeiten  bekannt;  dagegen 
wurde  sie  erst  von  1666  hinweg  dnroh  IVewton  (vergL  dessen  Sdbrift  in 
383)  grflndlich  untersucht,  —  das  Licht  gewissennassea  mit  Bfllfe  dea  Pris- 
ma's  analysirt,  und  namentlich  anck,  indem  der  6chirm  dnrckbrocben  und 
hinter  demselben  ein  zweites  Prisma  aufgestellt  wurde,  der  Nachweis  ge- 
leistet, dass  jeder  der  durch  das  Prisma  erhaltenen  farbigen  Strahlen  sich 
nicht  weiter  auflöst  oder  einfach  (homogen),  der  ursprüngliche  Lichtstrahl 

aber  aus  Licht  von  verschiedener  Brechbarkeit  ■wiMfi« 
^•etst  (heterogen)  ist  —  Die  dunkln  Lonien  im  Sonnen- 
spectrum  entdeckte  eigentlich  Wallaston  zuerst,  nnd  be- 
schrieb sie  in  seiner  Abhandlung  „A  method  of  examinmg 
refraetive   and   disperaive  powers   by  prismatic  reflection 
(Phil.  Trans    1802)";   aber  auch  FmaBhafer  entdeckte 
sie  unabhftngig,   bestimmte   sie   zuerst  genau   nach   ihrer 
Lage,  zeigte  ihre  Verwendung,  und  seine  Abhandlung  Aber 
„Bestimmung  des  Brechungs-  und  des  Farbenzerstrennng»* 
Vermögens  verschiedener  Olasarten,  in  Bezug  auf  die  Ver- 
vollkommnung achromatischer  Fernrohren  (Mttnchn.  Denk- 
schr.  V  fUr  1814 — 1815;  franz.  in  Schnmacher's  astr.  Abh^ 
Heft  11)^  bildet  die   eigentliche  Onindlage  aller  apiteni 
Arbeiten.   Auch  scheint  Fraunhofer  der  Ente  gewesen  ni 
sein,  der  im  8temlichte  und  bei  verschiedenen  Flammen 
eine  andere  Vertheilnng  der  dankeln  Linien  nachwies, 
—  im  elektrischen  Lichte  helle  Linien  bemerkte,  —  etc. 
Wahrend  aber  Fraunhofer  ausser  den  in  der  Figur  dar- 
gestellten acht  Hanptlinien  nur  etwa   580  feinere  Linien  sah,  unterschieden 
Brewater  und  Karl  Kuhn  (Cnnreuth  in  Oberfranken  1816;  Professor  der 
Mathematik   und  Physik   in  MOnchen)   mehr   als   30(X)   solcher  Linien,  und 
bahnten  flberhaupt  den  Weg  in  dieses  Gebiet  der  Optik,  auf  dem   sodann 
Bunaen  und  ganz  besonders  Kirchhoff  die  ttbersichtlich   im  Texte   mit- 
getheilten,  wichtigen  Resaltate  erhielten.    Vergl.  fDr  weiteren  Detail  296  und 
448,  sowie  „INaBfl^eB«  R^um6  de  nos  connaissances  sur  le  epectre  (Bibl. 
univ.  Arch.  1861),  —  Kirchhoff«  Untersuchungen  Aber  das  Sonnenspectram 
und  die  Spectren  der  chemischen  Elemente.  Berlin  1863 — 1863,  3  Abb.  in  4^ 
—  Andreas  Llelegpip«  Lehrer  der  Chemie  zu  )St  Polten:  Die  Spectralanal>te. 
Weimar  1867  in  8.,  —   Anders  Jons  AagstrOM  Ofedelpad  1814;  Professor 
der  Physik  in  Upsala),  Recherches  sur  le  »pectre  solaire.  Berlin  1869  in  4^ 
Atl.  in  fol.,  —  Henry  Enfleld  Roacoe  (London  1833;  Professor  der  Chemie 
in  Mancheater),  Spectrum  Analysis.   London  1869  in  8.,  ~   Thomas  Joseph 
Heinrich  Schellen  (Kevelaer  bei  Düsseldorf  1818;  Director  der  Realsdmlea 
zu  Monster  und  Cöln),  Die  g^pcctraUnalyse  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Stoffe 
der  Erde   und   die   Natur  der   Himmelskörper.    Braunschweig  1870  in  8.,  ^ 
etc."".    ^  W&hrend  Frannhofer  bei  seinen   ersten  Versuchen   rinfacb   ein 
Femrohr  auf  die  Spalte  ajfistirte,   und   dann  ein  Prisma  vor  daa  Ot^ectiv 
seUte,  wendet  man  jeUt  eigens  construirte  Spectiooeopo  an,  von  welchen 

t.  B.  das  von  Mechaniker 
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\      fertigte,  »thr  beliebte  1  aächen-^pectroscop  folgende 
Einrichtung  hat :  Das  Prisma  ist  nach  dem  Vorgange 


—  Die  Optik.  —  407 

von  OioTanni  Battista  Amlci  (Modena  1786;  Professor  der  Mathematik  su 
Modeoa  und  Florenz),  dessen  Namen  es  auch  trägt,  entsprechend  beistehender 
Figur,  aus  fünf  Prismen  lusammengesetct,  von  denen  das  sweite  und  vierte 
aas  Flintglas,  die  übrigen  aus  Crcwnglas  bestehen,  und  deren  Winkel  so  ge- 
wählt sind,  dass  die  austreteeden  farbigen  die  Richtung  der  einfallenden 
Strahlen  haben;  es  sitst  mitten  in  einem  Rohr,  —  hat  vor  sich  eine  Sammel- 
linse, und,  um  die  Brennweite  Letiterer  weiter  entfernt,  die  Spalte,  so  dass 
die  divergirond  einfallenden  Strahlen  parallel  werden,  —  hinter  sich  ein  ge- 
wöhnliches kleines,  auf  unendlich  gestelltes  Fernrohr.'  Für  grössere  Spectros- 
cope,  wie  sie  In  den  Laboratorien  gebräuchlich  sind,  vergl  s.  B.  das  erw&hnte 
Werk  von  Schellen,  —  für  Sternspectroscope  448. 

99Bm  D0r  AGhromatisiniS.  Nach  dem  Durchgange  durch  eine 
Linse  treffen  eich  die  rothen  Strahlen  später  als  die  violetten,  — 
es  zeigt  sich  die  der  Schärfe  des  Bildes  schädliche  sog.  Chroma- 
llsclie  oder  FarbenabwelchuDff,  die  jedoch  zum  Glücke  ge- 
hoben werden  kann:  Während  nämlich  bei  Anwendung  zweier 
gleicher  Prismen,  deren  brechende  Winkel  eine  verkehrte  Lage 
haben,  mit  der  Farbenzerstreuung  gleichzeitig  auch  die  Brechung 
gehoben  wird,  so  gibt  es  dagegen  auch  Körper,  welche  bei  nahe 
gleicher  Brechung  sehr  verschieden  zerstreuen.  Lässt  man  z.  B. 
einem  Crownglasprisma  von  25^  ein  verkehrt  liegendes  Flintglas- 
prisma von  12®  folgen,  so  wird  die  Zerstreuung,  nicht  aber  die 
Brechung  gehoben,  und  man  hat  ein  achromatlscbes  Prisma 
construirt.  Analog  kann  man  aus  einer  Convexlinse  von  Crownglas 
und  einer  Concavlinse  von  Flintglas  eine  achromatische  Linse  zu- 
sammensetzen. 

Schon  um  17dd  gelang  es  einem  Engl&nder  Cbestcr»  Esqnire  of  More- 
Hall  in  Etsez,  von  dem  schon  durch  David  Gregory  betonten  Achromatis- 
mos  des  Anges  ausgehend,  einen  kleinen  Achroma*en  darsustellen  (s.  Monthly 
Kotices  28) ;  aber  es  scheint  sein  Versuch  vereinxelt  und  unbekannt  geblieben 
■Q  sein.  Erst  als  Ealer  neuerdings  und  wiederholt  auf  das  Auge  hinge- 
wiesen, und  Bamuel  Kllnycnstjerna  (ToUefors  1698  —  Btockholm  1766; 
Professor  der  Mathematik  su  Upsala  und  sp&ter  Informator  des  schwedischen 
KroDprinten;  vergl.  seine  Vita  in  Nova  Acta  Upsal.  8)  ezperimentel  die  Un- 
richtigkeit von  Newton's  Annahme  (s.  298)  nachgewiesen  hatte,  gelang  es 
etwa  1757  John  DolloDd  (^pitalflelds  bei  London  1706  —  London  1761; 
erst  Beidenweber,  dann  Optiker)  die  eigentliche  Fabricatlon  von  farbenfreien 
Fernrohren  in's  Leben  su  rufen,  welche  sodann  Enler  in  seiner  Schrift 
^Constructio  lentium  objectivarum  ex  duplici  vitro.  PetropoU  1762  in  4.** 
wissenschaftlich  bebandelte.  Als  es  sodann  Pierre-Louis  Gninand  (Corbatiire 
bei  Chaux-de-Fonds  1748  -^  Corbati^re  1824;  von  1805—1814  im  optischen 
Institute  von  Benedictbeuem  mit  der  Olasfabrication  betraut,  und  in  dieser 
Richtung  der  Lehrer  von  Fraunhofer;  vergl.  Bd.  2  meiner  Plographicen), 
spater  Frannbofer  selbst,  1'heodnr  Dmgumt  (Vnlppens  im  Canton  Freiburg 
1795  ~  Freiburg  1870;  erst  Apotheker,  dann  Flintglasfabrlcant  in  Bolothum 
und  Freiburg),  etc.,  nach  und  nach  gelang,  die  anfänglich  noch  flemli^h  im 
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Argen  gelegene  Fllntglasfabrication  eu  yervollkommnen,  begann  entspTeebend 
'  dnreh  Prannhofer  und  seinen,  jetzt  nocb  in  efr.em  Sohne  Sigmniid  fort- 
lebenden Nachfolger  Geory  Mera  (ßlchl  bei  Bcnedictbenem  1793  —  Maneben 
1867),  welche  die  meisten  der  grossen  Refractoren  unserer  Sternwarten  er- 
stellten, -*•  durch  Robert- Agiaö  Ganebalx  (Cormenies-en-Parlsia  1776  — 
Denil  bei  Montmorency  1846;  Optiker  in  Paris),  der  das  CrownglM  hinfig 
dnrch  Bergkristall  ersetzte,  —  Simon  P15sil  (Wien  1794  —  Wien  1868; 
Optiker  in  Wien),  der  sich  besonders  durch  seine  Dialyten  und  Feldsieeher 
ausseichnete ,  —  etc.,  die  immer  vorzttglichere  Constructlon  der  Fernrohren, 
welcher  wir  uns  gegenwärtig  erfreuen.  W&hreud  s.  B.  Hil|^eiis  fBr  seine 
Zeit  etwas  Ausgezeichnetes  leistete,  als  er  bei  einem  ISfllsslgen  Fernrohr 
die  Vergr68serung  50  erreichte,  entsprechen  sich  jetzt  etwa 

OeflViung  24"'         87'"  Ö2'"  6"  14" 

LXnge  24"  48"  6'  8'  91« 

Vergr6s8erung       40       64—216      64-824      85-456      140—1200 

Spiegelteleskope  werden  jetzt  fast  nur  noch  von  Liebhabern,  oder  In  Fillen 
construirt,  wo  kolossale  Dimensionen  verlangt  werden:  Das  grosse  Spiegel- 
teleskop, welches  sich  Wilhelm  Bersebcl  (Hsnnover  1788  —  Slongb  1822; 
erst  Musiklehrer,  dann  Privatastronom  Georg  HT.  von  England)  um  1789 
baute,  hatte  auf  49V,"  OeiTnung  40',  —  dasjenige  von  William  Parsons  Earl 
of  Rosfle  (Parfonstown  in  Irland  1800—1867)  auf  72"  Oeffnung  54«  Foeal- 
distanz.  Die  in  neuerer  Zeit  von  Steinbeil  und  Feneanlt  belieble  Ver- 
wendung versilberter  Glasspicgel  empfiehlt  sich  allerdings  gegenttber  den  kost- 
baren und  schweren  Metallspiegeln,  —  aber  blind  werden  sie  eben  aneh  is 
verhftltnissm&ssig  kurzer  Zeit,  wahrend  eine  Linse  bei  sorgflltiger  Behandlusg 
sich  so  zu  ssgen  immer  gleich  bleibt 

S9tf«  Interferenx  und  BengnDg.  Gewisse  farbige  Erschemnngen, 
die  beim  Zusammentreffen  paralleler  oder  nahezu  paralleler,  durch 
stumpfwinklige  Prismen ,  dünne  Oelschichten,  etc.  erhaltenen  Licht- 
strahlen, oder  beim  Vorbeigehen  derselben  an  Gitterwerken,  an  den 
Rändern  undurchsichtiger  Körper,  etc.  entstehen,  und  unter  dem 
Namen  der  Interferenz-  und  BeuKanffspbSnoniene  bekannt 
sind,  haben  zunächst  der  Undulationstbeorio  (283)  zum  Siege  ?er- 
helfen.  Unter  der  Annahme,  dass  den  verschiedenen  Farben  Licht- 
wellen von  verschiedener  Länge  entsprechen,  und  zwar  roth  Wellen 
von  etwa  62,  orange  58,  gelb  55,  grün  51,  blau  48,  indigo  45 
und  violet  42  Hunderttausendstel  eines  Millimeters,  —  lassen  sich 
in  der  That  jene  Erscheinungen  theoretisch  reconatrniren:  Beträgt 
nämlich  die  Wegdifferenz  zweier  Lichtwellen  ein  Vielfaches  der 
Wellenlänge,  so  verstärken  sich  dieselben,  —  beträgt  sie  dagegen 
ein  ungerades  Vielfaches  einer  halben  Wellenlänge,  so  schwächen 
oder  vernichten  sie  sich,  —  und  wie  ein  Theil  eines  Strahles  auf- 
gehoben wird,  so  tritt  nothwendig  die  complementäre  Farbe  hervor. 

Steht  zwei,  einen  kleinen  Winkel  f  mit  einander  bildenden  Bpiegehi  es 
nnd  CS|  ein  leuchtender  Pnnct  L  gegenüber,  so  werden  die  von  fhm  sM* 
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liebenden  Strahlen  von  den  Spiegeln  nmch  284  eo  reflectirt,  wie  wenn  sie  von 

den  <u  L  in  Declehnng  auf  dieselben  symme- 
trischen Pnncten  b  und  b|  kommen  wttrden, 
und  da  c  von  L,  b  und  b|  noihwendig  die 
gleiche  Distans  r  hat,  so  ergibt  sich  die 
Gleichheit  der  in  der  Figur  mit  ^  beseleh- 
neten  Winkel  nach  134  und  60.  Wird  bb| 
von  c  0  =  q  unter  rechtem  Winkel  in  d 
halbirt,  und  ist  ein  Schirm  AB  ||  bb|,  so  hat 
0  von  b  und  b|  gleichen  Abstand,  —  also 
hat  anch  das  von  L  mit  H&Ife  der  beiden 
Spiegel  nach  o  kommende  Licht  gleich  langen 
Weg  xnrflckculegen ,  w&hrend  dagegen  das 
nach  jedem  andern,  auf  u^  ^|  liegenden,  von 
o  einen  Abstand  p  besitaenden  Puncte  m 
kommende  Licht  für  die  beiden  Spiegel  eine 

WegdÜfereni 

Ab=:mb|--mb=:  fo  d« -|- (b,  d  +  o  m)«  —  Vod»  +  lbd  — om)< 

==  K{r  Cos  ^  +  q)« -f  er  Sin  ^ -f  p)«  —  V(r  Cos  f  +  q)«  -f  (r  Sin  y  —  p)« 
hat,  welche  man  somit  für  kleine  Werthe  von  9  und  p  sehr  angenfthyt 

AU      /    I     NFl/f   1  2pr^8inl-'      1  A       2pr9Sinn'l      apr^Sinl'*   . 

Ab=(r+q)[yi+    ^^;^^,    ,yi^_^_-.J=JL^-_  1 

setiea  kann.  Ist  das  Licht  homogen,  so  muss,  wenn  die  Undulationstheorte 
richtig,  sobald  die  WegdÜTerens  ein  Vielfaches  der  entsprechenden  Wellen- 
linge  X  Ist,  der  Punet  m  doppeltes  Licht,  —  sobald  sie  dagegen  ein  un- 
gerades Vielfaches  der  halben  WellenUnge  Ist,  k«ia  Licht  erhalten; 
nflsten  abo  o  und  alle  von  o  um 


nA  =  2n 


'       2r^Sinl'«  4g>Pln 

abstehenden  Puncte  hell»  —  alle  von  o  um 
r  +  q 


T- (■+•?■) 


P   = 


(2n  +  l).4  =  (2n  +  l)^^^(l  +  A) 


d=: 


2rf  einl" 

abstehenden  Puncte  dagegen  dankel  erscheinen,  —  und  swar  werden  swel 
auf  einander  folgende  helle  oder  duokle  Puncto  nach  2  und  8  den  Abstand 

X         (^   1    q\  V  u  A  y       2dr«8lnl"         . 

7; — rTr-T77|l  +  ~l  haben,  so  dass  X  = ^ 4 

2^Binl"  \     '     r/  '  q  +  P 

aus  Messung  desselben  berechnet  werden  kann,  und  Jener  Abstand  sui*  Wellen- 
lloge  proportional,  lum  Winkel  der  Spiegel  reciprok  Ist,  beim  N&hem  der 
Lichtquelle  und  beim  Entfernen  des  Schirmes  sunimmt  Der  wirkliche  Ver- 
such, welchen  Freaiicl  Anfangs  der  Zwanaiger-Jahre ,  vergl.  seine  Abhand- 
lung „Sur  la  lumi^re  (Suppl.  su  einer  Paris  1822  durch  Rlfranlt  veröffentlich- 
ten TJebersetsung  von  Thomson's  Chemie)^,  mit  solchen  Spiegeln  unternahm, 
Migt6  genau  die  oben  theoretisch  erhaltenen  Erscheinungen,  und  seugte  damit 
nicht  nnr  fBr  die  Richtigkeit  der  ündulationstheorie,  sondern  erlaubte  Fresnel, 
welcher  den  Schirm  durch  eine  mlkrometrisohe  Vorrichtnng  ersetste,  in  oben 
angegebener  Weise  die  WellenUngen  fttr  die  einseinen  Farben  su  messen,  — 
Messungen,  deren  Resultate  oben  Im  Texte  mitgetheilt  sind,  und  die  sp&ter 
Vknanliefer  in  etwas  anderer  Weise  wiederholt  und  an  seine  Linien  ange- 
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bunden  hat  Leisterer  fand  fttr  die  Linie 


mm 


A    .  .  .    0,0007610  E     .  .  .    0,0005260 

B  6878  F  4843 

C  6688  G  4201 

D  6888  H  8928 

Den  leisten  merklichen  Wärmestrahlen  ausser  roth  (vergL  204)  soll  etwa 
die  Wellenlänge  0,0048000,  —  den  letsten  flnorescirenden  Strahlen  ausser 
vlolet  etwa  0,0003000  entsprechen.  —  Aus  dieser  verschiedenen  Wellenlinge 
folgt  nach  2 — 4  unmittelbar,  dass,  wenn  L  weisses  Licht  gibt,  sich  zwar  bei 
o  noch  weisses  Licht  zeigt,  dann  aber  zunächst  violet  erlöscht  und  seine 
Complement&rfarbe  auftritt,  etwas  weiter  ab  blau,  —  etc.,  kurz  ein  farbiges 
Bild  entsteht,  und  in  ähnlicher  Weise  vermag  die  UndulaÜonstheorie  die 
Farbenerscheinungen  bei  dünnen  Blättchen,  beim  Lichtdurchgange  durch  enge 
Spalten,  etc.  leicht  zu  erklären,  und  nach  allem  Detail  vorauszuberechnen.  ^ 
Zuerst  vnirde  auf  die  Interferenz-  und  Beugungs-Erscheinungen  drloialdl 
aufmerksam,  beschrieb  sie  in  dem  nach  seinem  Tode  erschienenen  Werke 
„Physioo-Mathesis  de  lumine,  coloribus  e^  Iride  libri  II,  nee  non  de  hacienus 
incognita  luminis  diffuslone,  de  refractione  et  diffractione.  BononlB  1665  in 
4.^,  und  hob  bestimmt  hervor,  dass  Licht  zu  Licht  hinzugefttgt  unter  Um- 
ständen Dunkelheit  hervorbringen  könne,  —  während  sich  ungefähr  gleich- 
zeitig Boyle  in  seinen  „Experiments  and  considerations  upon  colours.  1663 
(Lat  Amst.  1667  in  16.)^  und  Ho^ke  in  seiner  „Micrographia.  Lond.  1665 
in  foL^  epeciell  mit  den  Farben  dUnner  Blättchen,  deren  Gesetze  bald  darauf 
Newton  in  seiner  Optik  (vergl.  283)  definitiv  auf  experimentellem  Wege 
feststellte,  beschäftigten.  Einen  neuen  Aufschwung  nahmen  sodann  diese 
Untersuehungen  durch  „Yonny*  On  the  theory  of  light  and  colours  (Phil. 
Trans.  1802)^  und  „Fresnel»  Mtooire  but  la  difiraction  de  la  lumiöre  (1815 
dem  Institut  vorgelegt,  1810  von  demselben  gekrönt,  und  1826  in  den  M4d. 
erschienen)'^,  welche  Arbeiten  der  Undulationstbeorie  zum  Durchbruche  vei^ 
halfen.  Aus  neuerer  Zeit  mögen  noch  die  Schriften  «Alrj»  Mathematical 
Tracts  on  the  lunar  and  planetary  theories,  the  undulatory  theory  of  optica, 
etc.  2.  ed.  Cambridge  1831  in  8.  (3.  ed.  1842),  —  Friedrich  Magnus  Schwerd 
(Osthofen  in  Rheinbayem  1702;  Professor  der  Mathematik  zu  Speyer),  Die 
Beugungserscheinungen  aus  den  Fundamentalgesetzen  der  Undnlaüonatheorie 
aDalytiseh  entwickelt  Mannheim  1836  in  4.,  —  C^ucby»  Mteioire  svr  la 
dispersion  de  la  lumiöre.  Prague  1836  in  4.,  —  etc.''  zur  Ergänzung  der  in 
288  gegebenen  Literatur  angefahrt  werden. 

S9V»  Die  DoppeltbrechlDg.  Manche  krjstallinische  Körper,  ns- 
mentlich  der  rhomboedriBche  Doppelspath,  lassen  das  Licht  nach 
zwei  Richtungen  durch.  Betrachtet  man  z.  B.  durch  einen  Doppel- 
spath  einen  Punct,  so  sieht  man  ihn  doppelt,  und  zwar  dreht  sich 
das  dem  ungewöhnlichen  Strahle  entsprechende  Bild  beim  Drehen 
des  Krjstalles  um  das  andere  in  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser 
einem  Winkel  von  6^  12'  =  372'  entspricht;  um  eben  so  viel  wird 
der  Mittelpunct  eines  Eüreises  versetzt,  und  wenn  somit  die  b^den 
Bilder  eines  auf  einer  fernen  Tafel  verzeichneten  Kreises,  die  man 
durch  einen  vor  das    Ocular   eines  Fernrohrs  gebrachten  Doppel* 
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spath  sieht,  sich  tangir^i,  so  ist  sein  scheinbarer  Durchmesser  2ip 
durch  das  Femrohr  auf  372'  gebracht,  d.  h.  es  ist  die  Vergrösse- 
rung  des  Xictztem  gleich  372  :  2  q>.  Eine  Gerade  erscheint ,  wenn 
sie  in  einer  durch  die  stumpfen  Ecken  des  Rhomboeders  gehenden 
Ebene,  einem  sog.  MauptäcbBltte9  liegt,  einfach,  sonst  immer 
doppelt 

Die  durch  die  beiden  stumpfen  Ecken  a  und  b  eines  EUJkspath-Rhoni- 
boeden  gehende  Diagonale  ab  heisst  Hauptaxe  und  jede  au  ihr  Parallele 
•ptlache  Axe»  —  jede  durch   eine  optische  Axe  gelegte  Ebene,   voraus 

acbd,  Hanptselinltt.   FUlt  ein  Strahl  so  ein 

yr- ^TA  d<^B"  ®'  parallel  sor   optischen  Aze  gebrochen 

y^iK         /    \  wird ,   so  geht  er  einfach  duroh ,   und  es  ent- 

/^         \\  X  \         spricht  ihm  das  BreohungsverhUtnisB  1,654,  — 

Vt?  \^?^a,  \        in  jedem  andern  Falle  dagegen  theilt  sich  der 

\  ^S;  \  \       gebrochene  Strahl  so,  dass  dem  einen  Theile,  wel- 

\  .''  ''>A /      eben  man  den  Mwdbnllcbeii  nennt,  noch  das- 

\    ^''          ;\     X  selbe  Brechungsverh&ltniss,  dem  andern  aasaer- 

^ ^^  yewohiillcheii  aber  ein  um  so  kleineres  ent- 

spricht, je  weiter  er  von  der  optischen  Axe 
abweicht,  —  ein  Icleinstes  1,488,  wenn  er  au  derselben  senkrecht  durchgeht 
Aehnliche  VerhUtnlsse  celgen  sich  beim  Anatas,  Korund,  Smaragd,  etc.; 
dagegen  gibt  es  auch  Krystalle,  wie  Amethyst,  Bergkrystall ,  Zirkon,  etc., 
bei  welchen  dem  aussergewöhnllcben  Strahle  das  grössere  DrechongsverhUt* 
niss  entspricht.  Die  Undulationstheorie  hat  diese  Erscheinungen  als  Folgen 
davon  nachgewiesen,  dass  die  ElasticlUt  des  Aethers  in  diesen  Krystallen 
nach  verschiedenen  Richtungen  verschieden  ist,  und  dadurch  eine  Zerlegung 
der  Schwingungen  nach  der  Richtung  der  grdsaten  und  kleinsten  Elasticitit 
bewirkt  wird.  —  Die  Doppeltbrecbung,  deren  im  Texte  erwfthnte  Anwendung 
sur  Bestimmung  der  VergrösseruDg  Ara^  au  verdanken  ist,  findet  sich 
suerst  in  „BartbolInnSt  Ezperimenta  crystalli  islandici  disdiaclastici  quibus 
mira  et  insoHta  refractio  detegitur.  HavnisB  1660  in  4.^  beschrieben,  und  wurde 
dann  bald  darauf  auch  duroh  Habens  in  seinem  283  crw&hnten  Trait^  ein- 
liaslieh  behandelt.  Aus  neuerer  Zeit  sind  namentlich  noch  die  Schriften 
nilalns,  Theorie  de  la  double  r^fraction.  Paris  1810  in  4.,  —  Blat»  Sur  la 
nature  des  forces  qui  partagent  les  rayons  lumineux  dans  les  cristanx  doute 
de  la  double  r^fraction  (M^m.  de  PInst  1813 — 1615),  ^  Freanel»  Memoire 
sur  la  double  r^fraction  (Möm.  de  l'Acad.  1827),  —  etc.^  au  erw&hnen. 

S98«  Die  PolariMtiOD.  Wenn  ein  Lichtstrahl  unter  einem  Winkel 
von  54 V2®  auf  einen  geschwärzten  Olasspiegel  einfällt,  so  erhält 
er  durch  die  Reflexion  verschiedene  Eigenschaften,  die  ihm  den 
Namen  eines  polarisirten  Strahles  zugezogen  haben:  Fällt  er  unter 
gleicher  Neigung  auf  einen  zweiten  Spiegel  ein,  so  wird  er,  je 
nachdem  die  neue  Einfallsebene  zu  der  ersten  parallel  oder  senk- 
recht steht,  nocli  oder  nicbt  mebr  reflectirt,  —  fällt  er  auf  einen 
doppeltbrechenden  Körper,  so  erleidet  er  nur  die  ffewVbnllcbe 
oder  nur  die  onsewSbiillcbe  Brechung,  je  nachdem  der   durch 
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ihn  und  die  Hsnptaxe  gehende  Hanptschnitt  znr  Beflexionsebene 
parallel  oder  senkrecht  steht,  etc.  Die  Undnlationstheorie  hat  nnter 
der  Annahme,  dass  längs  einem  polarisirten  Strahle  einander  parallele, 
zur  Fortpflanzungsrichtong  senkrechte  Vibrationen  statt  haben,  auch 
diese  Erscheinungen  als  nothwendig  nachgewiesen. 

Gibt  man  den  Ewei  Spiegeln  A  und  B,  welcke  am  Beslea  ans  sehwar» 
sem  nur  oberfliehlich  Bpicgelndem  Obsidianglaee  bestehen,  eine  Neigong  toh 

90— ö4Va  =  3ÖV,«   gegen    die   Aze    ab 

>V    der   Rölire,    an  welchen   sie   angesteckt 

Bind,   steUt  B||A,   nnd  Uaat   einen  ge- 

wöhnliehen  LichtatraU  ao  anf  A  einfhllea, 

daaa  er  nach  ab  anf  B  fUlty  ao  wird  er 

Ton  B  ohne  merklichen  lichtveriuat  reHec- 

ürt;   dreht  man  sodann  die  Hfllse  Ton  B 

nm  ab,  ao  teigt  sieh  ein  immer  grSaaeicr 

liehtrerlnai,  nnd  irenn  die  Drehnng  bis 

90*  ngeoommen  hat,   ao  wird  gnr  kein 

licht  mehr  icflectirt;  wird  die  Drehnag 

noch  weiter  fortgesettt,  so  nimmt  bia  180*  die  Intensität  wieder  na,  daaa 

nenerdinga  ab,  —  etc.,  gaas   eotsprecliend  dem  im  Texte  Oeaagtes.    Der 

Spiegel  A   hei5st  poUriaireod  oder   Palariaator*   ^   B  aaalyaireBd   oder 

Palariacsy»  —  die  Lage  der  Einfallsebene  anf  B  bei  Tollatladiger  RelexioB 

F»laHflatla«aebcilc.  —  Liest  man  einen  Lichtatrahl  nnler  dem  Winkd 

▼on   54  Vt*   snf  «^as  Slala  A   panOlelcr 
Glaa-  oder  Glimmeriflattoa  foUea,  ao  wird 
ein  TheÜ  reflectirt,  ein  anderer  gerochen. 
Fingt  asan  die  beiden  TheQe  be  «ad  de 
mit  swei  andern,  aa  A  parallelen  Sinlea 
B  nnd  C  anf,  ao  wird  b  e  reflectirt^  aber 
nicht  durchgelassen,  —  de  dnrchgelaasm, 
aber  nicht  refleeürt;   dr^t  asan  dagcgea 
B  nnd  C  nm  be  nnd  de  je  nm  90*,  so  wird  nmgekekrt  bc  dnrchgelaascn 
nnd  de  reflectirt,  so  dass  die  Polarisationsebene  flr  be  aut  der  Einfolls- 
ebene  snsammenf&llt,  fBr  de  an  ihr  aenkrecht  steht,  oder  be  nad  de  cal» 
g>i|fgantitil  p^lariaiH  sind.  So  sind  anch  die  beiden  ana  einem  Doppel- 
spath  anstret enden  Lichtstrahlen  entgegCDcecetit  polansirt,  —  der  gew6hnUche 
im   Hanptschnitte ,   der  anssergewöbnliche  senkrecht  an   demselbea,  —  nad 
wenn  man  sie  durch  einen  iweiten  Doppebpath  anffiagt,  so  g^t  bei  paralleler 
oder  nm    ISO*  xerschiedener  Lage  der  gewShnliche  mir  gewOhnllck  nad  der 
aassergewC^hr liehe  nur  anssergewöbnlich,  bei  Drehncg  nm  90*  al»er  der  ge- 
wöhnliche nnr  ansaergewdhnlich  nnd  der 
aQsserfewiShnliche  nnr  gewöhnlich  dnreh, 
wibrend  in  allen  Zwischcalagen  beide  in 
beider    Weite,    aber    geachwacht    dwdK 
passxrea.    PexeichB«B  g  and  a  die  dnreh 
^        ^      den  er^cn  I>oppelspeth  geaehenaa  Bilder 
^  ^  ^    eiaes  Pnectes,  so  erhUt  asan  flr  die  Ter- 

•  % «         ^         U5       i»a      ^i^jedenen  Stellungen  den  iweiten  die  in 

beistehender  Ft|:«r  sn^edouteten  Tsrietiten.  —  Gerade  dnreh  diese 
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naiigen  am  Doppelspathe  werde  sciioii  Ha^eni  auf  die  PolariBation  des 
Lichtes  aufmerksam;  aber  ilire  Oesetxe  traten  erst  su  Tage,  als  Malus  in 
der  297  erwfthnten  Abhandlung  die  Polarisation  durch  Spiegel  lehrte,  und 
Brewster  bald  darauf  in  seiner  Abhandlung  ^Laws  whidi  r^pilate  the 
Polarisation  of  light  by  reflection  (Phil.  Trans.  1815)^  unter  Anderm  nach- 
wies, dass  die  Tangente  des  Polarisationswinkels  dem  Brechungsezponenten 
des  Mittels  gleich  sei,  oder  also,  da  aus 

Tgp  =  n        und         ^,    l  =rn        sofort        b  =  90»  — p 
^^  öin  b  ^ 

folgt,  der  unter  dem  Polarisatlonswinkel  refieotirte  Strahl  (bc  In  Fig.  2)  su 
dem  gebrochenen  Strahle  (bd)  senkrecht  stehe.    Seither  ist  die  Polarisation 
des  liichtes  sehr  eingehend   stndlrt  worden,  so  s.  B.  von  Arag«  in  seinen 
Abhandlungen    „Sur   une   modification   remarquable   qu'^prouvent  les  rayons 
lumineux  dans  leurs  passages  k  travers  certains  corps  diaphanes  et  sur  quel- 
ques autres  nouv.  phönomönes  d'optique  (Mto-  de  l'Inst  1811)^  und  „Sur 
Taction  que  les  rayons  de  lumiöre  polaris^s  exerceot  les  uns  sur  les  autres 
(Ann.  de  phys.  1819)",  —  von  Blot  in  sahlreichen  Abband lungen,  von  denen 
besonders  diejenige  „Sur  les  rotations   que    certaines   substances   impriment 
aux  axes  de  polarisation  des  rayons  lumineux  (M^m.  de  l'Acad.  1819}^  her- 
voriuheben  sein  dürfte,  —  von  Freanel»  dessen  wichtigste  Abhandlungen 
schon  in  296  und  297  angeführt  wurden,  —  von  Hertebel»  neben  dessen  in 
283  oitirter  Theorie  des  Lichtes  beispielsweise  noch  die  Abhandlung  „On  the 
action  of  crystallised  bodies  on  homogeneous  Lght  (Phil.  Trans.  1820)^  an- 
geführt, und  sugleich  bemerkt  werden  mag,  dass  ihm  (s.  Gehler  VII  786)  die 
Einftthrung  der  aus  zwei  parallel  zur  Axe  geschnittenen  Turmalinplatten  be- 
stehenden  TnrBiallBEanye   zur   Untersuchung   von   Kry stallplatten   suge- 
sohrieben  wird,  —  von  Karl  Michael  Marx  (Carlsruhe  1794;  erst  Lehrer  bei 
Pestalossi  in  Yverdon,  dann  Professor  der  Physik  und  Chemie  su  Braun- 
Bchweig),  dem  ebenfalls  Manche  die  Erfindung  des  letst-erwähnten  Polari- 
sationsapparates   susehreiben,  —  von  William  ]¥lc«l  (1768?  ~  Edinburgh 
1861;  Lehrer  der  Physik  in  Edinburgh),  in  dessen  Abhandlung  „A  method 
of  increasing  the  divergence  of  the  two  rays  in   calcareous  spar,  so  as  to 
produce  a  Single  Image  (Jameson's  Joum.  1828)'*  das  nach  ibm  benannte,  aus 
einem  nach  daj  |Jcb|  (vergl.  297  Fig.)  abgescbliffenen,  senkrecht  zum  Hanpt- 
scbnitte  und  su   dsj   zerschnittenen,  und  mit  einer  Schichte  von  dem  stark 
brechenden   Canada- Balsam   wieder  gekitteten   Kalkspathe   bestehende,   den 
gewöhnlichen  Strahl  an  der  Scbnittflitcbe  ablenkende  Prisma  beschrieben  ist, 
das  jetzt  bei  keinem  Polarisationsapparate  fehlen  darf,  —  von  Ludwig  Fried- 
rich  Wilhelm   August  Seebcek   (Jena   1806  —  Dresden  1849;    Sohn  von 
Thomas  Johann  in  817;   Lehrer  der  Physik  zu  Berlin,   dann  Director   der 
technischen  Bildungsanstalt  zu  Dresden),  vergL  dessen  „Observatlones  circa 
nexam   intercedentem   inter    curporum   lucem   simpliciter    refrlngentium    vim 
refringentem  et  angulos  incideotin  sub  quibus  luminis  ab  illorum  superficiebus 
reflexi  polarisatio  fit  perfectisaima.   Berol.   1880  In  4.,  —  von  Franz  Ernst 
BeuBiann  (Ukermsrk  1798;  Professor  der  Physik  und  Mineralogie  in  Königs- 
berg), der  unter  Anderm  eine  „Theorie  der  elliptischen  Polarisation  durch 
Metalle  (Pogg.  AnnaL  1832)  schrieb,  —  von  Joh   Oottlieb  Clirlstian  NirrcBi« 
berg  (Putsenbach  in  Rheinpreuesen   1787  —  Stuttgart  1862;   Professor  der 
Mathematik  und  Physik  su  Darmstadt  und  Tübingen),  der  nam<nüiek  den 
PoUrisationsapparat  vervollkommnete,  -^  etc. 
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XXX.  Die  WInelehn. 

9B9.  Das  Wesen  der  Wime.  Die  sog.  Wärme  ist  mit  dem 
Lichte  verwandt  und  häufig  verbunden,  strahlt  wie  dasselbe,  wird 
nach  denselben  Gesetzen  reflectirt  und  gebrochen,  —  ja  in  neuerer 
Zeit  ebenfalls  nicht  mehr  als  Stoff,  sondern  als  eine  Bewegungs- 
form betrachtet  Das  Ausstrahlungsvermögen  warmer  Körper  hängt 
von  ihrer  Beschaffenheit  ab,  und  nimmt  namentlich  mit  der  Rauhig- 
keit ihrer  Oberfläche  zu. 


Fttr  die  Wärmelehre  vergleiche:  „LaaibeH*  Pyrometrie.  Berlin  1779  in 
4.,  —  Benjamin  Thompson,   Graf  von  Ramfard  (Rnmford  in  Massachusetts 
1753  —  Antenil   bei  Paris   1814;    erst  Schukneister ,   dann   Militlr,   suletzt 
Privalgelehrter  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris ;  vergl.  Cnvier,  Eloges  II), 
Mtooires  snr  la  chaleur.  Paris  1804  in  8^  —  John  Eicaiie  (Largo  in  Schott- 
land 1766  —  Coates  bei  Largo  1832;  Professor  der  Mathematik  and  Physik 
ra  Edinburgh) ,  Ezperimental  inquiry  into  the  nature  and  properties  of  best. 
London  1804  in  8.,  ^  Pierre  Prev«ct  (Genf  1751  —  Genf  1839;  Professor 
der  Philosophie  nnd  Physik  in  Berlin  nnd  GenQ,   Da  calorique  rayonnant 
Gen^e  1800  in  8.   (Suppl.  1832),  und:   Deox  trait^  de  physique  m^aniqne, 
comme  simple  ^tenr  da  premier  (par  G.  Lu  Lesage)  et  comme  antenr  da 
second.   Genive  1818  in  8.,  —  Fovriert  Theorie  analytiqae  de  la  cbalear. 
Paris  1832  in  4^  —  Sadi  Camot  (Pans  1796  —  Paris  1832;  Sohn  des  Eltern 
Gamet  in  4.,  etc.;  Ingenieurhauptmann) ,  Reflexions  sur  la  puissance  motrice 
dn  fen  et  sar  les  machines  propres  k  developper  cette  paissance.   Paris  1824 
in  8^  —  Jean-Claade-Eug^ne  Peclet  (Besannen  1793  —  Paris  1857;  Professor 
der  Physik  zn  Marseille  and  Paris),  Trait^  de  la  chalear  considiree  dans  ses 
applications  aaz  arts  et  manafactares.  Paris  1828,   2  Vol.  in  8.  (3  4d.  1860), 
—  P«Im«b>  Theorie  math^matiqae  de  la  chalear.   Paris  1835  in  4.   (Soppl- 
1837),  —  J.  R.  Mayer  (s.  4),  Bemerkungen  Aber  das  mechanische  Aequi- 
valent  der  Wärme.   Heilbronn  1851  in  8.,   und:   Die  Mechanik  der  W&rme. 
Stuttgart  1867  in  8.,  —  Zcaaert  GrundzQge  der  mechanischen  Wärmetheorie. 
Freiberg  1860  in  8.  (2.  A.  1866 ;  frans,  durch  Amthai  und  Cazln,  Parts  1869), 
-—  Gustav  Adolf  Him  (Logelbach  bei  Colmar  1815;  Civil ingenieur  in  Logel* 
bach),  Exposition  analytique  et  exp^rimentale  de  la  th^orie  m^canique  de  la 
chaleur.   Paris  1862  in  8.   (2  ^d.  in  2  Vol.  1865—1868),   —   TyBdall,   Heat 
considered  as  a  mode  of  motion.  London  1863  in  8.  (2.  ed.  1865;  frans,  von 
Moigno,  Paris  1864;   deutsch  von  Helmhol tz  und  Wiedemann,   Brannschweig 
1867),   —   Ciaaslos*    Abhandlungen    aber   die   mechanische    W&rmetheorie. 
Brannschweig  1864—1867,  2  Abth.  in  8.,  —  Charles-Pierre-Math iea  C«Bibe« 
(Gabors  1802;  Professor  an  der  £cole  des  mines  und  Mitglied  der  Academie 
SU  Paris),  Expos^   des  principes   de  la  th^orie  m^canique   de  Ia  chaleur  et 
de  ses  applications  principales.   Paris  1^67  in  8.,   —   Brlat»   Theorie  n^ca- 
nique  de  la  chaleur.  Paris  1869  in  8.,  —  etc.^  —  Fftr  die  Geschichte  nnd  die 
ersten  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie   vergleiche   die  folgenden 
8&txe  nnd  namentlich  806. 

MM«  Die  Wimelaitang.  Das  Verhalten  der  Körper  gegen  das 
Durchlassen  der  Wärmestrahlen  weicht  von  dem  gegen  die  Licht- 
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dtrahlen  bedeutend  ab.  Ein  sehr  dlatbermaner  Körper  ist  z.  B. 
das  Steinsalz,  während  der  fast  gleich  durchsichtige  Alaun  schon 
bei  sehr  geringer  Dicke  alle  Wärme  absorbirt,  d.  h.  sehr  atberman 
ist  —  In  Beziehung  auf  das  durch  innere  Strahlung  bewirkte  Ver- 
breiten der  absorbirten  Wärme  in  einem  Körper,  theilen  sich  die 
Körper  in  gute  und  schlechte  Wärmeleiter.  Zu  den  erstem  gehören 
Metalle  und  Steine,  zu  den  letztern  Glas,  Kohle,  Wolle,  Erden, 
etc.  Von  unten  erwärmte  Flüssigkeiten  und  Gase  scheinen  bessere 
Wärmeleiter  zu  sein,  als  sie  wirklich  sind,  —  es  entstehen  nämlich 
Strömungen,  auf  denen  z.  B.  die  Luft-  und  Wasserheizungen  be- 
ruhen. 

Die  Luftbeicnng  boU  suerst  in  der  Jetzt  gebr&uchlichen  Weise  1702  der 
englische  Industrielle  Btrutt  zu  Belper  in  seiner  mechanischen  Spinnerei  ein- 
geftthrt  haben,  ~  in  gewisser  Art  scheint  sie  aber  schon  bei  den  Römern 
gebrlnchlich  gewesen  zu  sein;  sehr  empfohlen  wurde  sie  durch  nP^^^l  Tran- 
gott  Meisaner  (Medias  in  Siebenbürgen  1778 ;  Professor  der  Chemie  in  Wien), 
Die  Heizung  mit  erw&rmter  Luft  Wien  1821  in  8.  (8.  A.  1827)<^.  Die  Ein- 
führung der  Wasserheizung  wird  Jakob  Pcrklna  (1766?  ~  London  1849; 
erst  Kupferstecher  in  Philadelphia,  dann  GlTilingenieur  in  London)  rage- 
sehrieben. 

SOI»  Die  Audehniing.  Da  für  ein  kleines  d  sehr  nahe  (1  -+  d)" 
=  l  +  nd,  80  kann  die  Volumenausdehnung  eines  Körpers  durch 
die  Wärme  gleich  dem  Dreifachen,  die  Flächenausdehnung  gleich 
dem  Doppelten  der  Längenausdehnung  gesetzt  werden.  Um  Letztere 
zu  messen,  kann  man  z.  B.  nach  dem  Vorschlage  von  Lavoisier 
und  Laplace  das  freie  Ende  des  zu  untersuchenden  ^  in  einem  Oel- 
bade  erwärmten  Stabes  auf  einen  Hebel  wirken  lassen,  mit  dem 
zugleich  ein  Femrohr  verbunden  ist,  dessen  Stellung  an  einer  ent- 
fernten Scale  abgelesen  werden  kann.  —  Hat  ein  Originalmaass 
seine  gesetzliche  Länge  1  bei  t®  C,  so  ist,  wenn  a  die  Ausdehnung 
der  Längeneinheit  für  P  C.  bezeichnet,  seine  Länge  bei  T^.C. 

L  =  l[l4-a(T  — t)]  1 

Wenn  man  somit  diess  Maass,  anstatt  bei  t®,  bei  T®  anwendet,  so 
findet  man  die  Entfernung  X  statt  x,  so  dass 

x.l  =  X.L         oder         x  =  X  [1  +  ä(T  — t)]  S 

Um  eine  Uhr  gegen  die  (nach  255)  schädliche  Einwirkung  der 
Wärme  auf  die  Pendellänge  zu  compensiren,  ersetzt  man  entweder 
nach  Graham  die  Linse  durch  ein  Gefäss  mit  Quecksilber,  oder 
unterbricht  nach  Harrison  die  Pendelstange  durch  einen  Rost  (s. 
Fig.),  bei  dem  die  nach  oben  wirkenden  Stäbe  z  aus  einem  Metalle 
(z.  B.  Zink)  bestehen,  das  sich  bedeutend  stärker  als  das  Metall 
der  Pendelstange  (meist  Eisen)  ausdehnt.  —  Bezeichnen  v  und  v^ 
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die  Volumina  eines  Gaaeft  bei  h  und  V  Zollen  BttioiaetenlHid,  t 

und  f  Centesimalgraden  Enrärmongi  ao  ist  sein  Yoloinen  bei  28"^ 
und  0« 

bT                     b'v'  ,              bT   _  1+at    ^ 


so  djMS 


28(H-at)        28{l-haf) Vy"        l-^atf 

das  auf  yerschiedene  Temperaturen  erweiterte  Mariotte'sebe  Gesetx 
ist  Da  a  =  0,003665  oder  nahe  =  1:273,  so  mnss  nach  3  far 
t  =  —  273*  C.  nothwendig  y  =  0  werden ,  nnd  man  kam  daher 
den  nm  273*  C.  unter  dem  Eisponete  liegenden  Ponct  nnbedenklick 
als  einen  jeder  Wärme  baaren  a>— latea  yallpMei  betnebtea. 


Die  Rost-CompeiiMtioB  soD  Qeurge  ISrafcam  (HonglUs  li  Ca^bcriaad 
1675  —  London   1751;   Ubrnuiclier  nnd  Mechaniker  in  London)  n^on  na 

1715  erfanden,  dnnn  aber  m  Onnstea  der  QnfrkiiHNT  Tmn 
e]  pensnUon,  von  welcher  er  in  der  Abhnndlans  ^  eontiiTBBce 

to  »Toid  the  irrcgnlnrities  in  n  clock"^  motion  oeeanftoaed  hj 
the  action  of  heat  and  cold  on  a  pcadnhim  rod  (PhSL  TnaM. 
1726)*^  Kaairicht  gab,  wieder  Terlaaaen  haben.  Se  wvde 
sodann  von  John  Hanisaa  (Fonlby  1693  —  Loadoa  1776; 
Vhrmacher  in  London),  mnthmaaalich  ohne  Toa  QtahaB*i 
IHUierer  Idee  an  wiaaen,  anigcnonunen,  nnd  in  der  jeCil  ge- 
hriaclillchen  Fonn  etwa  1725  in  die  Pendeluhren  cingefShrt,  —  voa  dem 
aielehen  Manne,  dem  ea  nach  cnerat  gelaas,  durch  die  Kilflumia  elaer  aas 
Suhl  nnd  Meeaina  snaanimengeaetsten  Feder  die  ünmhe  der  tragibaica  Uhren 
an  compenairen,  nnd  aie  ao  an  wirklichen  Chronomeleia  an  erheben.  —  B^ 
aeichaen  p  nnd  v  ExpanaiTkiaft  nnd  Volumen  eines  Onaea  bei  0*  Wlxma  nad 
aoll  daaaelbe  entweder  bei  gleichein  Yohunen  doppelte  Esqmaaivknfl  oder  hd 
girlArr  Bzpanairkraft  doppeltea  Volumen  erhalten,  ao  mmm  eatspiechead  S 

P(l  +  «0  =  5p  oder  T(l-f«t)=:tv 

werden,  alao  in  beiden Flllen  «t  =  l  oder  t=  V«  =  <''3*=sa  ssin,  wofirSla 

b.v:b'.v*=(a4-t):(a  +  t0  4 

abergeht,  ao  daaa  daa  Prodnct  ans  Druck  nnd  Volumen  der  ubw^ntaa  TeoH 
peratar  proportional  ist.  —  Anhangtweoe  mag  noch  der  von  Jeainh  Wc4- 
^■aa*  (Bnxalem  in  Staffordshüe  1730  —  Etnma  bei  Kewcaatle  1795;  Töpfer) 
sur  Measung  sehr  hober  Temperataren  erfandene  f  juaMStaa  erwihat 
werden,  der  auf  der  Annahme  beruht,  daaa  Thon  proportional  der  Bitte 
schwiade;  PalaBl^  nnd  Alezia-Th^r^se  r^llt  O"«««»«!  i?^!  —  Buia  1320; 
Professor  der  Physik  in  Paris)  haben  ihn  durch  den  aog.  CtiwilliielhlillffT 
»atar»  ein  i.  Bl  bei  0  und  100«  mit  QneckaUber  gefUltea,  nnd  beide  Male, 
sowie  sodana  bei  jeder  Temperaturbestunmnng  gcnnn  abgewogeaea  GeOst 
Büt  engem  Halse,  —  PaalUct  aber  durch  eine  Art  l^afMkaraMMelir 
(vergl.  da^nige  Ton  OalUei  ia  247)  mit  Platinkngel  an  eraetsea  gtancht,  ^ 
nnd  Leonhard  Blnaer  (Neusudt  in  Oberschleaien  1302;  Lehrer  der  Chemie 
nnd  Arcani»!  der  k.  Porsellanfabrik  in  Berlin)  soll  auf  ähnliche  Weiss  ge- 
hinden  haben,  dass  wlhrend  des  aw51£stflndigcn  Ontofenfraers  achoa  bei 
einer  Temperatur  von  2000  bte  2500  Graden  die  meiataa  Geatafae  and 
aleh    voUst&ndig  Tvrflttchtigen,   so   dnaa  asaa  Tielletehl  (a  IM)  etwft 


Temperatur  auf  der  Sonne  vermuthen  dftrfle. 


h 


»'x. 
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^^.  ^ilsoho  Wlrme.   Die  Wärmemenge,  welche  die  Ge- 

^^^  "ser  von  0®  (ein  Balogramm)  erfordert,  damit  die 

\^  steige,  nimmt  man  als  Wärmeeinheit  oder  Ca- 

'^        s  sodann  die  in  dieser  Einheit   ausgedrückte 

'\  ,/W  *gend  ein  anderer  Körper  erfordert,  damit 

'■^  %y^  'chtseinheit  desselben  um  1^  steige,  seine 

'^\  Elffenwftrme«  —  Taucht  man  einen 

"»  s,  des  Gewichts  g  und  der  Tem- 

\-      '       •  /  "^x  der  Temperatur  tj,  so  hat  man, 

'  •',   ^  nd  T  die  durch  die  Ausgleichung 

oder         8  =  -\ — ^^- 

g(ti  — t) 

^liich  strenge  genommen  bei  allen  Körpern, 

.iüsche  Wärme  bei  constantem  Volamen  und 

jtantem  Drucke  zu  unterscheiden,  je  nachdem  man 

vVärmezuführung  das  Volumen  der  Masse  constaht  erhält, 

^  indem  man  zwar  dem  Körper  eine  Ausdehnung  gestattet,  dabei 

aber   den   von    aussen   stattfindenden  Druck   constant  erhält.    Für 

atmosphärische  Luft  ist  z.  B.  die  specifische  Wärme  bei  constantem 

Volumen  0,1687,  und  die  bei  constantem  Drucke  0,2377. 

Bei  Bestimmung  der  speciflscheo  Warme  einer  Reihe  fester  Körper  fanden 
INleiiy  und  Petit  das  merkwflrdige  Gesetz,  dass  das  Product  der  speci- 
ftsehea  Wirme  eines  KOrpers  in  sein  Atomge'wicht  nahesn  eine  constante 
OrOaae  ist;  Tergl.  ihre  Ahhanditing  ^Recherches  sur  quelques  points  impor- 
tans  de  la  th«orie  de  la  chalenr  (Annal.  de  phys.  1810)^ 

SOS»  Die  gebmdene  Wime.  Während  ein  Körper  in  einen 
hohem  Aggregationszustand  übergeht,  wird  alle  ihm  zufliegende, 
gewöhnlich  in  Calorieen  ausgedrückte  Wärme  zu  dieser  Formände- 
rung verbraucht,  d.  h.,  wie  man  sagt,  gebunden  oder  latent» 
—  eine  Vermehrung  des  Wärmezuflusses  hat  keine  Temperatur- 
erhöhung, sondern  eine  Beschleunigung  des  Processes  zur  Folge. 
Umgekehrt  wird  bei  Erniedrigung  des  Aggregationszustandes  eine 
entsprechende  Wärmemenge  Arel»  worauf  z.  B.  die  Anwendung  des 
Dampfes  zum  Heizen,  Kochen,  Waschen,  etc.  beruht.  —  Wenn 
ein  Körper  während  der  Wärmezuführung  sich  ausdehnt,  und  unter 
einem  äussern  Drucke  steht,  so  wird  während  der  Ausdehnung 
Arbeit,  sog.  floesere  Arbelt 9  verrichtet,  und  dieser  Arbeit  ent- 
spricht, nach  den  Ghnndsätzen  der  mechanischen  Wärmetheorie, 
eine  gewisse  Wärmemenge,  welche  rerscb windet«  Die  einer  Ca- 
lorie  entsprechende  Arbeit,  ein  sog.  mechanisches  l/Vflrme-Eqal- 
valenf,  beträgt  nahezu  424  Kilogrammeter. 
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Den  BegrÜT  der  Utenten  WInne  scheiat  Joteph  Black  (Bordorax  1728 
bis  Edinboig^  1799;  Professor  der  Chemie  sn  OUsgow  vnd  Edinburgh)  etwt 
1763  snerst  snigestellt  sn  haben.  Um  die  Benntsnng  der  beim  Niedersehlsges 
des  Dnmpfes  frei  werdenden  Wirme  mm  Heixen,  Kochen,  etc.  mnchte  sich 
neben  Romford  (vergl.  299)  besonders  Thomns  Tredlg«M  (Bnndon  bei 
Dnrhnm  1788  —  London  1829;  snerst  Tischler,  salelst  Civiliagenienr  in  Lon- 
don) verdient,  dem  man,  neben  einschlagenden  Versuchen,  nach  „Piinciplef 
of  warming  and  ventiUting  pnbUe  bnüdings.  London  1824  in  8.  (3.  od.  with 
appendix  of  T.  Bramah  1836;  deutsch  von  O.  B.  Kühn,  Leipsig  1826  vai 
1837)  verdankt  -^  Wenn  sich  in  einem  Cyllnder  von  1  Quadratmeter  Orsad- 
fliehe  ein  Kubikmeter  Luft  von  0*  unter  dem  Drucke  einer  Atmoephlfe  be- 
findet, so  muss  die  (nach  278)  1,293  Kilogramme  wiegende  Lull,  nm  doppelte 
Expansivkrafl  su  erhalten,  nach  301  am  273*  erwlimi  vrerdca,  aad  Ar  jedes 
Orad  und  jedes  KUogramm  bedarf  es  (302)  0,1687  Calorieea,  also  im  Gaafes 
die  W&rmemeDge  w  =  0,1687x273x1,293  =  59,55  Calorieea.  Soll  dage«:e9 
die  Lufl  auf  das  doppelte  Volumen  ausgedelmt  werden,  so  bedarf  es  swir 
(301)  noch  273«,  aber  für  jeden  Orad  und  jedes  KÜogrsmm  (302)  bis  auf 
0,2377  Calorieen,  also  die  Wlrmemenge  w'  =  0,2377c<  273x1,293  =  83,90 
Galorieen.  Der  Unterschied  w'  —  w  =  24,35  Calorieen  ist  demnach  notk- 
vrendig,  um  die  Ausdehnung  ohne  Vennindemng  der  Tcmpemtar  sa  be- 
wirken, und  dabei  ist,  weil  der  Kolben  um  ein  Meter  vora^ots  genehobca 
wurde  und  der  Druck  der  Luft  auf  einen  Quadratmeter  (273)  103S4  Kilo- 
gramme betrlgt,  die  Arbeit  gleich  10334  Kilogrammeter  aa  setian,  —  oder 
es  ist  also  das  Arbeitsequivalent  von  einer  Calorie  gleich  10334:24,35=424 
KUogrammeter,  wie  diese  J«Ble  (vergl.  PhiL  Mag.  1845,  1847)  aach  durtk 
directe  Versuche  daigethan  hat 

S04«  Die  TerduitUg.  Die  FlüBsigkeiten  gehen  schon  unter 
der  Siedehitze  in  den  expansibeki  Znstand  Aber,  jedodi  nnr  an  der 
Oberfläche,  —  sie  Terdonsieoi  dabei  wird  auf  Kosten  der  um- 
gebenden Körper  ebenfalls  Wärme  gebunden,  < —  es  entsteht  die  sog. 
VerdonntaiicakSlIe«  Anf  ähnliche  Weise  entsteht  beim  Hischen 
von  Schnee  mit  Salz,  —  beim  Auflösen  von  5  Th.  Salmiak  and 
15  TL  Salpeter  in  16  Th.  Wasser,  —  etc.,  eine  sog.  klbatllcie 
KSite*  —  Um  die  Spannkraft  des  Wasserdampfes  zu  messen,  UUst 
man  in  den  einen  zweier  Barometer  einen  Wassertropfen  steigen, 
und  beobachtet  die  verschiedenen  Temperaturen  entsprechenden  Ver* 
kürzungen  seiner  Säule;  für  höhere  Temperaturen  lisst  man  den 
Dampf  auf  ein  Manometer  (274)  wirken.  [XL] 

Durch  MlBcbuog  von  1  TbeU  Salmiak  nnd  S  TheOca  W«8«r  etUU  mMM 
nach  Willner  eine  Abkühlung  tou  -|-  10  auf  —  10*  C.,  —  M  llifcko]« 
▼on  1  Kilogramm  Schnee  und  ',.,  Kilogramm  Kochaala  eine  flSasiga  KaMe  dff 
Temperatur  — 11«  C,  —  etc. 

MMk  Aigist^  Hftknmtm  oi  iu  MtM^teht  MMip.  Be 

seichnen  t|  und  t^  die  Angaben  eines  trockenen  nnd  eines  benetsten 
Thermometers  bei  b"*  Barometerstand ,  e|  und  ef  aber  die  diesen 
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Temperaturen  entsprechenden  Spsnnkrfifte,  so  gibt  nach  Angast 

die  Spannkraft  des  io  der  Lnft  enthaltenen  Wasserdampfes,  wobei 
der  untere  Factor  anzuwenden  ist,  wenn  sich  das  benetzte  Thermo- 
meter mit  einer  Eüsrinde  überzieht;  E  heisst  alMiolate9  das  ge- 
wöhnlich in  Procenten  gegebene  Verhältniss  E:e|  aber  relative 
FeoelltIgkelU  —  Wenn  zwei  mit  Feuchtigkeit  gesättigte  Luft- 
massen  von  ungleicher  Temperatur  t|  und  t^,  also  auch  ungleicher 
Spannkraft  S|  und  s^,  zusammentreffen,  so  entspricht,  wie  Hutton 
lehrte  (vergl.  XI),  ihrer  Mischungstemperatur  T  =  Y8  (*!  +  *«)  ®^® 
Spannkraft  S<cVs(^  +  Si)y  ^i^d  es  findet  daher  ein  Niederschlag, 
sei  es  in  Form  einer  Wolke,  sei  es  als  Regen,  Schnee,  etc.,  statt; 
sind  sie  nicht  gesättigt,  so  werden  sie  zum  mindesten  feuchter. 
Aehnliche  Vorgänge  haben  statt,  wenn  eine  feuchte  Luftschichte 
über  einer  Nachts  durch  Strahlung  erkalteten  Stelle  der  Erde  liegt, 
und  dann  Thau  oder  Reif  absetzt,  —  oder  wenn  über  warmem 
feuchtem  Boden  oder  Qewässem  aufsteigende  Dämpfe  auf  feuchte 
Luftschichten  treffen,  und  Nebel  entsteht,  —  etc. 

Die  Hygrometrie  kann  man  als  durch  den  von  Lambert  gegebenen 
nSeiai  d'bygrom^trie  (Mto.  de  Berl.  1769,  1772;  deutsch,  Augsburg  1774—1776 
in  6.)**  begrtLndet,  und  als  durch  Banaanrc  (vergl.  280)  wesentlich  vervoll- 
kommnet,  beseichnen.  —  Das  von  John  Frederic  Daiilcll  (London  1790  — 
London  1S45;  Professor  der  Chemie  in  London)  in  seiner  Abhandlung  ^On  a 
aew  Hygrometer  (Quart  Joum.  of  Science  1820)^  beschriebene,  nach  ihm 
benannte,  und  sp&ter  von  Beynault«  vergl.  dessen  „Etudes  sur  l'hygrom^trie 
(Annal.  de  chim.  1845)^,  verbesserte  Hygrometer  bestimmt  die  Temperatur, 
bei  welcher  sich  Jewellen  Thau  nlederschl&gt,  und  daraus  (XI)  die  Spann- 
kraft des  gleichseitig  in  der  Luft  vorhandenen  AVasserdampfes ,  —  ist  aber 
leider  fast  nur  in  eigentlichen  Observatorien  verwendbar,  w&hrend  der  von 
Smst  Ferdinand  Angast  (Prenalan  1796;  Professor  der  Mathematik  in  Berlin), 
▼ergL  dessen  Schriften  nlJeber  die  Anwendung  des  Psychrometers  sur  Hygro- 
metrle.  Berlin  1828  in  4.,  und:  Ueber  die  Fortschritte  der  Hygrometrie.  Berlin 
1830  in  4.^,  eingeführte  und  im  Texte  beschriebene  Psychrometer,  sich  rwar 
allerdings  eher  für  meteorologische  Stationen  eignet,  dafür  aber  bei  raschen 
Temperaturwechseln  in  der  N&he  des  NuUpunctes  suweilen  Überschnappt 
"—  Beispielsweise  nug  angefahrt  werden,  dass  sich  1861  VIH  16  su  Interlaken 
un  2^  bei  b=:  712,8"*  die  Ablesungen  t|S=d0^4  und  t,  es  20^6  ergaben, 
welchen  (IX)  01^82,29"*  und  e^^  18,62"*  entsprechen;  also  hat  man 
nach  1 

X  =  18,62  —  0,000804  X  9,9  X  712,8  =  12,86"-         -  -  =  ^^ = 40% 

e|        odjZu 

«nd  dasselbe   wflrden  wir  erhalten  haben,   wenn  wir  1,  gestfttst  auf  die 

Begnaulfschen  Versuche,  die  Formel 


_      _P,0008001 

"•*•      10,000691/^^      ^^' 


tt 
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substitniri  hätten.  —  Ausser  den  von  Aa^sl  in  Beiner  bereits  eitirten  Scknft 
gegebenen  Tafeln  kann  man  aur  Abkflrznng  der  Rechnung  auch  „Hefmaca 
Salüe  (Potsdam  1830),  Psyehrometertafeln,  welche  den  Dnnstdrack  «ad  die 
lelatiTe  Feuchtigkeit  fOr  Zebntelgrade  beider  Thermometer  des  Psjchrometer'a 
enthalten.  Cöthen  1866  in  4.,  —  Ludwig  Friedrich  Kiflits  (Treptow  is  Pommer« 
ISOl  -^  Petersburg  1867;  Professor  der  Physik  in  Haue  vnd  Dorpal,  saletzt 
Birector  des  physikalischen  Centralobsenratorinms  in  Petersburg),  Tafeln  lur 
Berechnung  und  Rednction  meteorologischer  Beobachtungen.  Dorpat  186S  in 
4^  —  etc^  benutzen.  —  Will  man  nur  die  relative  Feuchtigkeit  in  Procectrn 
berechnen ,  und  ist  der  Barometerstand  b  ^  760  —  ^  b,  so  kann  mmn  nach  1 
oder  3  dieselbe 

.=  100.''  — ^''-^^^'^-^"^^A  +  B.^;-  S 

setxen«  wo  m  den  8  oder  7  Zehntansendstel  betragenden  Erfahrnngsfactor  be- 

aeichnet«  A  die  Feuchtigkeit  bei  760"*  und  B  den  Znschlag,  welchen  sie  f5r 

100""  Abnahme  des  Barometerstacdes  erleidet    Die  Tafel  XI  ^  gibt  in   eio<*r 

f&r  die  meisten  Fklle   hinreichenden  Ansdehnnng  ftr  die  Argvmente   t,    nrd 

t|  —  t,   diese  A  (in  grosserer)   und  B  (in  kleinerer  SchriA) ,    nnd  nan  erhllt 

I.  B.  nach  derselben  ftlr 

l,=rl*^        t,  =  — R5        b  =  677,9~        also         I,  — t^s-i^S         l^h  =  <t 

ohne  Mfthe 

e  =  52,0-!-4.0^2  =  5ö\ 

Ffer  weitere  AnsfQhnuig  der  zweiten  Abtheilcng  dea  Textes  vefgL  391. 


Btr  Ba^firack.  Wenn  bei  Terdanstenden  oder  siedenden 
Flüssigkeiten  die  entstehenden  Dünite  oder  Dämpfe  nicht  wegge- 
schafft werden,  so  entsteh:  nach  kurzer  Zeit  ein  Gleichgewicht 
zwischen  der  ExiAcsivkmr:  der  Dünste  oder  Dämpfe  nnd  dem  auf 
der  Flüssigkeit  mher.ien  Drucke:  Solche  Dämpfe  sind  gesättigt 
oder  saturirt.  Bei  vemehrrem  WÄrniez^idass  nimmt  dann  einerseits 
die  Flüssi^rkei:  eine  hhere  Trrsreratnr  an,  nnd  anderseits  eireich^fn 
die  Dünste  cylcr  Därt^.ire  eine  h.here  Exiansivkraft,  —  so  bei  dem 
so;är.  F*:nniani>chea  Torfe.  —  Wenn  1  KiL  Wasser  Ton  U*  Tem- 
j>eratur  unter  dem  der  Te!i:ierar:ir  t  entsi  rechenden  Dampfdrücke 
erhalten  und  erwjkm::  wird,  so  geht  seine  Temperatur,  ehe  die 
l>Mnyt"b:Mr.rc  b^^nnt.  *if  t  über.  D.'e  Wirmeoerse,  welche 
hie  bei  dem  Wasser  zuiriruhre:!  ist  Flissi^keftswänae  ,  beträgt  nach 
Re^:na.ilt 

Bei  »eiterfr  WjLrrjL^i'JLtlihr::^^  S^ht  das  Wasser  in  Dampf  über 
urd  h;:bei  üSfrw-v.tet  Ae  Misse  wihr^fnd  der  Vo?:inienvergrr»>se- 
rurc  einen  äuj^serti  IVuck.  verr!^!:^:  alio  Arbeit.  I>t  dieser  Druck 
cv*:xst;in:,  so  •>;  de  d  e<er  ArSei:  en:-i recher ie  Winnemen^e  L 
^Auss^fre  !at5rn-e  WjLrr.v.'  *  d.e  cjuri  der  icecbinischea  Wärmetheorie 
hiebet  \erschmr;.:et*    tM.j.  Ze.ier    rrv?  l  KiL  rerdamifte«  Wasser 
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Diejenige  Wärmemenge  p,  welche  1  Eil.  gesättigter  Wasserdampf 
mebr  enthält  als  1  Eil.  Wasser  von  gleicher  Temperatur  t  (innere 
latente  Wärme  nach  Zeuner)  ist 

p  =  575,40  — 0,791.  t  S 

Die  beiden  Werthe  L  und  g  zusammen  geben  den  Werth,  den  man 
gewöhnlich  (vergl.  303)  kurzweg  latente  üVUruke  (Verdampfungs- 
wärme nach  Clausius)  nennt.  Die  Summe  q  +  L  +  P  ist  die  sog. 
Gesammtwflmie  H,  welche  man  1  Eil.  Wasser  von  0^  zuführen 
muss,  um  es  unter  constantem  Drucke  in  gesättigten  Dampf  von 
i»  zu  verwandeln,  und  für  welche  man  auch  (nach  Begnault) 

H  =  606,5 -f  0,305 .  t  4 

hat.  Das  Volumen  y  der  Gewichtseinheit  (1  Eil.)  gesättigten  Wasser- 
dampfes findet  sich,  wenn  p  den  Druck  des  Dampfes  pro  Quadrat- 
meter bedeutet, 

V  =  424  —  +  0,001  Cubikmeter  S 

P 
oder  einfacher  nach  der  Formel  von  Zeuner,  die  zugleich  für  Ober- 

bltxten  Wasserdampf  gilt, 

pv  =  BT  — Cfp  • 

wo  T  =  273H-t  und  p  in  Atmosphären  einzusetzen  ist,  die  Con- 
stanten aber  B  =  0,0049287 ,  C  =  0,187815  sind.  Die  Dichtigkeit 
y  des  Dampfes  oder  das  Gewicht  von  einem  Cubikmeter  ist  end- 
lich y  =  1 :  V.  [XI.] 

Die  399  vorläufig  berührte  mechamsche  W&rmetheorie  beruht  auf  iwei 
Haupts&tsen,  dem  Satze  von  der  AeqnlFaleos  von  Wttrme  nnd  Arbeitt 
und  dem  8aUe  von  der  Aequlvalena  der  Verwandlnngeii  i  Der  erste 
dieser  Sitae,  der  eich  schon  in  803  angedeutet  findet,  und  den  Mayer 
(vergl.  299)  in  seinen  „Bemerkungen  Aber  die  Krftfte  der  unbelebten  Natur 
(Llebigs'  Annalen  1842)<<  suerst  deutlich  ausgesprochen  hat,  Iftsst  sich  ana- 
lytisch durch  die  Gleichung 

dQ  =  dU  +  A.dW  =  dü  +  A.p.dv  9 

ausdrucken,  wo  Q  die  einem  Körper  wahrend  seiner  Zustands&nderung  mitf- 
getheilte  W&rmemenge  beieichnet,  —  U  die  von  Cianslos  in  seiner  Abhand- 
lang „üeber  die  bewegende  Kraft  der  WArme  und  die  Gesetse,  welche  sich 
daraus  fttr  die  Wlrmelehre  selbst  ableiten  lassen  (Pogg.  Ann*l  1850)'^  ein- 
geftthrta  Summe  der  vom  Körper  aufgenommenen  freien  und  der  au  innerer 
Arbeit  in  demselben  verbrauchten  W&rme,  ffir  welche  W.  Themeen  (Phil. 
Mag.  1856)  den  Namen  Energie  des  Körpers  vorgeschlagen  hat,  —  A  das 
Wirmeequivalent  eines  Kilogrammeters,  oder  das  (vergl.  303)  V414  einer 
Calorie  betragende  sog.  ealerlsehe  AeqnlFalent  der  Arbeitt  —  nnd  W 
endlich  die  w&hrend  der  Zustands&nderung  gethane  Äussere  Arbeit,  deren 
Element  man  bei  sog.  umkehrbarem  Processe  auch  gleich  dem  Producta  aus 
dem  Drucke  p  auf  die  Fl&cheneinheit  und  dem  entsprechenden  Elemente  dv 
der  Volnmenvermehrung  gleich  setzen  kann.  —  Der  swelte  der  angeführten 
6|ltae  findet  sich  schon  bei  Ceniet  in  der  299  citirtep  Schrift,  sowie  darauf 
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gesttttat  In  der  Abbaadlimg  „B^oib-Piem-EmOe  Cfapt^yi—  (Pmv  1799: 
Professor  an  der  £cole  des  ponto-ei-ehMiaa^eft  in  P^ns],  M^HMii«  cor  1» 
puissance  moirice  dn  fen  (Jonxn.  de  Tee  polyt  Nr.  33,  1834)  eBgedeotet: 
nsmenüich  aber  hat  Um  OaasiBS  in  seiner  Abhandlung  „üeber  eine  Ter- 
inderte  Form  des  aweiten  Hanptsataes  der  mechanischen  Wlrmethcorie  (Pog^- 
AnnaL  1S64)"  deutlich  ausgesprochen:  Er  beruht  auf  der  AnnahMii,  daea  die 
Wlrme  die  kleinsten  Theile  der  Körper  Ton  ^^■■^t  su  entfenen,  Ihre  log. 
Ma^r«gttti«B  SU  vermehren  suche,  und  dass  sie  dabei,  ▼  und  p  propor- 
tionale, innere  und  äussere  Widerstlnde  su  überwinden  habe,  also  Wsnse 
in  Werk  umgewandelt  werden  mftsse,  —  besagt,  dasa  bei  einem  «ach  sa- 
kehrbaren  Kreisprocesse  die  algebraische  Summe  aller  dieser  YerwandluBges 
gleich  Null  sei,  —  und  lasst  sich  analytisch  durch  die  Oleieknnc 

*^  =0  oder  dQ:=T.dS  • 


; 


T 

ausdrücken,  wo  Q  die  firtthere  Bedeutung  hat,  —  T  =  373*  + 1  die  (nach  801} 
dem  Producte  p.T  proportionale  absolute  Temperator  des  Körpeim  su  der 
Zeit  bexeichnet«  wo  er  das  Wärmeelemeat  dQ  anfninntt,  —  dna  latcgril 
jedes  Mal  Null  werden  muss,  so  oft  der  Körper,  dessen  Verindefungen  tob 
irgend  einem  A nfangsiustand  beginnen,  nach  Durehlaufai^  beliebiger  aado« 
Zustände  wieder  in  den  A  nfargssustand  xurfickgelangt,  —  nnd  S  cme  asr 
Ton  dem  aagecblicklichen  Znstande  des  Körpcra  abhängige,  JBsIV^fie  g^ 
nannte  Grösse  ist,  so  dass  /d3  ebenfalls  je  nach  Vollendung  des  Kreis- 
proceases  Null  wird.  —  Betrachtet  man  C,  8  und  i  als  Pnnctionen  tob  ▼ 
und  p,  und  sotxt  sur  AbkänoAg 

^^  =  A.X  __^Ap=:A.Y  f 

folgüch 

dp  dT         A  \dT.dp  dp.dT/^ 

so  erhält  esa  aus  • 


währesd  aas  8 


fo:^  »  dass  in  Yerc^ich^tsg  cü:  11 

<tp  dv 

Bsss«  usd  s«:süt  mach  10 


\dp        4t'       aV    '^t    cp       drdp  'dp.d¥       dp'dTJ~ 


.,    d?  dt 

dp  dT 


K*  k^a:«  a>.^  T  uzd  $  irrvk  tl  x=d  15  ersetzt  wvri^.  und  es  sind  ssci 
d.<:**  ku^ra  0>xi:i:j:-a;^  s.  w.<  i:<  ss»  -w«  d^->:h  KLmiÄAtion  Ton  Y  oca 
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dnrdi  Beuer  an  die  Bpitse  der  meohanischeii  Wftrmetheorie  gestellt,  und 
besonders  13  nnd  14  als  sehr  fmcbtbor  beseichnet  worden,  wie  diess  auch 
wirklich  ans  folgender  Anwendung  anf  das  Verhalten  der  Oase  hervorgeht: 
Fflr  die  permanenten  Oase  hat  man  nach  301 :  4,  wenn  B  eine  Constante 
beseichnet, 

und,  wenn  man  sie  bei  eonstantem  Druck  oder  Volumen  erwirmt,  und  mit 
Cp  und  Ct  die  speciflsehe  W&rme  bei  eonstantem  Druck  oder  eonstantem 
Volumen  beseichnet,  so  wird  im  ersten  Falle  mit  Hfilfe  von  14 

Cp.dt  =  dQ=rAydt:^z=^^^^dt        oder        y  =  -£^.p        i0 

üV  p  AR 

und  Im  «weiten  Falle  mit  Hfilfe  von  18 

c,.dt  =  dQ  =  AXdt:4^Ä-^5idt       oder       X  =  -;^.v        U 

üp  V  AR 

Da  man  bei  Oasen  Cp  und  Ct  als  constant  ansehen  kann,  so  ergibt  sich 
somit  nach  10 

Cd  c 


p 


^j^— -j^  =  l  oder  Cp  — e^ssAR  M 

welche  Oleichung  für  A  auf  denselben  Werth  flhrt,  welchen  die  Versuche 
ergaben  (vergl.  803).  —  Setst  man 

—  =  k         und  somit  nach  18         c^Ck  — 1)  =  AR  10 

Ct 

wo  sich  flir  permanente  Oase  aus  verschiedenartigen  Versuchen  k  =  1,410 
ergeben  hat,  so  gehen  mit  Hfilfe  von  16 — 17  ffir  solche  Oase  11,  13  und  14 
nach  leichter  Beduotion  in 

dQ  =  c^.rdT  +  (k  — l)^.dvl  M 

dQ  =  Cp.[dT-i^.j.dp]  M 

ftber,  in  welcher  Form  sie  Bcvner  nicht  nur  ffir  Oase,  sondern  auch  ffir  fiber- 
hitste  oder  uogeslttigte  D&mpfe  gibt,  nur  dass  er  ffir  solche  den  Werth  von 
Ct  als  variabel  ansieht  und  als  eine  Function  des  Druckes  und  der  Temperatur 
entwickelt  —  Dehnt  sich  ein  Oas  ohne  Zuffihmng  und  Entziehung  von  Wirme 
ans,  so  Ist  dQssO,  also  nach  90 

-^  +  k.  — =  0  oder  p.vk  =  Const  SS 

p     '  V  "^ 

Die  graphische  Darstellung  des  durch  diese  Oleichung  ausgesprochenen  Aende- 
rungsgesetses  von  p  und  v  nennt  man  nach  dem  Vorgange  von  William  John 
Maequom  Rftiüdiae  (Edinburgh  1820;  GivUingenieur  in  Olasgow)  die  adia« 
kattflcbe  Cunrm*  —  Hat  die  Ausdehnung  bei  constanter  Temperatur  statt, 
oder  ist  dT=:0,  so  eigeben  sieh  nach  31  und  22 

Q=3  — Cp — ^^Tlogp-f  OonstsrCv(k  — l)T.logv-f  Oonst 

oder,  wenn  p^  nnd  V|  die  Anfangswerthe  von  p  und  v  beaelchnen. 
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und  sogleleh  Ist  nach  15 

p.v  =  RT  =  Con8k.  fi 

Bo  dflSB  in  diesem  Fmlle  die  graphische  Dantellong  des  Aenderaagsgeietxas 
von  p  und  v  nach  147  eine  gleichseitige  Hyperbel  eigibt,  welche  Bsskise 
ls«iherHiUelie  Cvrve  geheissen  hat  —  Noch  im  Vorbeiweg  bwMikeni 
dass  man  die  Hanptgleichong  fOr  Oase  (immer  aber  nur  nnler  der  alten  Vor- 
anssetsnng  umkehrbarer  Processe)  nach  21,  19,  15  auch  anf  die  Form 

dQ  =  CT.dt-f  A.p.dv  «• 

bringen  kann,  mnss  hier  fttr  weitere  Deduetionen  und  AnwenduBgea  aaf  die 
in  299  anfgesihlten  Specialwerke  venriesen  werden.  Einige  der  ftr  Wasser- 
dampf  erhaltenen  Resultate  sind  neben  empirischen  Formeln  im  Teste  snf- 
geftkhrt  worden.  —  Zum  Schlüsse  mag  noch  auf  die  Schriften  „Paptet  la 
maniöre  d'amolir  les  os.  Amsterdam  1688  in  12.,  —  Job.  HeiBiich  Magier 
(Winterthur  1738  ~  Winterthnr  1818;  Arst  und  Rathaherr  in  Winterthor> 
De  digestore  Pspini,  ejus  structnra,  effsctn  et  usu.  BaatL  1769  in  4.,  — 
KiMita«  Untersuchungen  ftber  die  Ezpansivkraft  der  Dimpfe.  Halle  1826  in 
8,  —  Regnanltt  Relation  des  exp^riences  entrepriaea  pour  dMeminer  1« 
principales  lois  et  les  donn4es  numMques  qui  entrent  dans  le  ealeal  dei 
machines  k  vapeur  (M6m.  de  Par.  VoL  21  et  26),  Paris  1847^1862,  2  Vol 
in  4.,  —  etc.^  hingewiesen  werden. 

MWt.  Dia  DuipteiSekine.  Die  doppelte  EigeDSchaft  der  Wasser 
dämpfe,  einerseits  einer  grossen  Expansivkraft  fähig  zu  eeb,  ander- 
seits dem  Volumen  nach  durch  Erkältung  plötzlich  fast  ganz  ver 
nichtet  zu  werden  (1  Vol.  Dampf  von  1  Atm.  Spannkraft  gibt 
0,00059  Wasser)  begründet  ihre  technisch  so  wichtige  Anwendnog 
auf  die  Dampftaiascliine,  bei  welcher  die  im  DampfkeMel  (mit 
Sicherheitsventil)  erzengten  Dämpfe  mittelst  der  SteaemnK  ab- 
wechselnd über  und  unter  den  Kolben  im  Damphyllader  and 
von  da  in  den  Condensater  geführt  werden,  und  dadurch  eine 
va  et  vient  genannte  Bewegung  des  Kolbens  hervorbringen,  die 
durch  l^att'sebea  Paralleloip-amni  und  Balaneler  in  eine 
rotirende  Bewegung  verwandelt,  und  durch  Sebwanffrad  and 
Re^lator  gleichmässig  erhalten  wird.  Dampfmaschinen,  welche 
mit  Dampf  von  mehreren  Atmosphären  Spannkraft  arbeiten,  köDnen 
den  Condensator  entbehren  und  heissen  dann  Hoebdraelaaaaeli^ 
nen«  Da  der  Druck  einer  Atmosphäre  auf  1^*"  nahe  1,033  Kil 
beträgt,  so  stellt  (264) 

A  =  1,033 .  n .  V .  f  Kilogrammeter 
für  eine  Druckfläche  von  f *»*"  und  eine  Geschwindigkeit  von  v*  die 
mechanische  Arbeit  von  n  Atmospliären  in  1*  vor. 


Ohne  Aber  die  Dampfkanone  von  AreUaiedU  die  Dampfkogelo  von 
nnd  VItraVt  und  die  Oberhaupt  schon  der  iltesten  Zeit  Angehörende  Idtt 
„Wasser  durch  Feuer  in  Luft  zu  verwandeln^,  näher  einsntreten,  —  oder  di« 
durch  die  neueste  Kritik  beseitigten  AnsprQche  des  Franaosen  Salooioo  i* 
Caaa  (1576—1626;  Ingenieur  Friedrich  V.  von  derPfaU)  und  dwEngltoda» 
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Edward  Bomenet  Marqals  of  Worcester  (16..  — 1667;  reicher  Bdelmaim) 
in  besprechen,  welche  man  frflher  ans  des  Erstem  Schrift  nLes  raisons  des 
forces  monvantes.   Francfort  1615^  nnd  des  Letstem  „A.  Century  of  Inven- 
tions.  London  1663^  begrflnden  wollte,  —  Ist  hervorsnheben,  dass  man  wohl 
mit  Recht  die  erste  Idee  einer  wirklichen  Dampfmaschine  Paptn  (s.  4)  su- 
schreibt  Nachdem  dieser  ausgeseichnete  Mann  1681,  wo  er  sich  bei  Boyle  in 
London  aufhielt,  den  nach  ihm  benannten  Topf  (s.  306)  erfunden  hatte,  ent- 
deckte er  1690  die  capitale  Eigenschaft  des  Dampfes,  sich  durch  Abkfihlung 
niederschlagen  su  lassen  (s.  Acta  Erudit  1690),  und  danüt  die  sog.  atmo- 
sphärische Dampfmaschine,  die  nun  allerdings  nachtrftglich  durch  den  eng- 
lischen Capit&n  Thomas  SaTeryt  den  Schmid  Thomas  NeweoHien  in  Dar- 
mouth,  etc.,  und  den  Knaben  H.  Poltert  welcher,  um  der  ihm  langweiligen 
Handhabung  der  Hfthne  su  entgehen,  dieselben  durch  Schnflre  mit  bewegten 
TheÜen  verband,  und  so  eine  erste  selbsithäUge  Steuerung  erstellte,  —  noch 
viele  Verbesserungen  erhielt,  um  dann  freilich  sp&ter  durch  die  von  Walt 
(s.  4)  im  Jahre  1765  durch  Beigabe  eines  eigenen  Condensators  ermöglichte, 
1764  mit  dem  nach  ihm  benannten  Parallelogramme,  und  1799  durch  den  von 
Leeds  gebflrtigen  Mvrray  mit  der  sog.  Bchiebersteuerung  versehenen  Maschine 
von  doppelter   Wirkung  verdr&ogt  su  werden.    Auch   die  Anwendung  der 
Dampfioiaschine  auf  die  ßchifffahrt  wurde  schon  1707  durch  Paplo«  1786 
durch  den  Englftnder  Jonathan  Hall  und  1776  durch  den  Fransosen  Marquis 
de  Smuttroj  versucht,  doch  mit  durchschlagendem  Erfolge  erst  1807  durch 
Foiloia  (s.  4),  —  ebenso  diejenige  auf  Wagen  1770  durch  Nicolas-Joseph 
Cd^oI  (Void  im  D^p.  Meuse  1726  —  Paris  1804;  Oenie-Offlcier)  und  1803 
durch  OUver  Evane  (PhUadelphia?  1755  —  New-York  1819;  Mechaniker  in 
New- York),   doch  eigentlich  aber  mit  vollem  Erfolge  und  sum  Betriebe  der 
Eisenbahnen  erst  von  1814  an  durch  Stephenson  (s.  4),  als  er  die,  aller- 
dings schon  1724  durch  Jakob  Leapoid  (Planits  bei  Zwickau  1674  —  Leipsig 
1727;   Mechaniker  in  Leipsig)   in   seinem  „Theatrum   machiaarum  generale. 
Leipsig  1723—1789,  9  Vol.  in  fol.^  vorgeschlagene,  aber  bald  wieder  ver- 
gessene Hochdruckmaschine  daf&r  anwenden,  und  sp&ter  (1829)  noch  die  fUr 
hinllngliche  Dampflieferung  nothwendige  Erfindung  der  HeisrOhren  von  M^dIb 
(s.  4  und  Arago  Oeuvres  V)  benutien  konnte.  —  Vergleiche  für  weitem  Detail 
„AragOt  Notice  historique  sur  les  macbines  k  vapeur  (Annuaire  1829,  1880, 
1837 ;  Oeuvres  V),  —  Jean-Nicolas-Pierre  Haehetia  (MM^res  1769  —  Paris 
1834;  Professor  der  darstellenden  Geometrie  in  Paris),  Histoire  des  maohines 
k  vapeur.  Paris  1830  in  8.,  —  Blnarl«  History  of  the  Steam-Engine.  London 
1831  in  8.,   —   Christ.  Bernonlll»  Dampfmaschinenlehre.  Basel  1883  in  8. 
(5.  A.  von  Böttcher,  Stuttgart  1865),  —  Fran^ols-Marie  Guyonneau  Comte  de 
Paaibaiir  (Noyen  1795;  ArUllerie-OfAcier),  Trait4  th4orique  et  pratiqne  des 
machlnes  locomotives.  Paris  1885  in  8.  (2.  4d.  1840;  deutsch  von  Bohnuse, 
Braunschweig  1840),  und:   Theorie  analytique  des  machlnes  k  vapeur.  2  4d. 
Paris  1844  in  4.,  —  Trad^oid*  On  the  Steam-Engine  and  on  Steam-Navi- 
gaUon.  London  1839,   2  Vol.  in  4.,  ~  Batallie  ei  Jolilen,  Trait4  des 
machlnes  k  vapeur.   Paris  1847—1849  In  4.,  —  Zennart  Vortrag  Aber  die 
Dampfmaschine,  das  Dampfschiff  und  die  Locomotive,  nebst  deren  Geschichte 
(ZllrelL  Bl&tter  fttr  Kunst  und  Literatur  1857),  und:  Die  Bchiebersteurungen. 
Freiberg  1858  in  8.  (3.  A.  Leipsig  1868 ;  frans,  durch  A.  Deblse  et  E.  M^r^ot, 
Paris  1869;  engl,  durch  M*  MflUer,  London  1869),  —  Ranklna»  A  Manual 
pf  Hx9  Stcam-Eoginc  $nd  otber  Prime-Movers.    London  1859  in  8.,  -^ 
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■eaIcsHb  Knngefasste  Oeschichie  der  Dwnpfmaichine  (Aakaag  sor  5.  Avfl. 
TOB  Scholl's  Fahrer  dea  MMchinieten,  Braunschweig  1860),  —  F.  Jac^ada» 
Professor  an  der  £eole  des  ponts-ei-chaDss^ea  In  Paria:  Dea  machiiiea  k 
Yapenr.  Paris  1870,  3  VoL  in  8^  —  elc.*^ 


MOS.  Dia  WimeeneigUg.  Ausser  dem  Erzeugen  der  Wirme 
durch  mechanische  Arbeit  (pneumatisches  Feuerzeug,  Feuermachen 
der  Indianer),  und  ihrem  Freiwerden  bei  Elraiedrigung  des  Aggre- 
gationszustandes  (303)  wird  bei  Concentration  und  Absorption  der 
Sonnenstrahlen  (Brennpunct,  schwarze  Tücher,  etc.)»  bei  chemischen 
Processen  (Zündlampe,  etc.),  etc^  Wärme  erhalten.  Besonders  wich- 
tig  ist  jedoch  die  &zeugung  der  Wärme  beim  Verbrennen;  damit 
dasselbe  aber  fortdauern  kann,  müssen  nicht  nur  Brennstoff  und 
Zündstoff  hinlänglich  Torhanden  sein,  sondern  auch  der  Erstere 
durch  das  Verbrennen  hinlänglich  erwärmt  werden. 

Die  Belenchtnng  und  Beheiaimg  mit  Oaa  aoU  Philipp«  LcWb  (Bracbay 
en  Hante-Mame  1768  —  Paris  1804)  erfunden,  und  dannf  1708  ein  Paieat 
erhalten  haben,  nachdem  er  snerst  als  Nair  behandelt  worden  war.  —  Die 
nach  Joh.  Wolfgang  Diherciacr  (Bog  bei  Hof  1780  —  Jena  1849;  ProfKasor 
der  Chemie  in  Jenn)  benannte  Zflndlampe  bemht  anf  der  Eigenaehnfi  des 
Platinach wammcs,  Ton  einem  durch  Lnfl  anCTallenden  8trom  von  Waaneratoff- 
gas  bis  mm  Olflhen  erhitst  an  werden,  nnd  dann  dieaen  an  entattndsB,  — 
die  von  Wmwj  an  Onnsten  der  Ombenarbeiter  erfiindene  Sichecheiialnape 
dagegen  nof  dem  Umstände,  dass  eine  Flamme  durch  nmgebeadea  Draht- 
geflecht Tcrhindert  wird,  dem  äussern  Ranme  hinlIngUche  Wlime  au  gehen, 
um  durchschlagen  au  können.  —  Zum  Schlüsse  mag  aaeh  noch  der  Lmaxfen 
mit  doppeltem  Lufixuge  gedacht  werden,  welche  den  Namen  ihiea  ErAnden 
Argaad  tragen ;  vergL  dessen  Schrift  ,^6couTerte  dea  lampea  h  eouraat  d'air 
et  h  eylindre.  Oenive  178ö> 


f>« 


Der  ■agictiiBii. 


S09«  He  BapetisclMI  Kirp«r.  Manche  Körper,  besonders  der 

sog.  Hagneteisenstein,  besitzen  die  Eigenschaft,  kleme  Stücke  Eisen, 
Stahl,  Kobalt,  etc.  anzuziehen,  nnd  bei  freier  Beweglichkeit  eine 
bestimmte  Richtung  gegen  die  Weltgegenden  ansnnehmen,  —  sie 
heissen  — gBCdacii*  An  jedem  Magnete  sind  Paare  tod  Stellen 
vorhanden,  in  denen  sich  diese  Anziehungskraft  ooncentiirt,  die  sog. 
Folef  von  denen  der  Eine,  entsprechend  den  sofort  zu  entwickeln- 
den Eigenschaften,  Nordpol 9  der  andere  SlMpol  heisst,  —  nnd 
wenn  man  einen  Magnet  zerbricht,  so  zeigt  jedes  Bruchstück  wieder 
beide  Pole« 


Ben  Kamen  Magnet -faaenstein  leitet  man  von  der  Stadt  If^gaMto  In 
Lydien,  unweit  dem  heutigen  Smyma«  ab,  bei  der  dleaea  Mineral  snerat  ge* 
Anden  worden  sein  »oll.  Schon  Cj^us  Secnndaa  nteiBS  (Como  oder  Verona 
98^79  Vm  25  bei  Unterauchung   dea  furchtbaren  VeaaT-Anahrvehaa,  dw 
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Hereulamim  und  Pompeji  TerschQUete;  rOmlschar  Reohtagelelirter,  Pitfekt 
und  Admiral)  spricht  io  seinem  berObmten  Sammelwerke  ^istoria  natiinlis  s. 
historia  mundi  libri  XXXVII  (Parma  1481  in  fol.,  nnd  spftter  wiederholt  lai 
und  Obers.,  so  i.  B.  frans,  von  Poinsinet  de  8ivry,  Paris  1771^1783,  13  Vol. 
In  4.)^  ansdrUcklieh  davon,  dase  dieses  Mineral  ans  Distani  Eisen  ansiehe  und 
festhake,  —  die  polaren  Eigenschaften  scheinen  dagegen  erst  wesentlich  spftter, 
und  vielleicht  (vergl.  314)  suerst  in  China  entdeckt  worden  au  sein.  —  Vergl. 
Itkr  die  Lehre  vom  Magnetismus  ausser  der  in  245  gegebenen  allgemeinen 
Literatur  und  den  in  313  aufgezählten  Specialschriften :  „William  Ciilkert 
(Golchester  1540  —  London  1603;  Leibarst  von  Elisabeth  und  Jakob  I.),  De 
magnete,  magneticlsque  corporibus  et  de  magno  magnete  tellure,  physiologia 
nova.  Londini  1300  in  4.  (Auch  BtetUn  1628  und  1633),  —  KIreher«  Magnea 
sive  de  arte  magnetica  opus  tripartitum.  Rom»  1654  in  fol.,  —  Miisseheia« 
teoekt  Dissertatio  physica  de  magnete.  Vienn»  1754  in  4.^  —  Antoine-C4sar 
Bccqverel  (Chfttillon-sur-Loing  im  D^p.  Loiret  1788$  Professor  und  Mitglied 
der  Academie  in  Paris),  Trait^  de  l'^lectricit^  et  du  magn^tisme.  Paris  1834 
bis  1840,  7  Vol.  in  8.,  —  Mensioiit  Bemerkungen  Über  die  richtende  Kraft 
der  Magnete.  Zflrich  1846  in  4.,  —  Matteneel*  Conrs  spMal  sur  llnduetion, 
le  magn6tisme  de  rotation,  le  diamagnötisme ,  et  sur  les  reUüens  entre  la 
force  magn^tique  et  les  actions  mol^culaires.  Paris  1854  in  8.,  —  Beer« 
Einleitung  in  die  Electrostatik,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Eleotro- 
dynamik.  (Herausg.  von  Plttcker).  Braunschweig  1865  in  8.,  —  etc.** 

SlO«  Dia  Grnndaigenschafteil.  Nähert  man  dem  einen  Pole  eines 
Magneten  den  einen  Pol  eines  andern  Magneten,  so  findet  Anziehung 
oder  Abstossong  statt,  je  nachdem  die  beiden  Pole  nngleichnamig 
oder  gleichnamig  sind;  nähert  man  ihm  dagegen  das  eine  Ende 
eines  des  Magnetismus  fähigen  Stabes,  so  findet  nicht  nur  immer 
Anziehung  statt,  sondern  das  andere  Ende  zeigt  sofort  gleichnamigen 
Magnetismus  mit  dem  diese  sog.  Vertbellonc  bewirkenden  Pole, 

—  wenn  man  aber  den  Stab  zurückzieht,  so  behält  oder  Tcrlieri 
er  seine  magnetischen  Eigenschaften,  je  nachdem  er  aus  Stahl  oder 
weichem  Eisen  besteht  Man  ist  hiedurch  auf  die  Idee  gekommen, 
dass  jeder  des  Magnetismus  fähige  Kbrper  aus  kleinen  Magneten 
bestehe,  bei  denen  aber  ursprünglich  die  Pole  nach  den  verschieden- 
sten Richtungen  hin  liegen  und  sich  neutralisiren,  —  dass  ein  sol- 
cher Körper  sodann  zum  Magnete  werde,  yremi  man  durch  äussern 
Einfluss  die  Theilchen  so  drehen  könne,  dass  die  gleichnamigen 
Pole  wenigstens  annähernd  nach  derselben  Richtung  hin  liegen,  — 
dass  diess  (aber  sodann  auch  das  Rückdrehen  nach  Entfernung  der 
Ursache)  um  so  leichter  gehe,  je  weniger  Widerstand  gegen  solche 
Drehungen  vorhanden  oder  je  kleiner  die  sog.  CoercItlTloraft  sei, 

—  etc. 

Welches  Elsen  wird  beim  Annlhern  an  einen  Magneten  augenblicklich 
magnetisch,  w&hrend  Stahl  eine  geraume  Zeit  braucht,  um  eine  Spur,  eine 
noch  grossere,  um  ein  Maximum  von  Magnettsmus  an  erhalten, 
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Sil«  0l6  Unstlfohen  Hagnete.  Künstliche  Magnete  werden  «os 
Stahlstäben  durch  Streichen  mit  einem  Magnete  erzeugt:  Beim  sog. 
eliitachen  Striche  wird  der  Magnet  wiederholt  mit  dem  eben 
Pole  auf  die  Mitte  des  zu  magnetisirenden  Stabes  aufgesetzt,  und 
dann  bis  an's  Ende  fortgeführt,  wodurch  diess  Ende  den  ungleich- 
naroigen  Pol  erhält  Beim  sog.  Doppelstriebe  setzt  man  dagegen 
dio  beiden  Pole  eines  Hufeisenmagneten  in  der  Mitte  des  zu  magneti- 
sironden  Stabes  auf,  bewegt  beide  Pole  bis  an  das  eine  fkide  des 
Stabes,  führt  sie  dann,  ohne  die  Lage  zu  verändern,  über  den 
ganxon  Stab  bis  an  das  andere  Ende,  und  dann  wieder  bia  zur 
Mitte  zurück,  wodurch  jedes  Ende  in  Vergleich  mit  dem  ihm  zu- 
nächst gekommenen  Pol  einen  ungleichnamigen  Pol  erhält  Ver- 
bindet man  die  beiden  Pole  durch  ein  Stück  weiches  Eisen,  eben 
sog«  Anker  9  und  belastet  letztem  von  Zeit  zu  Zeit  etwas  mehr 
(iHler  speist  den  Magneten),  so  steigert  sich  die  magnetiflche  Kraft, 
m*ähreud  das  Abreissen  des  Ankers  sie  schwächt 


Das  SrMU|tA  kttnsüicher  llaiünet«  darck  Sireidien  ksanie  Geoiig 

Mihon  um  1M3.  Die  Hufeiseii-Magnete  mmi  deren  Aimiraq^  ftkrte 
•|>iK4k««  «m  die  Mitta  des  Torif:«^  JakrliiiBderli  JokAuieB  Mcilick  (BmcI 
IT..  --  Basel  1T>$;  MeehiAiker  ia  Basel)  eis;  iawiewcit  fla  dam  Daniel 
ültaartll  T^r»i&l««$te^  weiss  vma  aidiu  dacrefen  ist  ea  gewia%  daaa  Letaterer 
duivli  Ver»aclie  aiit  «<^W)iea  DietRck>>cheB  llagiBetea  das  Geaeta  Cnd:  Die 
iTairl^raft  der  Haf^i$ea*>ls^:«ete  ist  prvfN>rtsoaal  ikica  Oberficken  oder  des 
dnitea  WarrrU  aas  den  Qaadiatea  ikrer  Gevickte. 


Bit*  Itr  KiannBlBll  Wilir^nd  »ich  ein  zwischen  die 
IVW  eine*  Uu:V:<>ca«Mairüe:ea  ^bnciieT  cia^edscber  Körper  axW 
*K*r,K  *v^  ncV.nun  dacepcÄ  nvar-iche  ar.ieT>e  KC*rper  ^^^''i'ismttth,  Hols, 
ctc\  wx»  >iirr.u  vUr  Mac:^:  sie  e'Sent'ills  prUr  erregen,  aber  dabei 
s\lcr  j'CiK^'r  ro>  jici  ir  ii^>er  gl^Jcr.^An'ge  Po*e  gegenüberstellen 
>»Arv^<^^  tu^  djuu  $«^r.\^^:*:^f  MiHiiWtole  Lars  an,  und  beissen 

^a  ^  w 


<^r^  ¥M^rH^  ^  ao*.'/«!«»  ani  nt  :ä>*  irjhr»r<^>r  ivini.  -«.a  ri  sC  ma;:aer  T\^  Tra». 
^^'^^"^  •>^^r$.^  ^kacK  A*>*  **  ^'nK  Vfui^ra  ^r«r«  ä«  Kjm:3>k  psMM  a«3er«:es 

'Ä^wtvi^p^  KüC«^  ^xvem»  >a  i$ait:>    rj».    r>»  Wni«^  axdir  sr  ' 


vv  >»»\va'*'»  »^J^•v/^J<»^  sc  T  ttt:  V«?  7.a:-l  i.Tfc  Sa;*  t: 
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BatlOB  zeigt,  sondern  setzt  auch  einen  von  bestimmter  IntensHSl 
zeugenden  Widerstand  entgegen,  wenn  man  sie  aus  dieser  Lage 
entfernen  will.  —  Bezeichnet  I  die  Intensität  des  Erdmagnetismus, 
fl  ihre  horizontale,  V  ihre  verticale  Componente,  K  das  Trägheits- 
moment, m  die  Masse  und  d  die  Entfernung  eines  Poles  der 
Magnetnadel  von  ihrer  Drehaxe,  also  d.m  =  M  das  sog.  magne« 
tisebe  Moment  der  Nadel,  so  hat  man,  da  eine  Magnetnadel 
offenbar  wie  ein  Pendel  schwingt, 

*«="V^H      *«="Virr     *»="V'irv    * 

wo  ff  die  Schwungzeit  einer  horizontal,  t2  die  einer  im  magnetischen 
Meridiane,  und  t)  die  einer  senkrecht  zu  demselben  schwingenden 
Nadel  ist.   Für  die  Inclination  i  hat  man  sodann 

Sini  =  V:I  =  t^:t,«  « 

und  wenn  ein  Magnetstäbchen  von  a"*  Länge,  b""  Breite  und  p"** 
Gewicht  zu  einer  einfachen  Schwingung  t'  braucht,  und  in  einer 
zum  magnetischen  Meridiane  senkrechten  Lage  eine  in  der  Entfer- 
nung r  befindliche  Nadel  um  den  Winkel  y  ablenkt,  so  setzt  man 
nach  Oauss         

Decünation,  Inclination  und  Intensität  sind  aber  verschiedenen,  an 
längere  und  kürzere  Perioden  gebundenen  Variationen  unterworfen 
(s.  392),  und  um  diese  zu  bestimmen,  hat  Gauss  eigene  Magneto- 
meter construirt:  Das  zur  Bestimmung  der  Declinationsvariationen 
bestimmte  Viillllar-llfaKnelomeler  besteht  aus  einem,  an  einem 
ungedrehten  Coconfaden  aufgehängten  Magnetstabe,  an  dessen  einem 
Ende  ein  verticaler  Spiegel  sitzt;  an  einem  6 — 8'  vom  Spiegel  ent- 
fernten Pfeiler  ist  ein  Fernrohr,  und  unter  demselben  eine  Scale 
festgemacht;  die  Beobachtung  besteht  darin,  dass  man  die  im  Spiegel 
sichtbare  Scale  mit  einem  fixen  Striche  vergleicht,  den  man  an 
einer  doppelt  so  fernen  Wand  hinter  dem  Magnetometer  gemacht 
hat  Das  zur  Bestimmung  der  Variationen  der  Horizontalintensität 
bestimmte  BHHar-Macnetonieter  besteht  dagegen  aus  einem 
Magnetstabe,  der  an  zwei  von  seinem  Schwerpuncte  gleich  weit 
entfernten  und  gleich  langen  Drähten  aufgehängt  ist,  die  hinwieder 
an  einer  drehbaren  Scheibe  befestigt  sind;  Letztere  wird  sodann 
gedreht,  bis  der  Magnetstab  senkrecht  zum  magnetischen  Meridiane 
steht;  die  von  Länge  und  Abstand  der  Drähte  und  dem  Gewichte 
des  Stabes  abhängige  und  also  constante  Torsion  steht  nun  augen- 
blicklich  mit   der  horizontalen  Intensität  im  Gleichgewichte;    wie 
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sich  aiber  Letztere  Yerfindert,  so  yerandert  sich  auch  die  LjLge  des 
Stabes,  imd  diese  wird  analog  wie  beim  Unifilar  beobaehtet 

Jhe  Declioation  der  llagnetsadel  war  sehon  Tor  Chnsioph 
(Qena  1436  —  VaUadoUd  1506),  dem  berfllunieii  Entdecker  tob 
bekaiut,  dagegen  sdieint  ihm  die  Enideckiuig  der  örüicben  Yerscliiedcabeit 
derselben  (s.  392)  angeschrieben  Werden  an  mflsaen.  Die  Inelinatioa  crtaante 
HartaiaBM  nm  1544,  and  sodann  wahrseheinlich  nnabhlngig  von  ihm  etwM 
aplter  anch  der  englische  Compassmacher  Robert  ]!»■■■■■  an  BalclÜT,  der 
mit  einem  Ton  ihm  constmirten  Inelinatorinm  1576  die  magnetia^e  Neigvng 
in  London  an  71*  50'  bestimmte.  —  Schon  Daniel  BtiMMawlH  bemtthte  sich 
mit  Erfolg,  die  Inatramente  anr  Bestimmung  der  Dedination  imd  Inelfwatioa 
an  Terbeaaem,  —  seine  Abbandlnng  ,,Snr  la  meillenre  maniire  de  conatraire 
les  banaaolee  d'indinaison  (ll^m.  de  Par.  1743}'*  wwrde  tob  der  Pariser- 
Aeadcmie  gekrdnt,  —  vnd  die  tob  Metlich  nach  aeinea  Ideen  coBBlrairtea 
Instmmente  fimden  Tielen  Beifall;  aber  erst  Qmmam  gelang  es  sof  die  im 
Texte  angegebene  Weise  in  Theorie  nnd  Praxia  feate  Ordnung  nnd,  avm 
Theil  allerdings  mit  Benutzung  schon  früher  aasgesprochener  Ideen,  wie  a.  B. 
TOB  Jfm^igtmäf&rt^  Neues  Instrument  aum  lleaacB  der  aiagiBetisebeB  Ab- 
weichung (Pogg.  AnnaL  1827)**,  gute  HBlIsmittel  einauffthren,  to^  seine 
Schrift  ^ntensitaa  Tia  magnetic«  terrestria  ad  mensuram  absolutem  reTOcata. 
Octting.  1833  in  4.  (Auch  Comm.  Gott  Ym  und  deutsch  in  Bd.  38  tob  Pogg. 
AnnaL)^  und  mehrere  Abhandhmgen,  welche  er  in  die  tob  ihm  «ad  Wilh. 
Wekr  heranagegebenen  f^^snlute  aus  den  BeobaehtnngeB  dea  mag;DeliacheB 
Yercinea.  Oöttingen  1837—1841,  5  Hefte  in  SJ^  einrftckte.  —  Z«m  Sehlnsse 
mag  Boch  einerselta  angeführt  werden,  daaa,  wcbb  i  die  KeigvBg  ^er  HagBei- 
Badel  im  magnetischen  Meridian,  i'  di^enige  in  einer  mit  demeelbea  den 
Winhd  d  bildenden  Ebene  beaeichnet,  nach  Daniel  BcmMdM 

Tgi-  =  Tgi.Seed  4 

also  die  IncIinatioB  im  magnetiscben  Meridian  am  kleinsten  ist,  —  nadeneiss, 
daaa  Jwan  MichaUowitsch  fiii—g  (Astrachan  1785  —  Kaaan  1S55;  Pretesor 

der  AatroBomie  ia  ffanaa)  1843  ia  Ormaerto  Ar- 
chiT  (^m  315—317)  aeigte,  daaa, 
S&decde  einer  priaautiachea 
Spiegelchen,  am  Nordende  ein  dca  horiaontaka 
Stand  bewirkendes  Gegengewicht  anbringe,  —  mit 
einem  Scxtantea  die  Distaaa  d  der  Soaae  tob 
ihrem  BptegeibUde  BMase,  ->  eadüch  Itr  die  Be- 
obachtungsaeit  Aaimuih  a  uad  Zcaithdlrtaaa  a 
der  Sonne  berechne,  aaa  der  Formel 

8iay56iBa.Cea(a— ■)  S 

aach  noch  aach  der  CulmiBatioa  der  Soaae  eine  eoireapoa- 
Beobachtang  d  mache^  ebne  Toilkomseaa  Horiaoataliait  dar  Hadal 
aa  mttaaen,  aas  der  Formel 

8laa.Süia.Siaa  =  Sm-i^.CoeAil!^  • 

te  Aaimuth  ■  der  Kadel  gefandea  werden  kOnse«  —  eadliek,  daaa  Johaaa 
■  (Bra«aar  ia  Schottland  1S05;   Cocserrator  der  Slerawarte 

Wi  Mtachea)  flr  Beiaea^e  aater 
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Theodolitoll  eine  Art  betreffendes  Unii^ersallnfitniment  erstollt  und  in  seinem 
^Hsndbneh  des  Erdmagnetismas.  Berlin  1849  in  8.**  beschrieben  bat 


S14«  Dia  B01I88OI6.  Eine  über  einem  horizontal  gestellten,  ge- 
theilten,  mit  einem  Diopterlineal  oder  Fernrohr  verbundenen  Kreise 
schwingende,  gegen  die  Inclination  equilibrirte  Magnetnadel  heisst 
Bous«ole  oder  Compass,  und  kann  theils  bei  Eenntniss  der  De- 
clination  dazu  dienen,  die  Weltgegenden  oder  die  Orientirung  irgend 
eines  Pnnctes  aufzufinden,  —  theils,  unter  Annahme  einer  während 
der  Messung  unveränderlichen  Declination,  und  wenn  etwa  Fehler 
von  10'  übersehen  werden  können,  zum  Winkelmessen,  indem  man 
am  Kreise  die  Differenz  des  Standes  der  Nadel  abliest,  welche  ent- 
steht, wenn  man  Diopter  oder  Femrohr  successive  auf  zwei  Winkel- 
objecte  einstellt 

Der  Compass  wurde  muthmassllcb  durcb  den  berUbniten  venetianiseben 
Reisenden  Mareo  Polo  (1250?-— 1323?)  aus  Cbina  naob  Europa  gebracbt, 
und  jedenfalls  nicbt  erst,  wie  frUber  vielfacb  gelebrt  wurde,  um  1302  dureb 
den  neapolitanlBcben  Lootsen  Flavio  Gioja  erfunden.  Beinen  frflber  sebr 
verbreiteten  Oebraucb  cum  Winkelmessen  verdankte  er  banpta&eblicb  dem 
Umstände,  dass  bei  ibm  jede  Richtung  Im  Vergleiche  mit  derselben  Qnmd- 
richtung  gegeben,  und  somit  s.  B.  beim  Polygonislren  (veigl.  215)  je  das 
Winkelmessen  an  der  zweiten  Ecke  fiberflüssig  wird. 

XXXn.  Ilektricrtit  und  GaWaiusmiu. 

SU*  Die  Olektrischa  Aoiiehug.  Manche  Körper  erhalten  durch 
Reiben,  namentlich  Olas  und  Harze  durch  Reiben  mit  Seide  und 
Wolle,  eine  Anziehungskraft,  welche  sich  von  der  magnetischen 
dadurch  unterecheidet,  dass  sie  auf  jeden  leichten  Körper  wirkt 
und  nicht  an  Pole  gebunden  ist,  —  man  heisst  sie  elektrische  An- 
ziehung. Andere  Körper  werden  dagegen  durch  Reiben,  wenigstens 
scheinbar,  nicht  elektrisch ;  nähert  man  ihnen  aber  einen  elektrischen 
Körper,  so  theilt  sich  die  Elektrioität  ihrer  ganzen  Oberfläche  mit. 
Solche  Körper,  wie  Metalle,  Kohle,  lebende  oder  feuchte  Qegen- 
stände,  etc.,  heissen  Leiter  oder  Condoetoreiiy  —  Körper  der 
ersten  Art  dagegen,  wie,  ausser  Qlas  und  Harzen,  Seide,  trockene 
Luft,  etc.  Nlebilelter  oder  balatorenu 

Die  elektrlscbe  Anzlebnng  wnrde  scbon  von  den  Alten  beim  Bemstsin 
(ßjXtxwQWß)  bemerkt,  nnd  so  s.  6.  von  Pllniiia  in  seiner  Natnrgescbichte  er- 
w&bni  Nacb  nnd  nacb  wurden  dann  aucb  noeb  andere  derselben  flblge 
Körper  entdeckt,  nnd  schon  Will.  Gilbert  f&hrt  in  seiner  8cbrift  ^e  magnete 
(▼ergl.  809}**  an,  dass  man  dieselbe  dnrcb  Beiben  bei  Qlas,  Schwefel,  Siegel- 
lack, etc.  hervorrufen  könne.  Otto  von  Ciuerlke  constmirte  sich  etwa  1673 
aus  einer  Sobwefelkngel  eine  erste  Elektrisirmaachine,  bemerkte  das  elektrlaebe 
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Lieht,  den  Weclnel  Ton  Andehen  und  AbatOBaen ,  ete.,  —  Wmf%m  fnd  m 
dieselbe  Zeit^  dflw  Trockenheit  und  Winne  der  Elektrieitit  gflnstig  seteB,  — 
Mewton  rieb  etwA  1676  eine,  auf  einem  messingenen  Ringe  mbende  Olas- 
plntte,  seil  dsmnter  liegende  Papierehen  hüpfen,  nnd  ftbenengta  afeh,  daas 
der  Veraneh  beaser  gelang,  wenn  er  mit  seinem  Bocke  (Wolle),  ala  wenn  er 
mit  einer  8erviette  rieb,  ~  Francis  Hawknbee  (16..  — 1713?;  Onator  of 
experiments  l>ei  der  Roy.  Society)  bemerkte  im  Anfange  dea  16.  Jakilnmderta 
daa  Oerilnsch  des  AnsstrOmens,  das  OefliU  von  Spinnewebe,  etc,  —  Stephen 
Cirajr  mmehte  nm  1727  snerst  in  deutlicher  Weise  anf  dea  im  Texte  be* 
rührten  Unterachied  «wischen  Condnetoren  nnd  laoUtoren  anfinerksaai ,  nnd 
aprach  schon  1734  ans,  dasa  die  elektrische  Krall  mit  Donner  nnd  Blits  yoo 
gleicher  Natnr  sein  mOchte,  —  Bnlby  wiederholte  laat  ^eicharttig  Oimy*8 
Versnehe,  sog  Fnnken  ans  dem  menachUchen  Kdiper,  wiea  den  Unterachied 
Ton  Olaa-  nnd  Hars-Elektriciat  nach,  —  etc  8o  bildete  aich  im  Ijaofe  der 
Zeit  ^ne  neue  physikalische  Diaciplin  ana,  fBr  deren  weitere  OesehichlB  anf 
die  folgenden  Nummern  verwieeen  werden  mag,  wälirend  hier  Yoriiiiilg  noch 
eine  knne,  übrigens  auch  in  316  n.  1  ergftnxte  literatar  angehingi  weiden 
soll:  „Hawksbee*  Pbysico-meehanical  ezperimenta  on  Taiiona  aubjects 
tonching  light  and  electricity.  London  1709  in  4^  -•  Hellet»  Eaaai  aar  l'äee- 
tricit«  des  oorps.  Paris  1747  in  12.  (Anch  1750,  1764,  1771),  nnd:  Lettica  snr 
l*tiectricit4  des  corps.  Paris  1753, 3  Vol.  in  13.  (Anch  1760),  —  Jean  JailalbcH 
(Genf  1713  —  Nyon  1768;  Professor  der  Physik  nnd  später  Syadte  im  Genf; 
ver^  Bd.  4  meiner  Biographieen),  ExpMencea  snr  TäectricitA  Gea^ve  1748 
In  8.  (Paria  1749;  deutsch  Basel  1750  und  1771),  —  rricattcj«  ffiaftory  and 
preaeat  atala  of  Electricity.  London  1765,  S  Vol.  in  8.  (1767  in  4.;  dcvtaeh 
TOtt  Krlnits,  Berlin  1773),  ~  Ami  Liülia  (Genf  1748  --  Genf  1816;  Qyadic 
Ton  Genf)  et  Saaaasre«  Disaertaüo  phyaica  de  rieetricitate.  Geaerm  1766 
ia  8.,  —  Caltaal»  De  Tiribna  electricitatis  in  motu  muaenlari  Comnoitariaa 
(Comau  Bonon.  1791  und  „cum  Jo.  Aldini  disaertatione  et  notis^,  Matina 
179S  ia  4.),  —  P.  9«e  (ain^:  Professor  der  lledicin  in  Paris),  Hiatoire  du 
gulTuaiaaM.  Paris  1802,  3  YoL  in  &  (2  M.  1806,  4  VoL),  —  Chailea-Becaaid 
BcaavfliMa  (Dvjon  1777  —  Verberie  in  Oise  1862;  technisier  Chemiker  in 
Yerberie)  et  MachaHc»  Memoirea  ponr  servir  k  rhtstoire  de  eette  partie  de 
räectriciti  qu*on  nomme  gslvamsme  (AnnaL  de  Chim.  44),  —  Valta  (an- 
geblich ConfiglUchi),  Lndentith  del  ftuido  elettrico  col  eocfdetlo  fluldo  gal- 
Tunieo  Tittoriosaments  dimostrata.  PUTia  1S14  in  4.«  —  Giuaeppe  Sbaatoal 
(Varoaa  1776  ^  Verona  1846;  Profeaaor  der  Physik  au  Verona),  I/dettr^ 
■K»tore  perpetuo.  Verona  1S20— 1522,  3  VoL  in  8^  —  Sei  all  i,  ExpeiimcnU 
circa  cfRfrclum  conflictus  clectnci  in  acum  magceticaffl.  Hafiiim  1830  in  4. 
(Deutsch  ia  GUberfs  Aanslen  e«%  ~  rafnaiaaff,  Physisch-chemiache 
Untersuchungen  aur  nihera  Kenct&iss  des  Xagnetismua  der  VolU^adMB  Sftale 
tOkett>a  laia  1821),  —  Felix  Saraty  (Paria  1797  ^  Eat^el  1841;  Ptotosor 
der  Astronomie  xu  Paris),  Memoire  aar  Tapplicatioa  da  calcal  aax  pMaamAaea 
^leetrodymamitiiies.  Paris  15^3  in  4..  —  Georg  Smoa  #kim  (Erla^oi  1TS7 
—  M&achea  15^4;  älterer  Bruder  d»  Berliser-Vathematikers  Martin  Ohm; 
Lehrer  der  Maükexesuk  xu  Kidsm,  Ne^ecbcrg,  etc.,  suletat  Protosor  der 
Physik  n  Httucheu^,  Die  ga:\^uüs<he  Kette.  Ksthemadsch  beaibeiteC  Berlin 
1827  in  8.«  —  WmMmävf.  Experic^atsI  researches  in  Cectricity.  Scr.  1—30 
(ThU.  Trans.  1831->1^V>\  ~  Jcb&sn  Heizrich  Jskcb  Miller  (Caaael  1806; 
Pn^^auiW  der  Pby:»ik  au  FreilsLr;^;  ver^L  Pciii2et  246),  Kane  Dantellai^ 
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des  OalTaoismilB.  Dannstadt  1886  in  8.,  und:  lieber  den  Bftttigfiingspiinet  der 
Elektromagnete  (Pogg.  Annalen  1851 — 1852),  —  Morits  Hermann  JaeobI 
(Potodam  1801;  Uterer  Bmder  de«  Mathematikers  in  4.;  erst  Baumeister  in 
Königsberg,  dann  Professor  der  Baukunst  sn  Dorpat,  jetst  Aeademiker  in 
Petersburg),  Die  Galvanoplastik.  Petersburg  1840  in  8.,  —  Giovanni  Antonio 
Amedeo  Plana  (Voghera  1781  —  Turin  1864;  Neffe  von  Lagrange;  Professor 
der  Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  m  Turin,  auswärtiges  Mitglied 
der  Pariser-Academie),  Mtooire  sur  la  distribution  de  röleotricit^  k  la  surface 
de  deuz  ephöres  conductrices.  Turin  1845  in  4.,  —  üVeomann»  Ueber  ein 
allgemeines  Princip  der  mathematischen  Theorie  inducirter  elektrisoher  Ströme 
(Berl.  Abb.  1847),  —  Otto  Ernst  Julius  Seyffer  (Stuttgart  1823;  Professor 
der  Physik  In  Stuttgart),  Geschichtliche  Darstellung  des  Galvanismns.  Stutt- 
gart 1848  in  8.,  —  Schellen»  Der  elektromagnetische  Telegraph  in  den 
Hauptstadien  seiner  Entwicklung.  Braunschweig  1850  in  8.  (4.  A.  1867),  — 
Peter  Theophyl  Riess  (Berlin  1805;  Professor  und  Aeademiker  in  Berlin), 
Die  Lehre  von  der  Beibungselektricitftt  Berlin  1853,  2  Bde.  in  8.,  —  und: 
Abhandlungen  su  der  Lehre  von  der  Reibungselektricitftt  Berlin  1867  in  8.,  — 
Be  la  RlTet  Trait«  de  l'^ectricitö  thöorique  et  appliqu4e.  Paris  1854—1858, 
8  VoL  in  8.  (Engl.  London  1858—1863),  —  Elvin  Bruno  Ghrlstoffel  (Mont- 
joie  1829;  Professor  der  Mathematik  in  Zürich  und  Berlin),  De  motu  per- 
manenti  eleotricitatis  in  corporibus  homogenis.  BeroUni  1856  in  4.,  —  Ernst 
(Christian  Julius  Schering  (Sandbergen  bei  Lflneburg  1833;  Professor  der 
Mathematik  m  Göttingen),  Zur  mathematischen  Theorie  elektrisoher  EÜrÖme. 
Oöfctingen  1857  in  8.,  —  J.  Chtvarret»  Professor  der  Physik  in  Paris :  Trait^ 
de  r41ectricit6.  Paris  1857,  2  Vol.  in  8.  (Deutsch  von  Arendt,  Leipiig  1860), 
—  Brlgs«»  Story  of  the  Telegraph.  London  1858  in  4.,  —  Taliaferro  P. 
Shaftier  of  Kentucky:  The  Telegraph  Manual.  New-York  1859  in  8.,  — 
Gustav  Heinrich  Wledemann  (Berlin  1826;  Professor  der  Physik  in  Basel 
und  Karlsruhe),  Die  Lehre  vom  Galvanismns  und  Elektromagnetismus.  Braun- 
schweig  1861—1868,  2  Bde.  in  8.,  —  Christoph  Julius  Diib  (Berlin  1817; 
Lehrer  in  Berlin),  Die  Anwendung  des  Elektromagnetismus  mit  besonderer 
Berflekaiohtignng  der  Telegraphie.  BerUn  1868  in  8.,  —  etc.^ 

S16«  QruddgenSChafleil.  Um  diese  Erscheinungen  zu  erklären, 
ninunt  man  gewöhnlich  zwei  Flüssigkeiten,  die  positive  oder  Grlas- 
ElektrleltSt,  und  die  ne^attve  oder  Harz-Elektrleltill  an, 
deren  Trennung  den  elektrischen  Zustand  begründet;  dabei  stösst 
sich  gleichnamige  Elektricität  ab,  während  sich  ungleichnamige 
anzieht,  wie  sich  diess  z.  B.  bei  den  sog.  £lektroskopen  aus 
Hollundermarkkügelchen ,  dem  elektrischen  Glockenspiele,  Tanze 
imd  Hagel,  etc.  zeigt.  —  Nähert  man  einem  elektrischen  Körper 
einen  isolirten  Leiter,  so  wird  Letzterer  durch  Vertheilung  ebenfalls 
elektrisch,  —  die  ungleichnamige  Elektricität  wird  angezogen,  die 
gleichnamige  abgestossen.  Bei  grösserer  Annäherung  wächst  die 
elektrische  Spannung,  und  wird  am  Ende  stark  genug,  um  die 
schlechtleitende  Luft  zu  durchbrechen,  —  es  entsteht  ein  F^nke, 
und  der  Leiter  ist  nun  ganz  mit  derselben  Elektricität  bedeckt,  wie 


434  —  Elektridat  und  Oalvuiiffn««.  ^ 


der  elektrische  Körper*  Hätte  man  aber  tot  dem  üebeifcU^cn 
den  Leiter  zurückgezogen,  so  hätte  er  kerne  Spur  von  EHdctridtät 
gezeigt  9  —  dagegen  die  dem  elektrischen  Körper  entgegengesetzte, 
wenn  man  ihm  Tor  dem  Zurückziehen  durch  Berührung  des  abge- 
wandten Theiles  die  abgestossene  Flüssigkeit  entzogen  hätte.  Hieranf 
beruht  das  sog.  Laden  des  einer ,  z.  B.  durch  Lederkissen  mit 
Mussivgold  geriebenen  Olastafel  gegenüberstehenden  Conduetors, 
oder  die  sog.  Elektrlalrmaaelilney  —  einer  beidseitig  metallisch 
belegten  sog.  Fraiifclln*selieii  Tafel  oder  der  IieydiierlaMhef 
—  des  auf  einen,  mit  einem  Fuchsschwanz  gepeitschten  Harskuchen 
aufgesetzten  Metalldeckels  oder  der  sog.  Elektroiikary  etc. 

PranUlB  schlug  vor,  die  OUaelektridtai  pmAUwm  Elektrieltii  sa  MBiieB, 
die  Hanelektrieiat  iiegaliTeff  d*  er  in  der  erstem  einen  Uebers^nss,  is 
der  zweiten  einen  Mangel  sn  Elektrieitat  sn  erkennen  glnnbte;  Georg  Christoph 
LIehtenWrg  (Ober-Rsmstldt  bei  Dannstadt  1744  —  OStttegen  17S9;  Pro- 
fessor der  Physik  in  Oöttingen;  vergl.  sein  £loglnni  dnrdi  Kästner  in  Como. 
OotL   14)    ftthrte  ^dsgegen    in   seinen   Abhnndlongen  „Bap»  noT*  metboiio 
motnm  sc  natnrmm  flnidi  electriei  investigandl  (Comm.  Oott  1777—1778)^  des 
gegenwlrtigen  Gebrauch  ein,  dnrdi  die  Beselohmingen  positiv  «nd  negsdv 
nnr  schlechtweg  den  Oegensats  anradenten,  und  machte  su^eich  Lststen 
durch  die  nach  ihm  benannten  strahligea  oder  aus  eoacentrisehen  Ringen  be* 
stehenden  Figuren  sichtbar,  welche  man  beim  Aufstreuen  von  Hnrastaab  saf 
einen  Harskuchen  erhllt,  je  nachdem  mau  in  denselben  mHlelai  etess  ssf- 
geeetsten  Metallringes   einen   positiven  oder  negativen  Funken  aberseUsg« 
1188t.  —  Den  sog.  Conductor  der  Elektrisirmaschine  soU  Georg  Matthias  Bmc 
(Leipsig  1710  —  Magdeburg  1761;  Professor  der  Physik  in  Wittenbeig),  eioer 
der  eifrigsten  und  namentlich  durch  seine  „Tentamina  electrica.  Vltebergs  V^ 
in  4>  bekannt  gewordene  Elektriker  seiner  Zeit,  um  1741  erfanden  hsbea. 
Die  erste  Elektrisirmaschine  in  neuerer  Gestalt  construirte  Christian  Aognst 
Hansen  (Dresden  1693  —  Leipzig  1743;  Professor  der  Mathematik  su  Leipxig) 
um  1743,  die  erste  Scheibenmaachine  Martin  Plante  (Stts  1737  —  Maxschlins 
1777;  Lehrer  am  Seminar  in  HaldeoBtcin  und  Marschlins;  vergl.  Bd.  S  meis^r 
Biographieen)   um    1755;   in   den    leisten  Jahren    sind   aber   allerdings  dietc 
Apparate  durch  die  von  A.  TSpler  und  W.  ■•Ite  construirten ,  InaKrst 
kräftigen  Influensmaschinen  (veigl.  flkr  sie  Pogg.  Annal.  125 — 127)  so  ticsüick 
in  den  Hintergrund  gestellt  worden.  —  Die  Verstirkungsflasche  wurde  in 
Herbst  1745  durch  Ewald  Georg  von  Klclnt  (17..— 1748;  HofgerichtsprisSdest 
SU  Cösslin  in  Hinterpommem) ,  bald   darauf  auch  von  einem  Privatmaaae  is 
Leyden,  des  Kamens  Can«aat  erfunden,  und  von  M^llct»  der  sie  von  Lejdrs 
her  kennen  lernte,  mit  dem  Namen  der  Leydner-Flasehe ,   von  John  Mtf^ 
(Old  8arum  1605  -.  London  1771;   praktischer  Arst  in  London)  aber  sncrsi 
mit  Zinnfolie  belegt   Die  ungefähr  gleichxeiUg  von  nmaldin»  vergL  dcst« 
„New  experiments  and  obserrations  on  electricity  made  at  Philadelphia  ssd 
communicated  in  several  letters  to  Mr.  CoUinaon   in  London.    London  1*^1 
in  4.  (Suppl.  1754,  5.  ed.  1774;  deutsch  von  Wüke,  Leipsig  17W)«*,  benuHte 
und  naah  ihm  benannte,  belegte  Tafel,  ist  wesentlich  mit  der  Verttlfkn«»- 
flasche  ein-  und  dasselbe;   wichtiger  aind  sein«  Vamnhe  Aber  die  I^A" 
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«lektriottU,  welche  Um  snr  Erflndnng  des  elektrischen  Glockenspieles  und  der 
BlitsaUelter  fahrten,  nnd  dnreh  welche  er  den  von  Gmjr  (s.  815}  noch  nicht 
gegebenen  wirklichen  Nachweis  fOr  die  Identitftt  des  elektrischen  Funkens 
und  des  Blitses  leistete,  —  leider  allerdings  auch  Georg  Wilhelm  Rlehaiuiii 
(Pemau  in  Llfland  1711  —  Petersburg  1753;  Academiker  in  Petersburg)  su 
den  Versuchen  veranlasste,  welche  ihm  bei  einem  Gewitter  am  26.  Juli  (a.  8t) 
1753  den  j&hen  Tod  brachten.  —  Der  im  Texte  beschriebene  Elektrophor 
wurde  1775  durch  Volte  eingefUhrt,  siehe  dessen  „Lettere  diverse  sull' 
elettroforo  perpetuo  (Bcelta  di  opusculi  dl  Milano  1775—1776;  auch  Rosier 
1776)*^.  Der  ebenfalls  von  ihm  eingeführte  Budloflieter«  vergl.  seine  ),Des^ 
crisSone  dell'  Eudiometro  ad  aria  inflammabile  (Bmgnatelli's  Annal.  chim. 
1790)*^,  beruht  darauf,  dass,  wenn  man  atmosphftrischer  Luft  mehr  als  das 
Doppelte  ihres  Sauerstofigehaltes  an  Wasserstoff  suOlgt,  und  durch  das  Ge- 
menge einen  kr&fUgen  elektrischen  Funken  durchschlagen  l&sst,  sich  slUnmt- 
liohor  Bauentoff  mit  dem  nOthigen  Wasserstoff  (vergU  350)  lu  Wasser  ver- 
bindet 

SIT.  Die  gd?aiü8c]i6ii  Strfime  nnd  Batteileeii.  Wie  in  demselben 

Augenblicke  y  wo  entgegengesetzt  elektrische  Körper  durch  einen 
Leiter,  so  z.  B.  die  beiden  Belegungen  einer  Leydnerflasche  durch 
einen  sog.  Auslader,  verbunden  werden,  ein  momentaner  elektrischer 
Strom  entsteht,  so  können  auch  dauernde  elektrische,  oder  nach 
ihrem  Entdecker  sog.  Galvanfsche  Ströme  durch  chemische  Wir- 
kung erregt  werden:  Taucht  man  nämlich  eine  Zinkplatte  in  Ter- 
dünnte  Schwefelsädre,  so  entwickelt  sich  Wasserstoffgas,  das  zunächst 
an  der  Platte  aufsteigt,  —  amalgamirt  zeigt  sie  sich  fast  unempfind- 
lich gegen  die  Säure,  —  setzt  man  aber  noch  eine  Kupferplatte  ( — ) 
in  die  Säure  und  verbindet  sie  metallisch  mit  der  Zinkplatte  (-f-)? 
so  entsteht  ein  elektrischer  Strom,  der  durch  das  nunmehrige  Auf- 
steigen des  Wasserstoffgases  am  Kupfer  sichtbar  wird.  —  Einen 
kräftigem  Strom  erhält  man  durch  Vereinigung  mehrerer  Elementen- 
paare zu  einer  Kette:  Entweder  baut  man  eine  Säule,  bei  welcher 
in  gleicher  Folge  Zink,  Kupfer  und  eine  mit  einem  Leiter  (Salz- 
wasser oder  stark  verdünnte  Säure)  befeuchtete  Tuchscheibe  wech- 
seln, eine  sog.  Volla'Mfee  SBuIe»  —  oder  man  taucht  in  eine 
Reihe  mit  verdünnter  Schwefelsäure  gefüllter  Zellen  je  ein  Zink- 
und  ein  Kupferelement,  und  verbindet  die  Zinkplatte  einer  Zelle 
metalliscb  mit  der  Kupferplatte  der  folgenden  Zelle,  —  oder  man 
theilt  nach  Daniell's  Vorschlage,  um  eine  Batterie  von  etwas  con- 
stanterer  Wirkung  zu  erhalten,  jede  Zelle  durch  eine  poröse  Scheide- 
wand ab,  setzt  in  den  einen  Theil  ein  Zinkelement  in  eine  Lösung 
von  Kochsalz,  in  den  andern  ein  Kupferelement  in  eine  Lösung  von 
Kupfervitriol,  —  etc.  In  allen  Fällen  entsteht  der  Strom,  sobald  die 
ättssersten  Elemente  durch  den  sog.  Polardraht  mit  einander  ver- 
bunden werden.  —  Ebenso  entstehen  elektrische  Ströme,  wenn  maoi 

S6« 
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wie  bei  der  sog.  £rdbatterie,  in  die  feuchte  Eide  eine  Zink^atte, 
an  einer  andern  Stelle  eine  Knpferplatte  eingräbt,  nnd  bdde  Platten 
dnreb  einen  Draht  verbindet,  —  oder,  wenn  man,  wie  bei  der 
sog.  tlierme-elektrUelieii  SOole,  ana  zwei  Streifen  veiachiedener 
Metalle  einen  Ring  znsammenlöthet,  nnd  den  Lothatellai  yenchiedene 
Temperaturen  gibt,  —  etc. 

Der  von  Job.  Oeorg  Snlser  (WinterÜmr  1720  —  Berlin  1779;  Profewor 
der  Mathematik  und  PhUoeophie  ra  Berlin,  Mch  MitgUed  der  Aeadcmie;  Tcrgl 
Bd.  8  meiner  Biographieen)  im  November  175«  an  seinen  Freimd  Albtccbt 
von  Hall«r  (Bern  1708  ~  Bern  1777 ;  Professor  der  Medidn  in  Oöttingfn, 
Präsident  der  dortigen  nnd  answirtiges  MitgUed  der  Pariser-Aeademie ;  vergL 
Bd.  3  meiner  Biographieen)  mit  den  Worten  «ün  moreeaa  de  i^omb  <n 
d'argent,  appliqn6  k  la  laogne  n'y  exeite  ancnn  goftt;  al  on  les  jobit  easemble, 
de  maniöre  que  les  denx  m^tanx  se  tonebent,  alors  on  sent  nn  go^  appr^ 
cbant  k  l'aigre  du  vitrioI  de  fer«'  beschriebene  merkwtrdige,  von  ihm  ib 
Beweis  einer  entstehenden  Vibration  angesehene  Versnch  (vergL  Biogr.  m  809; 
femer  die  1754  erschienenen  Mte.  de  Beri.  1151,  etc.)  war  schon  Hagst 
wieder  vergessen,  als  fialvaiü  1790  die  Entdeckung  machte,  daaa  entbUtestc 
Froscbscbenkel ,  welche  man  bald  nach  eingetretenem  Tode  flüt  swei  v<^ 
schiedenen  Metallen  berührt,  jedesmal  heftig  sncken,  wenn  man  I^tst"« 
snsammenbringt  fialTaal  sncbte  (s.  seine  8chrift  von  1791  in  315)  den  Qnad 
dieser  Erscheinungen  in  einer  besondem  thierischen  Elektricitat,  —  wlhrfo^ 
alsbald  \mltm  (s.  aetne  ,^emoria  snB'  EUettriciU  animale;  diacorso  radtsto 
il  die  5  Maggie  1793,  ~  demtsch,  Prag  1708'^  nnd  die  eigeatUdi  adma  IM 
geschriebene  Abhandlung  von  1814  in  815)  an  beweisen  snehta,  daas  du 
ElektriciUt  durch  die  BertthniDg  der  MetaUe  hervorgemfea  werde  nnd  der 
FroschschcDkel  nur  die  untergeordnete  Bolle  einen  Leiters  spiele,  ja  1799  die 
Richtigkeit  seiner  Ansicht  durch  den  Ban  der  nach  ihm  benannten  Slale  be- 
legen   konnte.    —   Znm  Ban   einer  Batterie,   vrelche   wlhrend   Oagercr  8eit 

consUnt  wirken  soll,  sind  die  dnreh  beisidiend«  Fifiv 

erläuterten    sog.    Minotto -Elemente    an   enipfehlen.    Be> 

zeichnet  man  die  Ansschlige  an  einer  Taagentenbonssole 

(vergl.  320)   von   1  nnd  33  Windungen  out  B|  nnd  B,,, 

so   ergab  mir  ein  solches  Element  unmittelbar  nach  in 

Füllung  (ohne  einige  Tropfen  Schwefelsinre  beinfttg*"' 

oder   vorher  constanten  Schluss  aiiiupeudcB,   *-  dafca 

welche  beide  HQlfs verfahren  der  Pioteaa  sehr  belMert 

werden  kann)  B,,  r=  30*,  —  einen  Tag  spiter  40*,  — 

nach  2*:4S«  oder  B,  =  4*.  —  nach  3**:  8*,  —  nach  4*:10»,  —  nach  5^  (tob 

••— ^  während  24*  constanten  Schluss  gebend) :  30*,  vras  etwa  an  erlangen  bt; 

bei   continuir liebem  Gebrauche  gibt  ein   solches  Element   ■*^*™   bei  eioeü 

Monat,  -.  bei  nur  seitweisem  Gebrauche  viele  Monate  lang  eonatantca  Stro«. 

^  .        ^    Um  dftgt^gen  f&r  kurse  Zeit  eisen  kräftigen  liaien-Blrn« 

lu  erbauten,  sind  in  DuUend-Kistchen  maammengcstdlM 

sweiiöllig«    Elemente   von  ^^airll    su   empfehlen,   Mi 

^     j^  denen  eine  ThonzeUe  als  Diaphragma  vrirkt,  ein  Knpfrf 

^j.    1  _  drsht  rusleieh  als  Element  und  Verbindnngsdratt  difst 

Dutsend- Kistchen    gab    nnmittelbnr 
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6||  ^  66*,  —  nach  zehniäpgßm  Oebrauehe  aber  nur  noeb  49,  —  bei  SpeiBung 
mit  piÜYerifiiriem  Kupfervitriol  sofort  wieder  44®;  Eehn  eolcbe  Kistchen  gaben 
bei  knnem  ScbluBse  70<^,  bei  60  Eil.  Widerstand  (vergL  318)  noch  00^,  bei 
500  KU.  noch  40<^.  —  Für  die  von  William  Robert  Grove  (Svansea  1811; 
Professor  der  Physik  in  London)  vorgeschlagene  Zlnk-Platin-Batterie  vergl. 
dessen  Abhandlung  „On  a  new  voltaio  battery  of  great  energy  (Phil.  Mag. 
1830)^,  -^  für  die  von  Bnnsen  beliebte  Zink-Kohlen-Batterie  dessen  Notis 
„Bereitung  einer  Kohle  als  Ersats  des  Plaün's  in  der  Grove'schen  Kette 
(Pogg.  AnnaL  1842)",  —  etc.  --  Fflr  Erdbatterieen  vergl.  s.  B.  meine  „Be- 
obachtungen an  einer  Erdbatterie  (Bern.  Mitth.  1856)".  —  Die  thermoelektri- 
schen  Ströme  entdeckte  1823  Thomas  Johann  Seebeek  (Reval  1770  —  Berlin 
1831;  Mitglied  der  Berliner- Academie),  vergl.  seine  Abhandlung  „Magnetische 
Polarisation  der  Metalle  und  Erze  durch  Temperaturdifferens  (BerL  Abb. 
1822^1823)".  Ueber  ihre  Anwendung  cur  Messung  der  strahlenden  Wärme 
durch  den  sog.  Thernomultlplieator»  der  in  der  neuem  Zeit  das  ur- 
Bprflnglioh  von  Job.  Christoph  Stnrn  (Hippoltstein  1635  —  Altdorf  1703; 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  su  Altdorf)  in  seinem  „(Kollegium  ex- 
perimentale  cnriosum.  Norimb.  1676—1686,  2  Vol.  in  4."  zu  gleichem  Zwecke 
vorgeschlagene,  und  dann  wieder  von  Lcillc  (s.  seine  Schrift  in  299)  neu- 
erfundene  Dlffercntlalthermooieter  mit  Nutzen  ersetzt  hat,  vergl.  die 
von  seinem  Erfinder  Leopolde  IVoblU  (Trassilico  in  Modena  1784  —  Florenz 
1835;  Professor  der  Physik  zu  Florenz)  gegebene  „Description  d'un  thermo- 
mnltiplicateur  ou  thermoscope  ölectrique  (Bibl.  nnivers.  1830)^',  und  die  von 
Ihm  mit  Macedonio  Mellonl  (Parma  1798  —  Portid  1854;  Professor  der 
Physik  in  Parma,  und  später  Director  des  meteorologischen  Observatoriums 
am  Vesuv)  angestellten  „Recherches  sur  plusieurs  pfadnomönes  calorifiques 
eotreprisea  au  moyen  du  Ihermo-multiplicateur  (BibL  nniv.  1831)",  etc. 

SlS«  Dai  Obm'iche  fiasetx.  Bezeiclmet  s  die  Stärke  eines  elek- 
triaclien  Stromes,  e  die  elektromotorische  Kraft  der  verwendeten 
Elemente,  die  nm  so  grösser  ist,  je  weiter  die  dazu  gebrauchten 
Stoffe  in  der  Spannangsreihe  (+  Zink,  Blei,  Zinn,  Eisen,  Wismuth, 
Kupfer,  PUtin,  Gh>ld,  Silber,  Kohle,  Graphit  — )  von  einander  ab- 
stehen, m  die  Anzahl  der  Elemente,  f  ihre  in  Quadratdecimetem 
gegebene  Oberfläche,  W|  den  (für  Wasser  sehr  grossen,  durch  Zu- 
satz von  Säuren,  Salzen,  etc.  zu  vermindernden)  Widerstand  eines 
Elementes  der  Oberfläche  1,  1  die  Länge  des  Schliessungsdrahtes 
in  Metern,  d  die  Dicke  desselben  in  MiUimetem,  und  Wg  den  (für 
Eisen  6,  Platin  7,  Quecksilber  39  mal  so  gross  als  für  Kupfer  ge- 
fundenen) Widerstand  eines  Schliessungsdrahtes  der  Dimensionen  1, 
80  ist  nach  Ohm 

md^ef Summe  der  elektromot  Kräfte 

^  md^Wi  +  flwj  ""  Summe  der  Widerstände. 
Für  Elemente  bestimmter  Art  ist,  je  nachdem  1  klein  oder  gross, 
das  erste  oder  das  zweite  Glied  im  Nenner  von  überwiegender  Be- 
deutung, und  somit  im  erstem  Falle  s  nahe  proportional  der  Grösse, 
in  letzterm  aber  der  Anzahl  der  Elemente^  so  diMfS  man  z.  B.  für 
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Localbatterieen  wenige  grosae,  für  LinienlMtterieeii  dagegoo  viele 

kleine  Elemente  verwendet 

Für  Ohm  und  seine  claBsiBche  Schrift  vergL  315.  —  Zu  betreffc&deB 
UntenuchuDgen  dient  der  von  Wheatitone»  vergl.  seinen  y^Aceount  of  aeve- 
ral  new  instnunents  and  procesBes  for  determining  the  constanto  of  a  voltaie 
Circuit  (Phil.  Trana.  1843)"  erfundene  Rheoetat»  von  dessen  Itir  das  schwei- 
zerische TelegraphennetE  benutzter  specieUo' Ein- 
richtung das  beistehende  Schema  einen  Begriff 
gibt:  Die  grosse  Spule  hat  10,  jede  der  kleinen 
1  Kilometer  Üraht,  und  werden  somit  die  beiden 
Zeiger  erst  auf  Null,  dann  s.  B.  auf  2  und  10 
gestellt,  so  hat  ein  durchgeführter  Strom  in  leta> 
tenn  Falle  12  Kilometer  mehr  Widerstand  su 
aberwUtigen  als  im  ersten.  Der  von  Oualav 
Haeler  (Aarau  1830;  Director  der  Telegrapheo- 
werkstfttte  in  Bern)  für  mich  conatrulrte  Rheo- 
sUt  geht  bis  auf  200  KiL,  und  seine  Wlder- 
Btandsspulen  sind  für  Eisendraht  von  4"" 


Bartterid 

rechnet:  Ich  erhielt  mit  demselben  bei  zwei  Minotto-EUementen  tOs 
Kü.       0         2        5        10        26        50        100        200 
B^   =10<»        6        4         2  1 

Bj,  =62«  27        14  6  2 

Da  die  eidgenössischen  Linien  nur  3""  Drahtdicke  haben,  so  hat  man  somit 

nach  dem  Ohm'schen  Gesetze,  wenn  1  Kilometer  des  Apparates  x  Kilometen 

der  eidgenössischen  Linien  entsprechen, 

m.S'.e.f  m.4*.e.f  .  a«^» 

— -— CS Tm .  ,  ,  oder       x=:0,06.1 

m .  3« .  Wi  4"  f .  X .  Wj        m .  4* .  Wj  +  f .  1 .  Wj 

so  dass  obige  200  Kilomeier  nut  etwa  lOO  Kilo- 
metern eidgenössischer  Linien  entsprechen.  —  Um 
Tuteraehr.       den  Widerstand  eines  Apparates,  a.  B.  der  Spulen 
Bonss.    des  Tasterschreibers  (vergl.  841),  mit  dem  Rheo- 


O       staten  zu  bestimmen,  steckt  man  In  dem  Ketten- 
wechsel erst  bei  a  und  c  Stifte,  und  lleal  bei 


vorher  auf  Null  gestelltem  Bheostaten  an  der  Bonssole  ab;  dann  ateekt 
den  Stift  von  a  nach  b  über,  d.  h.  schaltet  den  Tasterschreiber  aus,  und  Akit 
mittelst  des  Rheostaten  die  Boussole  auf  den  vorigen  Stand  lurttck;  die 
nunmehrige  Ablesung  am  Rheostaten  gibt  nun  den  Widerstand  dea  Appaniea 
In  Kilometern. 

S19«  Weitare  UgenscbafleiL  Der  galvanische  Strom  erbitst 
dünne  Leitungsdrähte ,  durchläuft  sie  mit  einer  von  Wheatsloiie 
zu  60000  Meilen  angeschlagenen  Geschwindigkeit,  —  erregt  beim 
Schliessen  oder  Oeffnen  in  einem  benachbarten  Leiter  einen  sog. 
Indaclrten  Strom,  der  2.  B.  in  den  zur  Zeit  vielfach  medidniach 
verwendeten  Erschtltterungsapparaten  benutzt  werden  konnte,  weil 
er  fortwährend  seine  Richtung  ändert,  nämlich  als  Oeffntiagaatn« 
gleiche,  als  Schliessungsstrom  entgegengesetzte  Richtni^  wie  der 
erregende  Strom  besitzt,  —  etc.    Auch  ist  der  galvi 
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ab  chemiiBche  Kraft  thätig,  kann  Wasa^  zersetzen,  —  Enpfer  ans 
KnpfervitrioIlöBiing  in  Wasser^  Oold  ans  Goldchloridlöenng  in  Wasser 
mit  unreinem  Cjankaliom,  etc.  metallisch  niederscUagen,  nnd  so 
znr  sog.  GalTanoplastlk  behülflich  sein,  —  etc.  Zwei  parallele 
Polardrähte  ziehen  sich  nach  Ampire's  Entdeckung  an  oder  stossen 
sich  ab,  je  nachdem  der  Strom  sie  in  gleichem  oder  entgegen* 
gesetztem  Sinne  dnrchlänft. 

FOr  die  Besllmmmig  der  Oeschwiiidigkeit  der  Elektricit&t  dnroh  Wheat« 
alane  vexgl.  dessen  Abhandlung  „An  aceonnt  of  some  experimente  io  meosure 
Oie  veloclfty  of  eleetrieüy  and  the  dnratton  of  eleotrio  light  (Phil.  Trana.  1884)^. 
Hat  der  Strom  noch  Hindemiaae  zu  Überwinden,  a.  B.  durch  Apparate  in 
gehen,  ao  nimmt  seine  durchachnittliche  Geschwindigkeit  ab;   für  die  circa 
38  Meilen  lange  Linie  Neuenburg-Bem-Zfirich  brauchte  er  an  0^,015,   ging 
also  nur  mit  einer  Geschwindigkeit  von  circa  1800  g.  Meilen.  —  Auf  die 
Ihduetionaeracheinnngen  machte  zuerst  Faradey  in  der  1882  puhlicirten  awei- 
ten Reihe  seiner  „Researches  (s.  815)^  aufinerkaam;  dann  wurden  aie  auch 
durch  Jaeobi»  vergl.  seine  Abhandlung  „Ueber  die  Inductlonsph&nomene  beim 
Oeffnen  und  Schliessen  einer  Volta'schen  Kette  (Bull.  Pet.  1888)^,  —  Elie- 
Fran^oia  Wartmann  (Genf  1817 ;  Professor  der  Physik  au  Lausanne  und 
Genf),  vergl.  seine  „MÖmoires  I~VIII  sur  Pinduction  (Arch.  de  l'^ectr.  und 
Arch.  des  acienc.  phys.  1844 — 1850)**,  —  etc.,  untersucht.    Die  inducirten 
Btrdme  alnd  muthmaasUoh  Schuld,  daaa  sich  ein  awischen  den  Polen  elnea 
starken  Elektromagneten  raach  drehender  Metallaylinder  über  die  Biedehitae 
hinaus  erwärmt  —  Die  schon  in  817  angedeutete  Wassersersetsung  durch 
den  galvanischen  Strom,  bei  der  man  beide  Gaae  erhalten  kann,  wenn  man 
wenigstens  den  positiven,  den  Sauerstoff  liefernden  Pol  dea  Schllessungs- 
drahtea  in  ein  edles  (nicht  oxidirbares)  Metall,  a.  B.  Platin,  auslaufen  Iftsst, 
nnd  ttber  beide  Pole  mit  Wasser  geiHUte  Aulfangssylinder  stellt,  entdeckte 
Anthony  Carllflle  (Stillington  1768  -^  London  1840;  Chirurg  in  London)  im 
Jahre  1800,  als  er  gemeinschaftlich  mit  IVIeholflon  (s.  dessen  Journal  of 
nat  philos.  rV)  experimentlrte ,  und  dabei  den  von  der  untersten  Platte  der 
Volta'schen  Sinle  kommenden  Draht  in  einen  auf  der  obersten  Platte  liegenden 
Waasertropfen  tauchte.  —  Für  die  von  JaeoM  1838  erfundene  Galvano- 
plaatik  vergl.  dessen  Schrift  in  815.  —  Faradey  hat  in  der  1834  erachienenen 
7.  Reihe  aeiner  „Researches  (s.  815)^  folgendes  hOchst  interessante  Geaeta 
nachgewiesen:    Dieselbe  Elektricitfttsmenge ,  welche  aus  9  Kflogr.  Waaaer 
1   Kil.  Wasserstoff  ausscheidet,    scheidet  auch  aua  Kupferoxyden  82  KIL 
Kupfer,  aua  Bleioxyden  103  Kil.  Blei,  etc.,  ab,  •—  d.  h.  die  Lösung  chemischer 
Equivalente  (vergl.  2CH)  und  YIU)  bedarf  dieselbe  Elektriciatsmenge.  —  Für  die 
Entdeckung  von  Ampere  vergl.  sein  „Memoire  sur  la  th4orie  mathteatique 
des  ph^om^nes  61ectrodynamiques  «niquement  d4duite  de  l'expMenee.  Paria 
1826  in  4.*« 

S90«  Der  Klektronagattifmiii  ud  die  Telegn^Ue.  Der  Polardraht 

hat  auch  magnetische  Kraft:  Bringt  man  ihn  in  den  magnetischen 
Meridian^  so  wird  das  Nordende  einer  über  demselben  schwebenden 
Magnetnadel  für  einen  nach  ihr  sehenden,  Kopf  voran  im  Strome 
sich  schwimmend  denkenden  Beobachter  links  abgelenkt  Wird  ein 
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weiclies  Eisen  mit  einem  isolirten,  mit  Seide  nraspoimeneii  Poisr* 
drahte  mnwnnden,  so  wird  es  zum  Elcklfi  BfCtef  yerliert 
aber  beim  Oeffnen  der  Kette  seinen  Magnetismus  angenblicklich 
wieder,  —  während  ein  Stahlstab,  den  man  (analog  311)  durch 
eine  solche  Drahtspirale  zieht,  dauernde  magnetische  Sättigung  er- 
halt Umgekehrt  entsteht,  wenn  einem  Hnfeisenmagnete  g^enüber 
ein  mit  einem  isolirten  Knpferdrahte  umwundener  hufeisenförmiger 
Anker  rotirt,  eine  Magneto-ElektrialnnaaefelBe«  —  Die  Ab- 
lenkung der  Magnetnadel  durch  galyanische  Strome  wird  nun 
Messen  der  Letztem  verwendet:  Bei  der  sog.  TaiigeiiteB-BssiMale 
wird  der  Strom  durch  einen  in  die  Ebene  des  magnetischen  Meri- 
dianes  fallenden  Kreis  geführt,  in  dessen  Mittelpunct  eine  verhalt- 
niRgmgiurig  kurze  Nadel  hangt;  bei  der  Siiivs-BMnaole  ist  dieser 
Stromkreis  beweglich  und  wird  der  Nadel  nachgedreht,  bis  sie 
wieder  in  seine  Ebene  fällt  —  Da  der  Strom  auch  den  längsten 
Polardraht  fast  augenblicklich  durchläuft,  und  dieser  überdiess  nach 
Steinheil's  folgenschwerer  Entdeckung  zur  Hälfte  durch  die  Erde 
ersetzt  werden  kann,  so  wird  es  möglich,  in  kürzester  Zeit  auf 
beliebige  Distanzen  Zeichen  zu  geben  oder  elekli  toeke  Tele- 
K^rapbeii  einzurichten,  indem  man  an  der  einen  Station  den  Strom 
mit  Hülfe  eines  sog.  Tasier^B  abwechselnd  herstellt  und  unter- 
bricht, dadurch  auf  der  zweiten  Station  einen  Elektromagneten 
befähigt,  einen  Anker  abwechselnd  anzuziehen  und  loszulassen, 
folglich  auch  jeden  mit  Letzterm  in  geeigneter  Verbindung  stehen- 
den Apparat,  sei  es  ein  Schreibapparat,  ein  Läutwerk,  eine  sym- 
pathische Uhr,  ein  Chronoskop  oder  Chronograph,  etc.,  in  Thätig- 
keit  zu  setzen. 

Nachdem  •craied  1820  (s.  seine  Schrift  In  315)  KenntalBS  von  dem  Ein- 
fluue  des  galvanischen  Stromes  auf  die  Magnetnadel  gegeben  nnd  damit  den 
Elektromagnetismns  entdeckt,  sodann  Ampere  in  seiner  Abhandhtng  ^Snr 
l*action  des  conrans  voltalqnes  (AnnaL  de  chim.  et  de  phya.  1820)*^  die  Im 
Eingange  des  Textes  mitgetheilte  Regel  ausgesprochen,  und  Paggcaiaif 
(s.  seine  315  erw&hnte  Abhandlung)  den  elektromagnetischen  Moltlplicaiar» 
von  welchem  die  Im  Texte  beschriebenen  Bonssolen  als  Abarten  aninaebea 
sind,  erfunden  hatte,  fknd  Fandejr  1831,  s.  seine  erste  Serie  der  „Reaearehcs 
(vergL  315)«',  auch  die  Magnetoelektriciat,  und  bald  entstanden  durch  den 
Parlaex^Mechaniker  nzil  (vergL  Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1883),  durch 
BtitagshanacB  (spitestena  1837;  vergL  Oehler  IX),  durch  Bmil  flMüwcr 
(Deutsch  in  Sachsen  1813;  Mechanikua  in  Leipilg  und  Dreedea),  vei|^  seine 
Mittheilung  „Ueber  die  Ck>nstruction  magneto-elektriacher  M^^tiiiMMi  (Pogg. 
AnnaL  1844)*^,  etc.  kriftige  Magnetoelektrisirmaachinen  nach  dem  im  Texte 
angegebenen  Principe.  —  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  des  Elektro- 
magnetismus bilden  entschieden  die  elektrischen  Telegraj^en:  Schon  lange 
ehe  die  beiden  Brftder,  der  französische  Finanabeamte  Tcnafs  TTrheln  Isan 
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ClMippe  (1760—1828)  und  der  Abb«  Claude  (»Mippe  (1768^1806)  im  Jabie 
1792,  vergl.  des  Erstem  ,,Hi8toire  de  la  t^l^aphie.  Paris  1824,  2  VoL  in  S.% 
der  fransösischen  Nationalversammlung  zu  belieben  wussten,  den  seit  alten  Zeiten 
für  Zeichen  in  die  Feme  gebräuchlichen  Feuersignalen  die  schon  von  Hooke 
(s.  Phil.  Trans.  1084)  empfohlenen  optischen  Telegraphen  mit  beweglichen 
Gliedem  su  substituiren,  nämlich  schon  1774,  hatte  Ejeiage  (vergL  das  Werk 
von  Behellen  in  815 : 4  A.,  pag.  294)  die  Idee,  swei  Pnncte  mit  24  isolirten, 
den  einseinen  Buchstaben  entsprechenden  Drähten  bu  verbinden,  an  deren 
Enden  Paare  von  HoUunderkügelchen  angehängt  waren,  welche  am  einen 
Ende  auseinander  gingen,  sobald  das  andere  Ende  mit  dem  Conductor  einer 
Elektrisirmaschine  verbunden  vmrde,  —  und  nach  Entdeckung  der  Wasser- 
serselBung  durch  den  galvanischen  Btrom  brachte  Samuel  Thomas  Mmm«» 
rinff  CThom  1766  —  Frankfurt  1880;  erst  Professor  der  Medicin  in  Cassel 
und  Mains,  dann  Mitglied  der  Münchner -Academie,  und  snletit  Arat  in 
Frankfurt)  durch  seine  Abhandlung  „Ueber  einen  elektrischen  Telegraphen 
(Mflnehn.  Denkschr.  1809 — 1810)  in  Vorschlag,  die  Enden  der  Drähte  au  ver- 
golden und  In  Wassergläschen  ausmttnden  au  lassen.  Nach  Entdeckung  des 
Elektromagnetismus  lag  es  nahe,  die  BÖmmering>schen  Gläschen  durch  Magnet- 
nadeln au  ersetsen;  dagegen  war  es  ein  wesentlicher  Fortschritt,  als  1832 
einerseits  Pavel  Lwowitsch  Behllllng  von  Canstadt  (Reval  1786  —  Peters- 
burg 1837;  russischer  Staatsrath),  und  anderseits  QaoM  und  Weber  seig- 
ten,  dass  man  mit  zwei  Drähten,  einem  HfilÜBapparate  aur  Umkehrang  des 
Stromes,  und  der  Combinatlon  von  Nadelausschlägen  nach  rechts  und  links 
fttr  aUe  Zeichen  ausreiche,  —  und  als  sodann  1838  Btelnkell»  ver^.  sefaie 
Abhandlung  „lieber  Telegraphie,  inabesondere  durch  galvanische  Kräfte. 
Manchen  1888  in  4.^,  noch  die  brillante  Entdeckung  machte,  daas  der  aweite 
Draht  durch  die  Erde  ersetzt  werden  könne,  so  war  der  praktische  Betrieb 
auf  weiten  Strecken  ermöglicht^  und  damit  auch  die  Erfindung  aller  Arten  von 
Zeiger^,  Schreib-  und  Druck-Apparaten  der  Mühe  werth.  —  Von  den  Schreib- 
apparaten ist  der  von  Samuel  Finlay  Breese  Morse  (CSharlestown  in  Massa- 
chusetts 1791 ;  frtther  Maler,  später  Professor  der  Naturgeschichte  in  New- 
Haven)  1835  Erfundene,  mit  den  aus  .  (di)  und  —  (doo)  combinirten  Buch- 
staben: Ä.— ,  ä»  — .— ,  b— "...,  c  — .  — .,  d  — ..,  e.,  f..  —  .,  g"*""~»j 
b....,    1**)  j»  —  —  — " ,   k  •"" .  •— )   1  * ""  •  •  >   ^  """"""j   ^  ^~  •  >   ®  •— — -^.1, 

O  ■— ".— «i^  «,    p  ,  ^^  —  , ,    q  ^-.  ■—  ,  "^j    T  •  — ■—  .,    S*..,    t  """"j    u  •  •  "^  j    u  •  •  ^^  ^■•, 

v...— ,  w.  — — ,  X—..—,  y—"»'"--"»  z— — ..,  ch  —  —  — — ,  und 
ZÜTera:   0  —  —  —  -——,    1.  ————,   2..—  —  —  ,   8...  — — ,   4.... — , 

6 ,   6  — . .  • . ,   7  —  — > . . . ,  8  -^  -^  — .  • ,  9  — •  —  —  — . ,  immer  noch  am 

gebräuchlichsten.  -—  Fflr  den  Chronographen  vergL  841,  —  fär  das  von 
Wheatatone  um  1840  erfundene  und  sodann  von  Hipp  wesentlich  ver- 
besaerte  Ghronoscop,  sovile  ttberhaupt  fär  weiteren  Detail  die  in  816  ver- 
zeichnete Literatur. 


Einige  ZusStze. 


4U  Yer^eiehe  ^dion,  Noüee  bot  la  vie  at  1«  onTnges  dv  Q6ntnl  J.  V. 
WmmttimL  Pana  1869  ia  8^  —  Bence  Joim,  The  life  and  tetten  of  Faraicf. 
London  1870,  %  YoL  in  8.« 

M.  MMh  „fteiB  W»rpclif  a>Mn  ISM  •-  Pnria  1864;  aeirt  in  Pttk 
nnd  Born  lebend),  Mteoiie  rar  In  propngplion  de»  ehüben  indiean  (Jraii 
nrint)*'  eind  nwrthweitirh  etwn  te  8.  Jehibundeii  nut  den  AnHu^sboc^ 
sUbOi  der  ZeUwOrtar  dee  SHMerit  «ififiMli—iiiide  BeWmifhftn  dntreh  die 
Nen->P7thngorier  in  den  Westen  gekommen,  Ton  den  Bfinen  aftntt  ihrer 
mnbeqnemen  Ketbenechrift  beld  in  Gebmnch  ganommen,  nnd  eodnan  nach 
Speaien,  elc,  feihieiiei  worden;  im  8.  JabAnaderi  kamen  tber  Begdri 
noekmila  nene  Zeichen,  ¥on  denen  dann  aber  nnr  daa  hlidabtn  ftdilmilf, 
nnd  snr  Zeil  dea  Q^macbea  der  ffnrbanUffl  (AbneM)  andi  nock  nicht  w 
nokhwendige  SieUenaeiehen  NnU  (arabiach:  cifiran,  leer,  ^  itnüewadh:  aephiro 
oder  aligektnt  aero)  Eingang  fand. 

«••  Die  Sehrill  Ton  »e— ej  iat  aeUher  nnfear  dem  Titel  ^Abknadtnagea 
aaa  der  mathtimitiiirben  Statistik.   Leips%  1869  in  SJ^ 
aug  noch  gWlcgatfi»  Die  a^atbfmifiwfhfa  Qrmadlagen  der 
raagsiastitate.  Haue  1854  ia  &*^  aac^eUegca  verdea. 

n«  Hier  iat  aoeh  «^Friedrich  Lndwig  StngVBaaii  (FnakAnt  1813;  Plofeesor 
der  Xatbematik  iit  Sfarbvrg},  Lekrbach  der  Yariatiooarcchanag.  Gaaael  1851 
in  SL'^  an  enr Ahnen. 


HS.  Seitlier  ist  gfielncr»  Eialeitang  in  die  arcthetische  Geometrie.  liripzif 
1569  in  &^  ersckiexiea. 


Hier  mögen  ;JacqQea->Philippe-Marie  Bimst  (Renaca  1786  —  Fant 
18^ ;  Professor  der  Astrvaociie  cad  Mlt^cd  der  Aeadcmia  an  Paria),  Ser 
la  eoarbve  des  ligces  coasiderves  comme  proTeaaat  de  natcncctioa  mata^Ue 
de  devx  sarfaces  d.csees  (Coaipt.  read.  1S44,  VoL  19}-,  nad  J  ■■f 
Le^Ds  sor  les  coordoes^es  carrili^aes  et  leaia  diTcrsea  applieaxionn.  Paris 
1859  ia  8.*^  aachgetragea  verdea. 

^B^  Vecgieiche  aaeh  rJeaa-Baptisae  ■tasaamr  (EKh  ia  Lnxcmbn^g  1803 
bii  Li^  lödS:  Proleaaor  der  Madbema^ak  aa  Lftoich;  vetgL  Baaeampsfai 
18<>9  VI),  Memoire  aar  aae  aouTcile  mechode  d'applieatioa  de  b  geometm 
descnpüre  k  U  i««her>:he  dea  pr\?pnies<a  de  Teteadae  (Mcm.  de  Brua. 
XXIX,  155i)- 

S89k    Soeben   fet  ^Tfwäatäm   Researchei 
cr^rstalljc  Acti.^a.  Loadoa  1570  ia  *.•  er9<k: 


Elnleltimg  zu  den  Tafeln. 


I.  BedactionBtafel  für  liaasae,  (Gewichte  und  Münzen.   Nach  ihr 
findet  man  s.  B.«  daas 

put  KÜMMtor 

i  fl*  {%)  pw  dentBche  Meile   .    .  s  0,2888  fr. 
1  thlr  (^VJ  per  prauuische  Meile  =  0,4978  „ 
1  fr.  per  Bchwelserstonde     .    .    .  =  0,2063  » 
1  Dollar  (>%)  per  MUe    .    .    .    .  =  33654  „ 
Die  in  kleinerer  Solirift  gedmokten  Zahlen  sind  bei  Llngfinmaawii   und 
Gewicht  Logarithmen  der  Redoctionszahlen)  —  bei  Flftchenmaaee  geben 
sie  die  Anjuhl  PAinde,  welche  einen  QnadratsoU  eben  so  belasten,  wie 
ein  KUogramm  einen  Qnadratcentlmeter. 
^^  Factorentafel.   Nach  ihr  ist  s.  B. 

663c=d.221       nnd       221e=:13.17       also       668=:S.13.17. 

^^  Tafel  der  Potenzen,  Wurzeln,  ELreisnmfIbige,  Ereisfläclien,  Ra- 
dien und  Reciproken.  In  der  erweiterten  Qnadrattafel  gehören  die 
fetten  Ziffern  m  allen  Colnmneni  sind  jedoch  Ittr  jeden  Pnnot  nm  eine 
Einheit  ra  vermehren ,  so  daas  s.  B.  838*  =  702244;  sie  ist  anch  svm 
Aussieben  der  Qnadratwnneln  anf  drei  Stellen  an  gebrauchen. 

III.  MortalitätBtafel  und  Hülfstafel  für  Zinsrechnung.  Von  den  Mor- 
talititstafeln  ist  die  erste  diejenige  der  schweiaerlschen  Rentenanstalt, 
die  sweite  die  von  Gysi  1867  ftr  die  Bchweis  constmirie,  die  dritte  die 
in  England  aecreditirte  der  sog.  17  Oesellsehalten.  VergL  flir  die  Mor^ 
taiitfttstafel  40^  —  fttr  die  Tafel  sur  Erleichterung  der  Zins-  und  Renten- 
Rechnung  27. 

IV.  LogarithmentafeL  Die  swei  ersten  Seiten  der  Tafel  geben  die  natOr- 
lichen  und  gemeinen  Logarithmen  aller  Primzahlen  von  1  bis  1000  auf 
10  Stellen,  und  lassen  mit  Hfllfe  von  11  oder  einer  Interpolationsformel 
(49  oder  54)  verhUtnissmissig  leicht  auch  andere  Logarithmen  eben  so 
genau  berechnen,  sumal  sie  von  log.  nai.  10  und  log.  e  ss  1 :  log.  nat  10^ 
mit  welchen  man  gemeine  oder  natflrlicha  Logarithmen  multipliciren  muss, 
um  natftrliche  oder  gemeine  Logarithmen  su  erhalten,  die  Vielfachen 
geben.  Die  awei  folgenden  Seiten  enthalten  eine  Tafel  vierstelliger  ge- 
meiner Logarithmen,  und  geben  a.  B. 

log  287,2  =  23747  Num  log  &,2432  a  1771 .., . 

18.0,2 4  2480 

23751  2:25sat 


V.  Trigonometrische  TafeL   Die  sechs  enteo  Setten  cBthiltaa  die  ge- 
wöholichen  trigonoffletriacheii  Logarithmen,  vad  geben  s.  & 
log  8iB  34«  23' =:  9,7513  31  — 13  = +  18 

+  5 3.W 

«,7518 
Are  log  Ctg  9,6933  =  90«  —  (26*  10' +  60  =  63»  44* 
14 

IB. 10:  +  38s=  46-14 

+  6 
Bei  den  drei  ersten  Seiten  ist  die  Charakteristik  iauMr  sa  steeichea.   Die 

siebente  Seite  gibt  die  trigonometrisehen  liniea  Ar  den  Badina  Eiaa. 

VI.  SehnentafeL  SoUca  s.  a  ftr  den  Badiva  2i0  sa  der  Bilna  ai«6  lOtlel- 

paactawinkel  and  Pfeil  gefiradea  werden,  ao  kat  aMa 

31,6 .  10000 :  244)  =  13167  =  82«  21« 

121 

252  —  121  =  131 46.60:131  =  21 

PfeU  82«  2P  =  2453  510  —  453  =  57 

20 21.57:60 

2473.21.0:10000  =  53358 
YSI\  Tafel  der  Bogenlängen  für  den  Radius  1.   Maek  ikr  iat 

Are  63«  24*  17"  =  LOIH» 60* 

52360 3* 

5618 20* 

1161 4* 

48 10^ 

1.1W6Ä 

VIP.  Tafel  der  Logarithmen  von  a .  Are  1^  =  Sin  «^. 
Vn*.  RednetioQstafel  für  Zeit  nnd  Bogen.   Sie  gibt  s.  & 

127»  24'  39"  =  8^  29"  38.6"  =  0^3919* 
nnd  scvut  aacK  da  4  X  0353919  =  1.415676  ist, 
15T«  ^»  S9"  Sex.  =  141»  56'  76"  Ceat 
VnL  Chemische  TafeL 
IX.  Physikalische  TafeL 

X.  Festigkeitstafel  nach  Ccdmann  und  Zenner. 
XI\  Tafel  für  Wasserdampf  nach  Regnanlt  und  Zenner. 
XP.  FsTchrometei^Taf eL   iVex^  3  6.) 
Xn.  Hrpsometitsche  TafeL  (Vtr^  273  aad  275^) 
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.2929 

.4064 

.5241 

58 

33  6400 

7561 

8724 

9889 

.1056 

.2225 

.33% 

.4569 

.5744 

.6921 

59 

34  8100 

9281 

.0464 

.1649 

.2836 

.4025 

.5216 

.6409 

.7604 

.8801 

60 

d%  0000 

1201 

2404 

3609 

4816 

6025 

72% 

8449 

9664 

.0681 

61 

37  2100 

3321 

4544 

5769 

69% 

8225 

9456 

.0689 

.1924 

.3161 

62 

38  4400 

5641 

6884 

8129 

9376 

.0625 

.1876 

.3129 

.4384 

.5641 

63 

39  6900 

8161 

9424 

.0689 

.1956 

.3225 

.44% 

.5769 

.7044 

.8321 

64 

40  9600 

.0881 

.2164 

.3449 

.4736 

.6025 

.7316 

.8609 

.9904 

:1201 

65 

42  2500 

3801 

5104 

6409 

7716 

9025 

.03% 

.1649 

.2964 

.4281  « 

66 

43  5600 

6921 

8244 

9569 

.08% 

.2225 

.3556 

.4889 

.6224 

.7561 

67 

44  8900 

.0241 

.1584 

.2929 

.4276 

.5625 

.6976 

.8329 

.9684 

:1041 

68 

46  2400 

3761 

5124 

6489 

7856 

9225 

.05% 

.1%9 

.3344 

.4721 

69 

47  6100 

7481 

8864 

.0249 

.1636 

.3025 

.4416 

.5809 

.7204 

.8601 

70 

49  0000 

1401 

2804 

4209 

5616 

7025 

84% 

9849 

.1264 

.2681 

71 

50  4100 

5521 

6944 

8369 

97% 

.1225 

.2656 

.4089 

.5524 

.6%1 

72 

51  8400 

9841 

.1284 

.2729 

.4176 

.5625 

.7076 

.8529 

.9984 

:1441 

73 

53  2900 

4361 

5824 

7289 

8756 

.0225 

.1696 

.3169 

.4644 

.6121 

74 

51  7600 

9081 

.0564 

.2049 

.3536 

.5025 

.6516 

.8009 

.9504 

:1001 

75 

56  2500 

4001 

5504 

7009 

8516 

.0025 

.15% 

.3049 

.4564 

.6061 

76 

57  7600 
59  2900 

9121 

.0644 

.2169 

.36% 

.5225 

.6756 

.8289 

.9824 

:1%1 

77 

4441 

5984 

7529 

9076 

.0625 

.2176 

.3729 

.5284 

.6841 

78 

60  8400 

9961 

.1524 

.3089 

.4656 

.6225 

.77% 

.9%9 

:0944 

:2521 

79 

62  4100 

5681 

7264 

8849 

.0436 

.2025 

.%16 

.5209 

.6804 

.6401 

80 

64  0000 

1601 

3204 

4809 

6416 

8025 

96% 

.1249 

.2864 

.4461 

81 

65  6100 

7721 

9344 

.  0969 

.25% 

.4225 

.5856 

.7489 

.9124 

:0761 

82 

67  2400 

4041 

5684 

7329 

8976 

.0625 

.2276 

.3929 

.5584 

.7241 

H3 

68  8900 

.0561 

.2224 

.3889 

.5556 

.7225 

.88% 

:0569 

:2244 

;d921 

84 

70  5600 

7281 

8964 

.0649 

.2336 

.4025 

.5716 

.7409 

.9104 

:0601 

85 

72  2500 

4201 

5904 

7609 

9316 

.1025 

,27% 

.4449 

.6164 

.7861 

86 

73  9600 

.1321 

.  dkj^A 

.4769 

.64% 

.8225 

.  9956 

:1689 

:8424 

;  5161 

87 

75  6900 

8641 

.0384 

.2129 

.3876 

.5625 

.7876 

.9129 

:0684 

:2641 

88 

32  4400 

6161 

7924 

9689 

.1456 

.3225 

.49% 

.6769 

.8544 

.0321 

89 

79  2100 

8881 

5664 

7449 

9236 

.1025 

.2816 

.4609 

.6404 

.6201 

90 

81  0000 

1801 

8604 

5409 

7216 

9025 

.06% 

.2649 

.4464 

.6261 

91 

82  8100 

9921 

.1744 

.3569 

.53% 

.7225 

.9056 

:0689 

:2724 

:4561 

92 

84  6400 

8241 

.0084 

.1929 

.3776 

.5625 

.7476 

.%29 

:1184 

:d041 

93 

86  4900 

6761 

8624 

.0489 

.2356 

.4225 

ÜAOC 

.7%9 

.9844 

:1721 

94 

88  3600 

5481 

7364 

9249 

.1136 

.3025 

.4916 

.6809 

.8704 

:0601 

95 

99  2500 

4401 

6304 

8209 

.0116 

.2025 

.39% 

.5849 

.7764 

.9681 

% 

92  1600 

a521 

5444 

7369 

92% 

.1225 

.3156 

.5069 

.7024 

.  6%1 

97 

94  0900 

2841 

4784 

6729 

8676i.%25 

.2576 

.4629 

.6484 

.6441 

98 

96  0400 

2361 

4324 

6289 

8256\022ö 

.21% 

.4169 

.6144 

.6121 

99 

96  0100 

2061 

4064 

6049 

8036 

.0025 

.2016 

.4009 

.6004 

.8001 

452 


in*.  lortaUtitetaflsl. 


SchweiE 

17  engl.  Ges.  j 

Alter 

Sohl 

nreia 

Gysi 

(m) 

17  engl.  Ges. 

Alter 

R.  A. 

(m) 

Gysi 

(m) 

(m) 

P« 

R.  A. 

(m) 

(m) 

P- 

0* 

10000 

10000 

50* 

3836 

5005 

69517 

a98406 

1 

7500 

7840 

_. 

—^ 

51 

3756 

4923 

68409 

8310 

2 

7000 

7563 

^^ 

_- 

52 

3675 

4832 

67263 

8206 

3 

6700 

7423 

^— 

-_ 

53 

3595 

4740 

66046 

8091 

4 

6500 

7328 

^— 

_ 

54 

3510 

4648 

64785 

7969 

5 

6400 

7258 



— 

55 

3425 

4649 

63469 

7834 

6 

6310 

7201 

- 

«^^ 

56 

3340 

4449 

62094 

7687 

7 

6230 

7155 

_ 

57 

3250 

4344 

60658 

7632 

8 

6160 

7118 

._ 

58 

3160 

4221 

69161 

7361 

9 

6100 

7087 

— 

59 

3065 

4107 

57600 

7175 

10 

6050 

7056 

100000 

0,99324 

60 

2970 

3990 

65973 

6966 

11 

6010 

7029 

99324 

9322 

61 

2870 

3864 

54275 

6739 

12 

5975 

7005 

98650 

9319 

62 

2760 

3723 

52505 

6188 

13 

5945 

6979 

97978 

9315 

63 

2640 

3579 

50661 

6216 

14 

5910 

6950 

97307 

9310 

64 

2510 

3409 

48744 

5917 

15 

5875 

6924 

96636 

9306 

65 

2375 

3228 

46764 

5592 

16 

5835 

6897 

95965 

9300 

66 

2235 

3022 

44693 

6239 

17 

5795 

6860 

95293 

9294 

67 

2085 

2819 

42565 

4a'>3 

18 

5750 

6828 

94620 

9287 

68 

1925 

2614 

40374 

4437 

19 

5705 

6795 

93945 

9279 

69 

1755 

2428 

38128 

3991 

20 

5655 

6757 

93268 

9271 

70 

1575 

2247 

35837 

3507 

21 

5605 

6716 

92588 

9262 

71 

1405 

2064 

33510 

2981 

22 

5550 

6672 

91905 

9254 

72 

1246 

1876 

31159 

2420 

23 

5495 

6625 

91219 

9244 

73 

1095 

1704 

28797 

1812 

24 

5435 

6576 

90529 

9233 

74 

960 

1623 

26439 

1153 

25 

5375 

6533 

89835 

9223 

75 

840 

1344 

24100 

0444 

26 

5315 

6486 

89137 

9211 

76 

730 

1199 

21797 

89682 

27 

5250 

6438 

88434 

9199 

77 

630 

1042 

19548 

8853 

28 

5185 

6391 

87726 

9186 

78 

540 

851 

17369 

7956 

29 

5120 

6342 

87012 

9173 

79 

460 

716 

15-277 

6944 

30 

5055 

6290 

86292 

9158 

80 

390 

574 

13290 

5959 

31 

4995 

6240 

85565 

9142 

81 

330 

486 

11424 

4856 

32 

4940 

6189 

84831 

9125 

82 

280 

404 

9694 

3681 

33 

4890 

6141 

84089 

9108 

83 

245 

332 

8112 

24<i9 

34 

4840 

6086 

83339 

9090 

84 

206 

272 

66a5 

io:ö 

35 

4790 

6029 

82581 

9071 

85 

166 

203 

5417 

79490 

36 

4740 

5971 

81814 

9051 

86 

135 

154 

4306 

7752 

37 

4690 

5916 

81038 

9031 

87 

106 

117 

3348 

5777 

38 

4640 

5854 

80253 

9009 

88 

80 

84 

2637 

3473 

39 

4590 

5799 

79458 

8987 

89 

66 

59 

1864 

0762 

40 

4540 

5731 

78653 

8964 

90 

36 

29 

1319 

67627 

41 

4485 

5672 

77838 

8939 

91 

20 

20 

892 

39fU 

42 

4425 

5611 

77012 

8911 

92 

10 

12 

570 

5M74 

43 

4360 

5634 

76173 

8875 

93 

6 

7 

339 

4277 

44 

4290 

5451 

75316 

8830 

94 

3 

6 

184 

4  8370 

45 

4220 

5385 

74435 

8779 

95 

1 

2 

89 

1573 

46 

4145 

6321 

73526 

8716 

96 

— 

1 

27 

35ia5 

47 

4070 

5251 

72582 

8648 

97 

— 

1 

13 

0769 

48 

3995 

5166 

71601 

8574 

98 

1 

4 

25000 

49 

3915 

5092 

70680 

8494 

i)9 

— 

— 

1 

— 

50 

3835 

5005 

69517 

8406 

100 

— 

— 

— 

— 

IIP.  Ifllfiitarel  fb  Zitureckniing. 

453 

a 

1,03* 

£ 

1,04' 

£ 

1,05' 

£ 

1 

1,0300 

1,0400 

1,0600 

2 

1,0609 

2,0909 

1,0816 

2,1216 

1,1025 

2,1525 

3 

1,0927 

3,1836 

1,1249 

3,2465 

1,1576 

a3ioi 

4 

1,1255 

4,3091 

1,1699 

4,4163 

1,2155 

4,5256 

5 

1,1693 

5,4684 

1,2167 

5,6330 

1,2763 

5,8019 

6 

1,1941  , 

6,6625 

1,2653 

6,8983 

1,3401 

7,1420 

7 

1,2299 

7,8923 

1,3159 

a2142 

1,4071 

8,5491 

8 

1,2668 

9,1591 

1,3686 

9,5828 

1,4776 

10,0266 

9 

1,3048 

10,4639 

1,4233 

11,0061 

1,5513 

11,5779 

10 

1,3439 

11,8078 

1,4802 

12,4864 

1,6288 

13,2068 

12 

1,4258 

14,6178 

1,6010 

15.6268 

1,7959 

16,7130 

14 

1,5126 

17,5989 

1.7317 

19,0236 

1,9799 

20,5786 

16 

1,6047 

20,7616 

1,8730 

22,6975 

2,1829 

24,8404 

18 

1,7024 

24,1169 

2,0258 

26,6712 

2,4066 

29,5390 

20 

1,8061 

27,6765 

2,1911 

30,9692 

2,6533 

34,7183 

30 

2,4273 

49,0027 

3,2434 

58,3283 

4,3219 

69,7608 

40 

3,2620 

77,66:J3 

4,8010 

9^8265 

7,0400 

126,8400 

50 

43839 

116,1808 

7,1067 

158,7738 

11,4674 

219,8154 

60 

5^916 

167,9450 

10,51% 

247,5103 

18,6792 

371,2629 

70 

7,9178 

237,5119 

15,5716 

378,8621 

3a4264 

617,9549 

80 

10,6409 

331,0039 

23,0498 

573,2948 

49,5614 

1019.7903 

90 

14,3005 

456,6494 

34,1193 

861,1027 

80,7304 

1674,3377 

100 

19,2186 

625,5064 

50,5049 

1287,1286 

131,5013 

2740,5264 

a 

1,03" 

s* 

1,04— 

r 

1,05— 

r 

1 

0,97087 

0,%154 

0,95238 

2 

94260 

1,91^5 

92456 

1,8861 

90703 

1,&594 

3 

91514 

2,8286 

88900 

2,7751 

86384 

2,7232 

4 

88849 

3,7171 

85480 

3,6299 

82270 

3,5460 

5 

86261 

4,5797 

82193 

4.4518 

78353 

4,3295 

6 

83748 

5,4172 

79031 

5,2421 

74622 

5,0757 

7 

81309 

6,2:ki:j 

75992 

6,0021 

71068 

5,7864 

8 

78941 

7,0197 

73069 

6,7327 

67684 

6,4632 

9 

76642 

7,7861 

70259 

7,4353 

64461 

7.1078 

10 

74409 

8,5302 

67556 

8,1109 

61391 

7,7217 

12 

70138 

9,9540 

62460 

9,3851 

55684 

8,8638 

14 

66112 

11,2961 

57748 

105631 

50507 

9,8986 

16 

62317 

12,5611 

53391 

11,6523 

45811 

10,8378 

18 

58739 

13,75.35 

49363 

12,6593 

41552 

11,6896 

20 

55368 

14,8775 

45639 

13,5903 

37689 

12,4622 

30 

41199 

19,6(K>4 

30832 

17,2920 

23138 

15.3725 

40 

30656 

23,1148 

20829  ' 

19,7928 

14206 

17.1591 

50 

22811 

2.^7298 

14071  . 

21,4822 

08720 

1^2559 

60 

16973 

27,6756 

mm   1 

22,62a5 

05354 

18,9293 

70 

12630 

29,1234 

06422 

23,3945 

03287 

193427 

W) 

093<W 

30,2008 

04338 

23,9154  1 

02018 

193965 

90 

0691« 

31.0024 

02931 

24,2673  ' 

01239 

19.7523 

100 

05203 

31,5889 

01980 

24,5050 

00760 

193479 

454 


n\  LogttittawtaftL 


NatOrUche 
LogariAmen. 


Gemeine 
liOgaitthmen. 


NatfirUehe 
LogarltlimeD. 


Gemeine 
Logaiithm 


1 
2 
3 
5 
7 

11 
13 
17 
19 
23 

29 
31 
37 
41 
43 

47 
53 
59 
61 
67 

71 

73 
79 
83 
89 

97 
101 
103 
107 
109 

113 
127 
131 

137 
139 

149 
151 
157 
163 
167 

173 
179 
181 


0,00000 
0,69314 
1,09861 
1,60943 
1,94591 

239789 
2,56494 
2,83321 

3,13549 

3,36729 
3,43398 
3,61091 
3,71357 
3.76120 

3,85014 
3,97029 
4,07753 
4,11087 
4,20469 

4,26267 
4,29045 
4,36944 
4,41884 
4,48863 

4,57471 
4,61512 
4,63472 
4,67282 
4,69134 

4,72738 
4,84418 
4,87519 
4,91998 
4,93447 

5,00394 
5,01727 
5,05624 
6.09375 
5,11799 


00000 
71806 
22887 
79124 
01491 

52728 
93575 
33441 

89792 
42159 

58300 
72045 
79126 
20667 
01157 

76017 
19136 
74439 
38642 
26194 

98770 
94411 

78525 
06078 
63697 

09785 
05168 

89882 
88345 
78822 

78187 
70865 
73232 
09258 
39331 

63059 
98368 
58053 
02008 
38124 


6,15329  15945 
5,18738  58058 
5,19849  70313 


0,00000 
0,30102 
0,47712 
a69897 
0,84509 

1,04139 
1,11394 
1,23044 
1,27875 
1,36172 

1,46239 
1,49136 
1,56820 
1,61278 
1,63346 

1,67209 
1,72427 
1,77085 
1,78532 
1,82607 

1,86125 

1,86332 
1,89762 
1,91907 
1,94939 

1,98677 
2,(K)432 
2,01283 
2,02938 
2,03742 

2,05307 
2,10380 
2,11727 
2,13672 
2,14301 

2,17318 
2,17897 
2,19589 
2,21218 
2,22271 


00000 
99957 
12547 
00043 
80400 

26852 
33523 
89214 
36010 
78360 

79979 
16938 
17241 
38567 
84566 

78679 
586% 
20116 

98350 
48027 

83487 
28601 
70913 
80924 
00066 

17343 
13738 
72247 
37777 
64979 

84435 
37210 
12957 
05672 
48003 

62684 
69473 
96524 
76044 
64711 


2,23804  61031 
2,25286  30310 
2,25767  85749 


191 
193 
197 
199 
211 

823 
227 
229 
233 
239 

241 
251 
267 
263 

269 

271 
277 

281 
283 
293 

307 
311 
313 
317 
331 

337 
347 
349 
363 
369 

367 
873 
379 
383 
389 

397 
401 
409 
419 
421 

431 
433 
439 


5,25227 
6.26269 
6,28320 
6.89330 
6,36186 

5.40717 
6,42496 
6.43378 
6,45103 
6.47646 

6,48479 
6,52545 
6,54907 
5,57216 
6,59471 

6,60211 
6.62401 
6,63836 
6,64644 
6,68017 

6,72684 
6,73979 
6.74620 
6,75890 
5,80211 

632006 
5,84932 
6,85507 
6,86646 
6,88332 

6,90636 
6,92157 
5,93753 
5,94803 
6,96367 

6,98393 
6,99396 
6,01371 
6,03787 
6,04863 


34880 
01889 
37287 
48247 
81335 

17715 
00176 
80036 
84536 
36619 

69336 
89391 
60649 
40328 
13796 

88209 
76068 
46693 

68976 
86090 

77476 

29128 
31906 
17739 
83754 

89304 
47799 
19222 
80569 
83885 

18481 
84196 
62061 
49892 
93436 

68607 
14873 
51660 
09199 
88337 


6,06610  80901 
6,07073  77280 
6,06449  94131 


8.86103 
2,28566 
8,89446 
8.89885 
8,38488 

2.34630 
8,35608 
8,d69U3 
8.36736 
8,37839 

2,38201 
839967 
8,40993 
8,41995 
8,42976 

8,43896 
8,44847 
8,44870 
8,45178 
8,46686 

8,46713 
849276 
8,49554 
8,50105 
8,51968 

232768 
834032 
834288 
834777 
836609 

836466 
837170 
837863 
836319 
836994 

839679 
8,60314 
8,61178 
8,68821 
8,68488 


33678 
73090 
62263 
30764 
84653 

48630 
5tö72 
&I823 

59210 
79UU9 

70126 
37215 
31233 
67486 
82800 

92909 
97691 
63199 
&I356 
76804 

837» 
03890 
43375 
926» 

7*e3i< 

99009 
W748 
64270 
47064 
44486 

60648 

8H318 
92100 
87740 
96013 

06i«6 
43726 
330K) 
40280 
80956 


2,63447  7270S 
8,69646  78^^ 
8,64846  46302 


log  10x8 
3 
4 
6 


:  4,60517  01859  88091  36804 
6,00775  52789  82137  05205 
9.21034  03719  76182  736(>7 

1131292  54640  70228  42009 


log  10x6; 
7 
8 
9 


ia81661  06579  64874  10411 
16,11809  66609  66319  78813 
18,42068  07439  62366  47214 
2a72386  68869  46411 15616 


IT*.  LogarithmeoUfeL 


456 


Mft 

Nat&rUche 

Gemeine 

H^ 

NMOrlicbe 

Gemeine 

n 

Logarithmen. 

liOgarithmen. 

n 

Logarithmen. 

Logarithmen. 

443 
449 
457 
461 
463 

6,09356  97700 
6.10702  28877 
6,12468  33909 
6,13339  80430 
6,13772  70641 

2,64640  37262 
2.65224  63410 
2,65991  62001 
2,66370  09254 
2,66558  09910 

727 
733 
739 
743 
751 

6,58892  64775 
6,59714  57019 
6,60529  79209 
6,61069  60447 
6,62140  56518 

236153  44109 
2,86510  39746 
2,86864  44384 
237098  88138 
2,87563  99370 

467 
479 
487 
491 
499 

6,14632  92577 
6,17170  06974 
6,18826  41231 
6,19644  41278 
6,21260  60958 

2,66931  68806 
2,68083  55134 
2,68752  89612 
2,69108  14921 
2,69810  05456 

757 
761 
769 
773 

787 

6,62936  32534 
6,63463  33579 
6,64509  09695 
6,65027  90486 
6,66822  82484 

2,87909  58795 
2,88138  46568 
2,88692  63398 
2,88817  94939 
2,89597  47324 

503 
509 
521 
523 
541 

6,22059  01701 
6,23244  80166 
6.25675  00418 
6,25958  14641 
6.29341  92788 

2,70156  79851 
2,70671  77823 
2,71683  77233 
2,71850  16889 
2,73319  72651 

797 
809 
811 
821 
823 

6,68085  46788 
6,69579  89171 
6,69826  80541 
6,71052  31095 
6,71295  62007 

2,90145  83214 
2,90794  85216 
2,90902  06542 
2,91434  31571 
2,91539  98352 

547 
557 
563 
569 
571 

6,30444  88024 
632256  52399 
633327  96281 
6,34388  04341 
634738  92097 

2,73798  73263 
2,74585  51952 
2,75050  83948 
2,75511  22664 
2,75668  61082 

827 
829 
839 
853 
857 

6,71780  46950 
6,72022  01551 
6,73221  07065 
6,74875  95475 
6,75343  79186 

2,91750  56096 
2,91865  45306 
2,92376  19608 
2,93094  90312 
2,93296  06219 

577 
587 
593 
599 
601 

635784  22665 
637502  48198 
6,38519  43990 
6,39526  15981 
6,39859  49345 

2,76117  58132 
2,76863  81012 
2,77305  46934 
2,77742  68224 
2,77887  44720 

859 
863 

877 

m 

883 

6,75576  89220 
6,76041  46911 
6,77650  69924 
6,78105  76259 
6,78332  520Q6 

2,93399  31638 
2,93601  07957 
2,94299  95934 
2,94497  59084 
2,94696  07036 

607 
613 
617 
619 
631 

6,40852  87911 
6,41836  49359 
6,42486  90239 
6,42810  52727 
6,44730  58625 

2,78318  86911 
2,78746  04745 
2,79028  51640 
2,79169  06490 
2,80002  93692 

887 
907 
911 
919 
929 

6,78784  49823 
6,81014  24501 
6,81454  28973 
6,82328  61224 
6,83410  87388 

2,94792  36198 
2,95760  72871 
2,95951  83770 
2,96331  56114 
2,96801  57140 

641 
643 
647 
653 
669 

646302  94569 
6,46614  47242 
6,47234  62945 
6,48157  71293 
6,49072  35345 

2,80685  80295 
2,80821  09729 
2,81090  42807 
2,81491  31813 
2,81888  54146 

937 
941 
947 
953 
967 

6,84268  32822 
6,84694  313% 
6,85329  90932 
6,85961  49037 
637419  84955 

2,97173  95909 
2,97368  96234 
2,97634  99790 
2,97909  29006 
2,98642  64741 

661 
673 
677 
683 
691 

6,49375  38399 
6,51174  53296 
6,61767  12729 
6,52649  48696 
6,58813  98238 

2,82020  14695 
2,82801  50642 
2,83068  86687 
2,83442  07037 
2,83947  80474 

971 

977 
983 
991 
997 

6,87832  64683 
6,88448  66520 
6,89060  91201 
6,89871  46343 
6,90475  07700 

2,98721  92299 
2,98989  46637 
2,99256  36178 
2,99607  36645 
2,99869  51583 

701 
709 
719 

6,55250  78870 
6,56385  55265 
6^7786  13577 

2,84571  80180 
2,85064  62352 
235672  88904 

log 
log 

e  =  2,71828  18S 

;  e=a43429  44^ 

10  =:  230258  50£ 

^59046  23536 
»9  03251  82765 
^  94046  68402 

löge: 

<2=:0,8685d  896 

3  1,30288  344 

4  1,73717  79S 

5  2,17147  24( 

;38  WJaOS  G5r)30 
57  09755  48295 
r76  13007  31060 
m  16259  13826 

logcj 

<  6  ==  2,60576  68$ 

7  3,O10()6  13^ 

8  3,47435  68< 

9  3,90865  03^ 

)14  19510  96691 
r3d  22762  79356 
)62  26014  62121 
)71  29266  44886 

»4 
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1h)  fr, 
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7iyiH  , 


7110 
715<^ 
7:r75 

7;j66 
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r»^    c 


•VM 
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} 
j 
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»5875 


7ft^i    T^H?  »  706O 

711'?    TIA  8  n35  ' 

TtiTÖ     7210  •  f  7218 

'  7>H4  '  7Äri  8  7300 

7364  j  7372  '  8  .  7380 


€61^ 
l?712 
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ee^  6^33 
6S72  :  69(51 

7059  7067 

7143  7152 

7286  7235 

7308  7316 

7388  7396 


IT.  LAgarükiieniafeL 
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n 

0 

1 

2 

D 

3 

4 

5 

6 

D 

7 

8 

9 

55 

7404 

7412 

7419 

8 

7427 

7435 

7443 

7451 

8 

7459 

7466 

7474 

56 

7482 

7490 

7497 

8 

7505 

7513 

7520 

7528 

8 

7536 

7544 

7551 

57 

7569 

7566 

7574 

8 

7582 

7589 

7597 

7604 

8 

7612 

7619 

7627 

58 

7634 

7642 

7649 

8 

7657 

7664 

7672 

7679 

8 

7686 

7694 

7701 

59 

7709 

7716 

7723 

8 

7731 

7738 

7745 

7752 

8 

7760 

7767 

7774 

€0 

7782 

7789 

77% 

1 

7803 

7810 

7818 

7825 

7 

7832 

7839 

7846 

61 

7853 

7860 

7868 

7875 

7882 

7889 

78% 

7 

7903 

7910 

7917 

62 

7924 

7931 

7938 

7945 

7952 

7959 

7966 

7 

7973 

7980 

7987 

63 

7993 

8000 

8007 

8014 

8021 

8028 

8035 

7 

8041 

8048 

8055 

64 

8062 

8069 

8075 

8082 

8089 

80% 

8102 

7 

8109 

8116 

8122 

66 

8129 

8136 

8142 

8149 

8156 

8162 

8169 

7 

8176 

8182 

8189 

66 

8195 

8202 

8209 

8215 

8222 

8228 

8235 

6 

8241 

8248 

8254 

67 

8261 

8267 

8274 

8280 

8287 

8293 

8299 

6 

8306 

8312 

8319 

68 

8325 

8331 

8338 

8344 

8351 

8357 

8363 

6 

8370 

8376 

8382 

69 

8388 

8395 

8401 

— 

8407 

8414 

8420 

8426 

6 

8432 

8439 

8445 

70 

8451 

8457 

8463 

6 

8470 

8476 

8482 

8488 

6 

8494 

8500 

8506 

71 

8513 

a519 

8525 

6 

8531 

8537 

8543 

8549 

6 

8555 

8561 

8567 

72 

8573 

8579 

8585 

8591 

8597 

8603 

8609 

0 

8615 

8621 

8627 

73 

8633 

8639 

8645 

8651 

8657 

8663 

8669 

0 

8675 

8681 

8686 

74 

8692 

8698 

8704 

8710 

8716 

8722 

8727 

0 

8733 

8739 

8745 

75 

8751 

8756 

8762 

8768 

8774 

8779 

8785 

0 

8791 

8797 

8802 

76 

8808 

8814 

8820 

8825 

8831 

8837 

8842 

0 

8848 

8854 

8859 

T7 

8865 

8871 

8876 

8882 

8887 

8893 

8899 

8 

8904 

8910 

8915 

78 

8921 

8927 

8932 

8938 

8943 

8949 

8954 

0 

8960 

8965 

8971 

79 

8976 

8982 

8987 

8993 

8998 

9004 

9009 

0 

9015 

9020 

9025 

80 

9061 

9086 

9042 

9047 

9053 

9058 

9063 

0 

9069 

9074 

9079 

81 

9085 

9090 

QfyCUi. 

9101 

9106 

9112 

9117 

6 

9122 

9128 

9133 

82 

9138 

9143 

9149 

9154 

9159 

9165 

9170 

.5 

9175 

9180 

9186 

83 

9191 

91% 

9201 

9206 

9212 

9217 

9222 

6 

9227 

9232 

9238 

84 

9243 

9248 

9253 

9258 

9263 

9269 

9274 

5 

9279 

9284 

9289 

85 

9294 

9299 

9304 

9309 

9315 

9320 

9325 

5 

9330 

9335 

9340 

86 

9345 

9350 

9355 

9360 

9365 

9370 

9375 

6 

9380 

9385 

9390 

87 

9395 

9400 

9405 

9410 

9415 

9420 

9425 

6 

9430 

9435 

9440 

88 

9445 

9450 

9455 

9460 

9465 

9469 

9474 

6 

9479 

9484 

9489 

89 

9494 

9499 

9504 

9509 

9513 

9518 

9523 

5 

9528 

9533 

9538 

90 

9542 

9547 

9552 

9557 

9562 

9566 

9571 

5 

9576 

9581 

9586 

91 

9590 

9595 

9600 

9605 

QßfA 

%14 

%19 

5 

%24 

%28 

9633 

92 

9638 

9643 

9647 

■ 

9652 

9657 

9661 

9666 

5 

%71 

%75 

9680 

93 

9685 

9689 

%94 

9699 

9703 

9708 

9713 

4 

9717 

9722 

9727 

94 

9731 

9736 

9741 

9745 

9750 

9754 

9759 

4 

9763 

9768 

9773 

95 

9777 

9782 

9786 

9791 

9795 

9800 

9805 

4 

9809 

9814 

9818 

96 

9823 

9827 

9832 

9836 

9841 

9845 

9850 

4 

9854 

9^59 

9863 

97 

9868 

9872 

9877 

9881 

9886 

9890 

9894 

4 

9899 

9903 

9908 

98 

9912 

9917 

9921 

9926 

9930 

9934 

9939 

4 

9943 

9948 

9952 

99 

9956 

9960 

9965 

9969 

9974 

9978 

9983 

4 

9987 

9991 

99% 

30« 


456 


VT.  LogarithmeittreL 


n 


0 


D 


8 


10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 

18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 

28 
29 

30 
31 
32 
33 
34 

35 
36 
37 

38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 

47 
48 
49 

60 
51 
52 
53 
54 


0000 

0043 

0066 

0414 

0453 

0492 

0792 

0828 

0864 

1139 

1173 

1206 

1461 

1492 

1523 

1761 

1790 

1818 

2041 

2068 

2095 

2304 

2330 

2355 

2553 

2577 

2601 

2788 

2810 

2833 

3010 

3032 

3054 

3222 

3243 

3263 

3424 

3444 

3464 

3617 

3636 

3655 

3802 

3820 

3838 

3979 

3997 

4014 

4150 

4166 

4183 

4314 

4330 

4346 

4472 

4487 

4502 

4624 

4639 

4654 

4771 

4786 

4800 

4914 

4928 

4942 

5051 

5065 

5079 

5185 

5198 

5211 

5315 

5828 

5340 

5441 

5453 

5465 

5563 

5575 

5587 

5682 

5694 

5705 

5798 

5809 

5821 

5911 

5922 

5933 

6021 

6031 

6042 

6128 

6138 

6149 

6232 

6243 

6253 

6335 

6345 

6355 

6435 

6444 

6454 

6532 

6542 

6551 

6628 

66:^7 

6646 

6721 

6730 

6739 

6812 

6821 

6830 

6902 

6911 

6920 

6990 

6998 

7007 

7076 

7084 

7093 

7160 

7168 

7177 

7243 

7251 

7259 

7324 

7332 

7340 

42 

80 
35 
33 
SO 

29 
27 
26 
24 
23 

31 
21 
10 
10 
18 

IT 
17 
1« 
U 
16 

14 
14 
13 
18 
13 

13 
12 
12 
11 
11 

U 
11 
10 
10 
10 

10 
0 
9 
0 
0 

0 
8 
8 
8 
8 


0128 

0170 

0531 

0569 

0899 

0934 

1239 

1271 

1553 

1584 

1847 

1875 

2122 

2148 

2380 

2405 

2625 

2648 

2856 

2878 

3075 

3096 

3284 

3304 

3483 

3502 

3674 

3692 

3856 

3874 

4031 

4048 

4200 

4216 

4362 

4378 

4518 

4533 

4669 

4683 

4814 

4829 

4955 

•4%9 

5092 

5105 

5224 

5237 

5353 

5366 

5478 

5490 

5599 

5611 

5717 

5729 

5832 

5^3 

5944 

5955 

6053 

6064 

6160 

6170 

6263 

6274 

6365 

6375 

6464 

6474 

6561 

6571 

6(^56 

6665 

6749 

6758 

6839 

6848 

6928 

6937 

7016 

7024 

7101 

7110 

71K) 

7193 

7267 

7275 

7348 

7356 

0212 
0607 
0969 
1303 
1614 

1903 
2175 
2430 
2672 
2900 

3118 
3324 
3522 
3711 

3892 

4065 
4232 
4393 
4548 
4698 

4843 
4983 
5119 
5250 
5378 

5502 
5623 
5740 
5855 
5966 

6075 
6180 
6284 
6385 
6484 

6580 
6675 
6767 
6857 
6946 

7033 
7118 
7202 

72H4 
7364 


0253 

41 

0294 

0645 

37 

0682 

1004 

34 

1038 

1335 

32 

1367 

1644 

29 

1673 

1931 

28 

1959 

2201 

26 

2227 

2455 

26 

2480 

2695 

23 

2718 

2923 

22 

2945 

3139 

21 

3160 

3345 

20 

3365 

3541 

10 

3560 

3729 

18 

3747 

3909 

18 

3927 

4082 

17 

4099 

4249 

16 

4265 

4409 

16 

4425 

4564 

16 

4579 

4713 

16 

4728 

4a57 

14 

4871 

4997 

14 

5011 

5132 

13 

5145 

5263 

13 

5276 

5391 

13 

5403 

5514 

13 

5527 

5635 

12 

5647 

5752 

11 

5763 

5866 

11 

5877 

5977 

11 

5988 

6085 

11 

6096 

6191 

10 

6201 

6294 

10 

6304 

6395 

10 

6405 

6493 

10 

6503 

6590 

9 

6599 

6684 

9 

66^3 

6776 

9 

6785 

6866 

9 

6875 

6955 

9 

6964 

7042 

8 

7060 

7126 

8 

7135 

7210 

8 

7218 

7292 

8 

7300 

7372 

8 

7380 

0334  0874 
0719  I  0756 
1072  !  1106 
1399     14aO 


1703 

1967 
2253 
2504 
2742 
2967 


17a2 

2014 
2279 
2529 
2765 

2989 


3181  3201 
3385  ;  3404 
3579  I  3698 
3766  .  37»4 
3945  I  3962 


4116 
4281 
4440 
4594 
4742 

4886 
5024 
5159 


4133 
4298 
4456 
4609 
4757 

4900 

6038 
5172 


5289  '  5302 


5416 


&I28 


5539  1  5551 

5658  !  5«70 


5775 

5888 
5999 

6107 
6212 
6314 
^15 
€613 


57IS6 
ftSii9 
6U10 

6117 
6222 
G325 
6425 
6522 


6609  6618 
6702  I  671« 
67W  i  6MÜÖ 


68^ 
6972 


6S93 


7069  7067 

7143  7152 

7226  7235 

7308  TM^ 
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n 

0 

1 

2 

D 

3 

4 

5 

6 

D 

7 

8 

9 

55 

7404 

7412 

7419 

8 

7427 

7435 

7443 

7451 

8 

7459 

7466 

7474 

56 

7482 

7490 

7497 

8 

7505 

7513 

7520 

7528 

8 

7536 

7544 

7551 

57 

7559 

7566 

7574 

8 

7582 

7589 

7597 

7604 

8 

7612 

7619 

7627 

58 

7634 

7642 

7649 

8 

7657 

7664 

7672 

7679 

8 

7686 

7694 

7701 

59 

7709 

7716 

7723 

8 

7731 

7738 

7745 

7752 

8 

7760 

7767 

7774 

60 

7782 

7789 

7796 

7803 

7810 

7818 

7825 

7 

7832 

7839 

7846 

61 

7853 

7860 

7868 

7875 

7882 

7889 

78% 

7 

7903 

7910 

7917 

62 

7924 

7931 

7938 

7945 

7952 

7959 

7966 

7 

7973 

7980 

7987 

63 

7993 

8000 

8007 

8014 

8021 

8028 

8035 

7 

8041 

8048 

8055 

64 

8062 

8069 

8075 

8082 

8089 

8096 

8102 

7 

8109 

8116 

8122 

65 

8129 

8136 

8142 

8149 

8156 

8162 

8169 

7 

8176 

8182 

8189 

66 

8195 

8202 

8209 

8215 

8222 

8228 

8235 

0 

8241 

8248 

8254 

67 

8261 

8267 

8274 

8280 

8287 

8293 

8299 

6 

8306 

8312 

8319 

68 

8325 

8331 

8338 

8344 

8351 

8357 

8363 

6 

8370 

8376 

8382 

69 

8388 

8395 

8401 

8407 

8414 

8420 

8426 

0 

8432 

8439 

8445 

70 

8451 

8457 

8463 

8470 

8476 

8482 

8488 

a 

8494 

8500 

8506 

71 

8513 

8519 

8525 

8531 

8537 

8543 

8549 

0 

8555 

8561 

8567 

72 

8573 

8579 

8585 

8591 

8597 

8603 

8609 

6 

8615 

8621 

8627 

73 

8633 

8639 

8645 

8651 

8657 

8663 

8669 

6 

8675 

8681 

8686 

74 

6692 

8698 

8704 

8710 

8716 

8722 

8727 

6 

8733 

8739 

8745 

75 

8751 

8756 

8762 

8768 

8774 

8779 

8785 

6 

8791 

8797 

8802 

76 

8808 

8814 

8820 

8825 

8831 

8837 

8842 

6 

8848 

8854 

8859 

77 

8865 

8871 

8876 

8882 

8887 

8893 

8899 

8904 

8910 

8915 

78 

8921 

8927 

8932 

8938 

8943 

8949 

8954 

8960 

8965 

8971 

79 

8976 

8982 

8987 

8993 

8998 

9004 

9009 

9015 

9020 

9025 

80 

9081 

9086 

9042 

9047 

9053 

9058 

9063 

9069 

9074 

9079 

81 

9065 

9090 

QTMQfi 
u{JUO 

9101 

9106 

9112 

9117 

9122 

9128 

9133 

82 

9138 

9143 

9149 

9154 

9159 

9165 

9170 

9175 

9180 

9186 

83 

9191 

91% 

9201 

9206 

9212 

9217 

9222 

" 

9227 

9232 

9238 

84 

9243 

9248 

9253 

9258 

9263 

9269 

9274 

6 

9279 

9284 

9289 

85 

9294 

9299 

9304 

9309 

9315 

9320 

9325 

9330 

9335 

9340 

86 

9345 

9350 

9355 

9360 

9865 

9370 

9375 

9380 

9385 

9390 

87 

9395 

9400 

9405 

9410 

9415 

9420 

9425 

9430 

9435 

9440 

88 

9145 

9450 

9455 

9460 

9465 

9469 

9474 

9479 

9484 

9489 

89 

9494 

9499 

9504 

9509 

9513 

9518 

9523 

9528 

9533 

9538 

90 

9542 

9547 

9552 

9557 

9562 

9566 

9571 

9576 

9581 

9586 

91 

9590 

9595 

9600 

9605 

QßfA 

%14 

%19 

%24 

%28 

9633 

92 

9638 

9643 

9647 

9652 

9657 

9661 

9666 

9671 

9675 

9680 

93 

9685 

9689 

9694 

%99 

9703 

9708 

9713 

9717 

9722 

9727 

94 

9731 

9736 

9741 

9745 

9750 

9754 

9759 

9763 

9768 

9773 

95 

9777 

9782 

9786 

9791 

9795 

9800 

9805 

9809 

9814 

9818 

96 

9823 

9827 

9832 

9836 

9841 

9845 

9850 

9854 

9859 

9863 

97 

9868 

9872 

9877 

9881 

9886 

9890 

9894 

9899 

9903 

9908 

98 

9912 

9917 

9921 

9926 

9930 

9934 

9939 

9943 

9948 

9952 

99 

9956 

9960 

9965 

9969 

9974 

9978 

9983 

9987 

9991 

ftrwwf 

20« 


458 


T*.  TrigaMnebiMhe  TafoL 

Log.  Sinus. 


0«  0^ 
20 
40 

1  0 
20 
40 

2  0 

20 
40 

3  0 
20 
40 

4  0 
20 
40 

5  0 
20 
40 

6  0 
20 
40 

7  0 

20 
40 

8  0 
20 
40 

9  0 
20 
40 

10    0 


(y 


0* 

4 
8 

12 

16 
20 

24 
28 
32 

36 
40 
44 

48 
52 
56 

60 


7,7648 
8,0658 

8,2419 
8,3668 
8,4637 

a5428 
8,6097 
8,6677 

a7188 
8,7645 
83)59 

8,8436 
a8783 
8,9104 

8,9403 
8,9682 
8,9945 

9,0192 
9,(M26 
9,0648 

9.0859 
9,1060 
9,1252 

9,1436 
9,1612 
9,1781 

9,1943 
9,2100 
9,2251 

9,2397 


6,7648 

7,8061 
8,0870 

a2561 
8.3775 
8,4723 

8,5500 
8,6159 
8,6731 

8,7236 
8,7688 
8,8098 

8,8472 
8,8816 
a9135 

8,9432 
a9709 
a9970 

9,0216 
9,0449 
9,0670 

9,0879 
9,1080 
9,1271 

9,1453 
9,1629 
9,1797 

9,1959 
9,2115 
9,2266 

9,2411 


7,0668 
7,8439 
8,1072 

8,2699 
a3880 
8,4807 

8,5571 
8,6220 
8,6784 

8,7283 
8,7731 
a8137 

8,8508 
8,8849 
8.9165 

8.9460 
8,9736 
8,9996 

9,0240 
9,0472 
9,0691 

9,0900 
9,1099 
9,1289 

9,1471 
9,1646 
9,1814 

9,1975 
9,2131 
9,2280 

9.2425 


100 

110 

9,2397 
2425 
2464 

9.2806 
2832 
2858 

2482 
2510 
2538 

2883 
2909 
2934 

2565 
2593 
2620 

2959 

2984 
3009 

2647 
2674 
2701 

3034 
3068 
3<JH3 

2727 
2754 
2780 

3107 
3131 
3155 

2806 

3179 

120 

9.3179 
3202 
3226 

3249 
3273 
3296 

3319 
3342 
3365 

3387 

imn 

34ri5 
:H77 
:J499 

3521 


7,2419 
7,8787 
8,1265 

8,2832 

8,3982 
8,4890 

8,5640 

8,6279 
8,6837 

a7330 
8,7773 
8,8175 

a8543 
8,8882 
8,91% 

8.9489 
a9763 
9.0021 

9.0264 
9,0494 
9,0712 

9,0920 
9,1118 
9,1308 

9.1489 
9,1663 
9,1830 

9,1991 
9,2146 
9,2295 

9,2439 


8' 


7,3668 
7,9109 
8,1450 

8,2962 

a4082 
8,4971 

8,5708 
8,6339 
8,6889 

8,7377 
8,7815 
8,8213 

a8578 
a8914 
8,9226 

8.9517 
8,9789 
9,0046 

9.0287 
9,0516 
9,0734 

9,0940 
9,1138 
9,1326 

9,1507 
9,1680 
9,1847 

9,2007 
9,2161 
9,2310 

9,2454 


i(y 


12^ 


14' 


16- 


18- 


7,4637 
7.9408 
8.1627 

a3088 
8,4179 
a5050 

a5776 
a6397 
a6940 

a7423 
a7857 
a82öl 

a8613 
8,8946 
a9256 

a9545 
a9816 
9,0070 

9,0311 
9,0539 
9,0755 

9,0961 
9,1157 
9,1345 

9,1525 
9,1697 
9,1863 

9,2022 
9,2176 
9,2324 

9,2468 


7,5429 
7,9689 
ai797 

a3210 
a4275 
a5129 

8,5842 
a6454 
a6991 

a7468 
a7898 
a8289 

a8647 
a8978 
a9286 

8.9573 
a9842 
9,0095 

9.0334 
9.0561 
9.0776 

9,0981 
9.1176 
9,1363 

9,1542 
9.1714 
9,1879 

9,2038 
9,2191 
9,2339 

9,2482 


7,6099 
7,9952 

ai96i 

aS329 
a4368 
a5206 

aö907 

a65ii 

a7041 

a7513 
a7939 
aB326 

8,8682 
8.9010 
a9315 

a9601 
a9868 
9,0120 

9,0357 
9,0583 
9,0797 

9,1001 
9,1195 
9,1381 

9,1560 
9,1731 
9,1895 

9,2054 
9,2206 
9,2353 

9,2496 


7,6678 

ao2oo 

8,2119 

a3445 
a4459 
8,5281 

8,5972 
a6567 
a7090 

a7557 
a7979 
a8363 

a8716 
a9042 
a9345 

a9628 
a9894 
9,0144 

9,0380 
9.0605 
9,0818 

9.1020 
9,1214 
9,1399 

9,1577 

9,1747 
9,1911 

a2069 
9,2221 
9,2368 

9,2510 


7,7190 
a(H35 
a2271 

aa%8 

a4549 

a5a% 

a6a35 
a6622 
a7140 

a76l>2 

aHt)i9 
a8kJ0 

a8749 

a9n73 

a9374 
a9ß55 

ai»9i9 

9,0168 

9,0403 
9.062t; 
9,0KW 

9,12:0 
9,1418 

9,1591 
9,17«>4 
9,1927 

a20K5 

9.22:r> 

9,2382 
9,2524 


130 

9,3521 
3543 
3564 

3586 
3608 
3629 

3650 
3671 
3692 

3713 
3734 
3755 

3775 
37% 
3816 

3837 


140 

150 

160 

170 

180 

9,3837 
3a57 
3877 

9.4130 
4149 
4168 

9.4403 
4421 
4438 

9,4659 
4676 
4692 

9,49(X) 
4915 
4931 

3897 
3917 
3937 

4186 
4205 
4223 

4456 
4473 
4491 

4709 
4725 
4741 

4946 
4%2 
4977 

3957 
3976 
39% 

4242 
4260 
4278 

4508 
4525 
4542 

4757 
4773 
4789 

4992 
5007 
5022 

4015 
4035 
40r)4 

42% 
4314 
4332 

4.'V59 
4,57r, 
4593 

4805 
4821 
4837 

5037 
5052 
6067 

4073 
4092 
4111 

4350 
4368 

4;^> 

4609 
4626 
4643 

4a'i3 
4869 

4884 

5082 
50Ü7 
5112 

4130 

4403 

4669 

4900 

6126 

19» 
9/1I26 

5141 
5156 

5170 
5185 
511« 

5213 
522S 
5242 

52.V> 
5270 
52Si'i 

5;J27 
5941 


1\  Trigonometritelie  Tafel 

Log.  SinuB. 


459 


20» 

210 

220 

230 

240 

250 

260 

270 

29fi 

290 

0' 

9,5341 

9,5643 

9,5736 

9,5919 

9,6093 

9,6259 

9,6418 

9,6570 

9,6716 

9,6856 

10 

5375 

5576 

5767 

5948 

6121 

6286 

6444 

6595 

6740 

6878 

20 

5409 

5609 

5798 

5978 

6149 

6313 

6470 

6620 

6763 

6901 

30 

5443 

5641 

5828 

6007 

6177 

6340 

6495 

6644 

6787 

6923 

40 

5477 

5673 

5859 

6036 

6205 

6366 

6521 

6668 

6810 

6946 

50 

5510 

5704 

5889 

6065 

62^ 

6392 

6546 

6692 

6833 

6968 

300 

310 

320 

330 

340 

350 

360 

370 

380 

390 

0' 

9,6990 

9,7118 

9,7242 

9,7361 

9,7476 

9,7586 

9,7692 

9,7795 

9,7893 

9,7989 

10 

7012 

7139 

7262 

7380 

7494 

7604 

7710 

7811 

7910 

8004 

20 

7033 

7160 

7282 

7400 

7513 

7622 

7727 

7828 

7926 

8020 

ao 

7055 

7181 

7302 

7419 

7531 

7640 

7744 

7844 

7941 

8035 

40 

7076 

7201 

7322 

7438 

7550 

7657 

7761 

7861 

7957 

8050 

50 

7097 

7222 

7342 

7457 

7568 

7675 

7778 

7877 

7973 

8066 

400 

410 

420 

430 

440 

450 

460 

470 

480 

490 

0' 

9,8081 

9,8169 

9,8255 

9,8338 

9,8418 

9,8495 

9,8669 

9,8641 

9,»711 

9,8778 

10 

8096 

8184 

8269 

8351 

8431 

8607 

8582 

8653 

8722 

8789 

20 

8111 

8198 

8283 

8365 

8444 

8520 

8594 

8665 

8733 

8800 

30 

8125 

8213 

8297 

8378 

8457 

8532 

iUUMt 
öüUD 

8676 

8746 

8810 

40 

8140 

8227 

8311 

8391 

8469 

8545 

8618 

8688 

8756 

8821 

50 

8155 

8241 

8324 

8405 

8482 

8557 

8629 

8699 

8767 

8832 

50» 

510 

520 

530 

540 

550 

560 

570 

58^ 

590 

0' 

9,8843 

9,8905 

9,8965 

9,9023 

9,9000 

9,9134 

9,9186 

9,9236 

9,9284 

9,9331 

10 

8853 

8915 

8975 

9033 

9089 

9142 

9194 

9244 

9292 

9338 

20 

8864 

8925 

8985 

9042 

9098 

9151 

9203 

9252 

9300 

9346 

30 

8874 

8935 

8995 

9052 

9107 

9160 

9211 

9260 

9308 

9353 

40 

8884 

8945 

9004 

9061 

9116 

9169 

9219 

9268 

9315 

9361 

50 

8895 

8955 

9014 

9070 

9125 

9177 

9228 

9276 

9323 

9368 

600 

610 

620 

630 

640 

650 

660 

670 

680 

690 

0' 

9,9375 

9,9418 

9,9459 

9,9499 

9,9537 

9,9573 

9,9607 

9,9640 

9,9672 

9,9702 

10 

9383 

9425 

9466 

9505 

9543 

9579 

9613 

9646 

9677 

9706 

20 

9390 

9432 

9473 

9512 

9549 

9584 

9618 

9651 

9682 

9711 

30 

9397 

9439 

9479 

9518 

9565 

9590 

9624 

9656 

9687 

9716 

40 

9404 

9446 

9486 

9524 

9561 

95% 

9629 

9661 

9692 

9721 

50 

9411 

9453 

9492;  9530 

9567 

9602 

9635 

9667 

9697 

9725 

700 

710 

720 

730 

740 

750 

760 

770 

780 

790 

0' 

9,9730 

9,9757 

9,9782 

9,9806 

9,9828 

9,9849 

9,9869 

9,9887 

9,9904 

9,9919 

10 

9734 

9761 

9786 

9810 

9832 

9853 

9872 

9890 

9907 

9922 

20 

9739 

9765 

9790 

9814 

9a36 

9856 

9875 

9893 

9909 

9924 

30 

9743 

9770 

9794 

9817 

9839 

m» 

9878 

9896 

9912 

9927 

40 

9748 

9774 

9798 

9821 

9»iB 

9863 

9881 

9899 

9914 

9929 

50 

9752 
800 

9778 
810 

9802 
820 

9825 

830 

9846 
840 

9866 
850 

9884 

9901 

9917 

9931 

860   870 

880 

890 

0' 

9,9934 

9,9946 

9,9958 

9,9968 

9,9976 

9.9983 

9,9989 

9,9994 

9,9997 

9,9999 

10 

9936 

9948 

9959 

9969 

9977 

9985 

9990 

9995 

9998 

0.0000 

20 

9938 

9950 

9961 

9971 

9979 

9986 

9991 

9995 

9998 

0000 

30 

9940 

9952 

9963 

9972 

9980 

9987 

9992 

9999 

0000 

40 

9942 

9954 

9964 

9973 

9981 

9988 

9993 

9999 

0000 

50 

9944 

9956 

9966 

9975 

9982 

9989 

9993 

9997 

9999 

0000 

460 


TaM. 


Log.  Tangens. 


(y 


8' 


lO*      12*      14-      le* 


w 


1 


3 


40 
0 

40 

0 
20 
40 

0 
20 
40 

0 

40 

0 
20 
40 

0 
20 
40 


.8/J658 

8,9419 
8v3bo9 
a,463& 

8^5431 

aeioi 

8,7194 

87«5r2 
8J^J67 

8,^146 
8,M795 
8/JllH 

8.1^-20 

9.<Ä16 

9,067ö 


6,7«>5 

7>-  ^i  > 
>MJh7ü 

8JOT6 
a47-25 

8-5503 
»,6163 
M,6736 

8,7242 

8,7696 

8>lü7 

x.^83 
K>^^29 
^,915U 

8,9449 
?<,97il» 

8,9992 

9.0240 
9.0476 
9,(J699 


7/>o8 
7>4;ö 

M072 

8,27(/i 
8.3S>1 
»,4ÖUÖ 

8J>573 
8.6223 

8,6789 

8,7290 
H.7739 
8-8146 

8.^518 
s,8^62 
8,91Ki 

a9477 
8.9756 
9.0017 

9.0265 
9,0499 
9,0721 


7.^19 

7^57^7 
8.1;ÄD 

8J2KÖ 

8,4iÄÖ 

8J^«3 

s,6:i>s3 

.8,bfr42 

8-7:^37 

«,77H1 

s,so54 

8>ill 

8,9:i«)6 
S,97s3 
9,<l>43 

9,rr2s<< 
9.<»521 
9,0743 


|7,366^  7,4637 
7,9Iul».  7,94419 
8,1450   8,1627 


t 


8.2963 
8,4<:k3 
8,4973 

83711 
s,6.343 
n6^94 


8.3  H9 
M181 

.8,au&3 

8,5779 
**,6401 
^,6945 


8.73K3  >*,74-29 

><,7823  Ä.7^65 

8.^223  M,x*i61 

>,8oS**  8i<624 

8.>'*r.'7  8.^960 

8,9241  8,9-/72 


8,95.^ 
8,9ni9 
9.IJIJ68 

9.(J312 
9.<t>44 
9,JJ764 


"8,9563 

'8.1^36 

9.t«i^i 

9.1  ti36 
9.0567 


7,M29 
7iP6^9 
8479^ 

8jfill 
J%4276 
8j5131 

a5f^5 
8,^ 

8^699*> 

8,7475 

8.79H6 
8.?<299 

•»,^«59 

>\93U2 

8,9591 
n9^62 

9.0118 


7.6099 
7.99.02 
849G2 

8,335» 
8,4370 

!8,5dUb 

8,5911 
N6515 
8,7t>46 

a7520 
a7*47 
?v8336 

8>694 
8,9i  r>4 
».93.31 

8.9619 
S.98^ 
9.0143 


9  J 1360   9.«JoS3 
9,(iriS9   9.0611 
9.(;7n;   9,U8iJ7   9,(iS28 


7jß6^ 
8,21^ 

K4461 
8,52ä3 

K5e75 
8.6671 
8,7U96 

8,7565 
8,79KS 
8.8373 

8i^28 
»,91156 
8.9361 

8.9^46 
N9915 
9,01CT 

9,f4ö7 
9.0633 
9,U>49 


7.719> 
K<>4a5 

8,:«i« 
8.4551 

8,»^'7 
8,7145 

8.7«!'? 
8.M»* 
8>4M 

8,»C62 

a9674 
8.9i*4<» 
9,01« 

ao43> 

9,065^ 


0' 
10 
20 
30 
40 
50 


50 

,a9420 
\  9o^>3 
.  9701 
■  9H36 
'  9966 
9.0093 


6^ 

9.(016 
0336 
0453 
05*17 
0678 
0786 


70 

9,0891 
09i>5 
1096 
1194 
1291 
1385 


i 


8<> 


.  9,1478 
'  1569 
1658 
1745 
1831 
1915 


9^    !  10» 

9.1997  . 9.246;^ 
2078  1  2b:My 
2158}  2609 
2236   2»i80 


2313 
2389 


2750 
2819 


11»  1  12« 

9.2887  !  9,3275 

2953!  3336 

3020|  3397 

3085!  ^458 

3149  1  3517 

3212  j  3576 


ly 

9,3634 
3691 
3748 
38IM 
3fö9 
3914 


14« 

4nti\ 
4t  174 
4127 
41> 
42aü 


0' 
10 
20 
30 
iO 
50 


1  15« 

!  9,42S1 


4:J31 
4381 
4430 
4479 
4527 


.  16« 

9,4575 

;  4622 

I  4669 

'  4716 

]  4762 

:  4808 


'  170  ! 


9,4a53 

•  48**8 
4W3 
4987 

•  5031 
5075 


,   18« 

.9.5118 
!  5161 
5-2u:J 
5245 
5287 
5329 


10 

2<) 
IM) 
40 
50 


0'    9,6687 
6720 


67.52 
6785 
6817 
6KtO 


2Ö^ 

9.6882 
6914 
6916 
6977 
7(MI9 
7040 


27" 

9.7072 
71(X3 
71U 
7165 
719#) 
7226 


2S^ 

9.7257 

7287 
7317 
7348 
7378 
74l«8 


190 

9-5370 
MU 
M51 
5491 
5531 
5571 

29<^ 
9.74.3s 

7467 
741^7 
7526 
7.554; 
7585 


200      210      22»  ,  23« 

9,6279 

I  6314 

I  6348 

!  63S3 

!  &417 

I  &452 


9,5611 

9ä^ 

9,6064 

5650 

5879 

6100 

5689 

.    5017 

6136 

57-27 

5954 

6172 

5766 

»    5991 

6208 

5804 

6028 

6243 

30« 

31« 

32« 

9.7614 

9.7788 

9.7958 

7f>44 

7816' 

7986 

7673 

7845' 

8014 

7701 

7873 

8042 

7730 

7J>02  ' 

8070 

7759 

7930  ( 

8097 

24* 

9,64H8 

6.5^1» 

6587 
66211 
6654 


'    ■» 


330 

93125 
81.53 
8180 
8208 
8235 
8263 


!  34» 

'9,82^1» 

•  mi 
.  8;ri 


0' 
10 
20 
30 
40 
50 


35« 

9.8^1.52 
H479 

8,VW 

8559 
8r)86 


36« 

9.84513 
HKi;6 

8^;*^2 

8718 
8745 


I 


37« 

38« 

9,8771 

9.8928 

8797 

89.M 

SSif 

8981  > 

8.S50 

9006 

8876 

\m:i 

8902 

9058 

I 


3d^' 


9.9084 

'    9110 

'    91,35 

i    9161 

9187 

9212 


9.9238 
9264 

928*» 

9315 
9341 
9366 


i  41« 

42« 

43« 

44° 

9,9:il>2 

9,9M4 

9,9697 

9.9K4S 

•    9417 

9570 

9722 

tis74 

M43 

951Ö 

9747:    <WH» 

9468 

9621 

9772 

9924 

1    9494 

9^46 

9798 

994S 

'    9519 

9671 

9823 

9S75 

r.  Trlgoiometriidie  Ttfel 

Log.  Tangens. 


461 


45» 


46» 


470 


480 


490 


50» 


51» 


52» 


530 


540 


0' 
10 
20 
30 
40 
50 


0,0000 
0025 
0051 
0076 
0101 
0126 


55» 

0' 

0,1&48 

10 

1575 

20 

1602 

do 

1629 

40 

1656 

50 

1683 

0,0152 
0177 
0202 
0227 
0253 
0278 

56» 

ai7io 

1737 
1765 
1792 

1820 
1847 


0,0303 
0329 
0354 
0379 
0405 
0430 


0,0456 
0481 
0506 
0532 
0557 
0583 


0,0608 
0634 
0659 
0685 
0711 
0736 


0,0762 
0788 
0813 
0839 
0865 
0690 


0,0916 
0942 
0968 
0994 
1020 
1046 


650 

0' 

0,3313 

10 

3346 

20 

3380 

30 

3413 

40 

3447 

50 

3480 

660 

0,8514 
a'>48 
3583 
3617 
3652 
3686 


570 

580 

590 

600 

0,1875 

0,2042 

0,2212 

a2386 

1903 

2070 

2241 

2415 

1930 

2098 

2270 

2444 

1958 

2127 

2299 

2474 

1986 

2155 

2327 

2503 

2014 

2184 

2356 

2533 

610 

0,2562 
2592 
2622 
2652 
2683 
2713 


0,1072 
1098 
1124 
1150 
1176 
1203 


0,1229 
1255 
1282 
1308 
1334 
1361 


0,1387 
1414 
1441 
1467 
1494 
1521 


62« 

a2743 
2774 
2804 
2835 
2866 
2897 


630 

0,2928 
2960 
2991 
3023 
3054 
3086 


670 

680 

0,3721 

0,3936 

3757 

3972 

3792 

4009 

3828 

4046 

3864 

4083 

3900 

4121 

690 

700 

0,4158 

0,4389 

4196 

4429 

4234 

4469 

4273 

4509 

4311 

4549 

4350 

4589 

790 

800 

0,7113 

0,7537 

7181 

7611 

7250 

7687 

7320 

7764 

7391 

7842 

7464 

7922 

710 

0,4630 
4671 
4713 
4755 
4797 
4639 


720 

0,4882 
4925 
4969 
5013 
5057 
5102 


730 

0,5147 
5192 
5236 
5284 
5331 
5378 


640 

0,3118 
3150 
3183 
3215 
3248 
3280 

740 

a5425 
5473 
5521 
5670 
5619 
5669 


750 

0' 

0,5719 

10 

5770 

20 

5822 

30 

5873 

40 

5926 

50 

5979 

76» 

a6032 

QUOD 

6141 
6196 
6252 
6309 


770 

780 

0,6366 

0,6725 

6424 

6788 

6483 

6851 

6542 

6915 

6603 

6980 

6664 

7047 

810 

0,8003 
8085 
8169 
8255 
8342 
8431 


8?> 

0,8522 
8615 
870B 
8806 
8904 
9005 


830 

a9109 
9214 
9322 
9433 
9547 
9664 


840 

0,9784 
9907 

1,0034 
0164 
0299 
0437 


83»  0' 
20 
40 

84  0 
20 
40 

85  0 
20 
40 

86  0 
20 
40 

87  0 
20 
40 

88  0 
20 
40 

89  0 
20 
40 


O' 

0,9109 
0,9322 
0,9547 

0,9784 
1,0034 
1,0299 

1,0580 
1,0882 
1,1205 

1,1554 
1,1933 
1,2318 

1,2806 
1,3318 
1,3899 

1,4569 
1,5362 
1,6331 

1,7581 
1,9342 
2,2352 


2" 

0,9129 
0,9344 
0,9570 

0,9808 
1,0060 
1,0326 

1,0610 
1,0913 
1,1238 

1,1590 
1,1972 
1,2391 

1,2865 
1,3373 
1,3962 

1,4642 
1,5449 
1,6441 

1,7728 
1,9566 
2,2810 


4' 

0,9151 
0,9367 
0,9593 

0,9833 
1,0085 
1,0)54 

1,0639 
1,0944 
1,1272 

1,1627 
1,2012 
1,2435 

1,2904 
l,ai29 
1,4025 

1,4717 
1,5539 
1,6554 

1,7880 
1.9800 
2,3322 


6' 

0,9172 
0,9389 
0,9617 

0,9«>7 
1,0112 
1,0381 

1,0669 
1,0976 
1,1306 

1,1664 
1,2053 
1,2480 

1,2954 
l,a4H5 
1,4089 

1,4792 
1,5630 
1,6670 

1,8038 
2,0048 
2,3901 


8' 

0,9193 
0,9411 
0,9640 

0,9882 
1,0138 
1,0409 

1,0698 
1.1008 
1,1341 

1,1701 
1,2094 
1,2525 

1J)004 
l,a'>41 
1,4155 

1,4869 
1,5724 
1,67H9 

1,8202 
2,0311 
2,4571 


lO' 

a9214 
0,9433 
0,9664 

0,9907 
1,0164 
1,0437 

1,0728 
1,1040 
1,1376 

1,1739 
1,2135 
1,2571 

1,3055 
l,a'>99 
1,4221 

1,4947 
1,5819 
1,6911 

1,8373 
2,0591 
2,5363 


12' 

0,9236 
0,9456 
0,9688 

0,9932 
1,0191 
1,0466 

1,0759 
1,1073 
1,1411 

1,1777 
1,2177 
1,2617 

1,8106 
1,3667 
1,4289 

1,5027 
1,5917 
1,7037 

1Ä550 
2,0891 
2,6332 


14' 

0,9257 
0,9479 
0,9711 

0,9957 
1,0218 
1,0494 

1,0769 
1,1105 
1,1446 

1,1815 
1,2219 
1,2663 

1,3156 

1,3717 

:  1,4357 

1,5108 

!  1,6017 

1,7167 

l,87a5 
2,1213 
2,7581 


16^ 

0,9279 
0,9501 
0,9735 

0,9983 
1,0244 
1,0523 

1,0820 
1,1138 
1,1482 

1,1854 
1,2261 
1,2710 

1,8211 
1,3777 
1,4427 

1,5191 
1,6119 
1,7300 

1,8928 
2,1561 
2,9342 


18' 

0,9301 
0,9524 
0,9760 

1,0008 
1,0271 
1,0551 

1,0850 
1,1171 
1,1517 

1,1893 
1,2304 
1,2758 

1,3264 
1,3837 
1,4497 

1,5275 
1,6224 
1,7438 

1,9130 
2,1938 
3,2362 


462 


T^  Trigonomrtrinke  Tafel 

Log.  SecaoB. 


00 

1« 

2« 

30 

*> 

50 

60 

1 

70 

80 

90 

0' 

0,0000 

aoooi 

0,0003 

aooo6 

0,0011 

0,0017 

0,0024 

a0032 

aooi2 

aoo64 

10 

0000 

0001 

0003 

0007 

0011 

0018 

0025 

0034 

0044 

0056 

20 

0000 

0001 

0004 

0007 

0012 

6019 

0027 

0036 

0046 

0058 

30 

0000 

0001 

0004 

0008 

0013 

0020 

0028 

0037 

0048 

0060 

40 

0000 

0002 

0005 

0009 

0014 

0021 

0029 

0039 

0050 

0062 

50 

0000 

0002 

0005 

0010 

0015 

0022 

0031 

0041 

0052 

0064 

10^ 

110 

120 

ISO 

14P 

150 

160 

170 

180 

19* 

0' 

a0066 

0,0080 

0,0096 

0,0113 

0,0131 

0,0151 

0,0172 

0,0194 

0,0218 

0,0243 

10 

0069 

0083 

0099 

0116 

0134 

0154 

0175 

0198 

0222 

0248 

20 

0071 

0085 

0101 

0119 

0137 

0157 

0179 

0202 

0226 

0252 

30 

0073 

0088 

0104 

0122 

0141 

0161 

0183 

0206 

0230 

0256 

40 

0076 

0091 

0107 

0125 

0144 

0164 

0186 

0210 

0235 

0261 

50 

0078 

0093 

0110 

0128 

0147 

0168 

0190 

0214 

0239   0266 

200 

210 

220 

230 

240 

250 

260 

270 

280 

290 

0' 

0.0870 

0,0298 

0,0328 

0,0360 

0,0393 

0,0427 

0,0463 

0,0501 

0,0641 

a05H2 

10 

0275 

0303 

0333 

0865 

0398 

0433 

0470 

0506 

0547 

0589 

20 

0279 

0308 

0339 

0371 

0404 

0439 

0476 

0514 

0554 

0596 

30 

0284 

0313 

0344 

0376 

0410 

0445 

0482 

0521 

0561 

0603 

40 

0289 

0318 

0349 

0381 

0416 

0451 

0488 

0527 

0568 

0610 

50 

0294 

0323 

0354 

0387 

0421 

0457 

0495 

0534 

0675 

0617 

m 

310 

320 

330 

340 

350 

360 

370 

380 

390 

0' 

0,0625 

0,0669 

0,0716 

0,0764 

0,0814 

0,0866 

a0980 

a0976 

ai035 

ai095 

10 

0632 

0677 

0724 

0772 

0823 

0875 

0930 

0986 

1045 

1105 

20 

0639 

0685 

0732 

0781 

0831 

0884 

0939 

0996 

1064 

1116 

30 

0647 

0692 

0740 

0789 

0840 

0893 

0948 

1005 

1065 

1126 

40 

0654 

0700 

0748 

0797 

0849 

0902 

0958 

1015 

1075 

1136 

50 

0662 

0708 

0756 

0806 

0857 

0911 

0967 

1025 

1085 

1147 

40» 

410 

420 

430 

440 

450 

460 

470 

480 

490 

0' 

0,1157 

0.1222 

0,1289 

0,1359 

0,1431 

0,1505 

0,1582 

0,1662 

0,1745 

ai83i 

10 

1168 

1233 

1301 

1370 

1443 

1518 

1595 

1676 

1759 

1845 

20 

1179 

1244 

1312 

1382 

1455 

1531 

1609 

1689 

1773 

186«) 

30 

1189 

1255 

1324 

1394 

1468 

1543 

1622 

1703 

1787 

1875 

40 

1200 

1267 

1335 

1406 

1480 

1556 

1635 

1717 

1802 

18.^^ 

50 

1211 

1278 

1347 

1418 

1493 

1569 

1649 

1731 

1816 

191 M 

500 

510 

520 

530 

540 

550 

560 

570 

580 

59** 

0' 

04919 

0,201 1 

0,2107 

0,2205 

0,2308 

0,2414 

0,2524 

0,2639 

a2758 

a2SS2 

10 

19:i4 

2027 

2123 

2222 

2325 

2432 

2543 

2658 

2778 

2<^i3 

20 

1950 

2043 

2139 

2239 

2343 

2450 

2562 

2678 

2799 

2^2  i 

:io 

1965 

2058 

2155 

2256 

2360 

2469 

2581 

2698 

2819 

2915 

40 

1980 

2074 

2172 

2273 

2,378 

2487 

2600 

2718 

2840 

2i»;7 

50 

19% 

2090 

2189 

22*X) 

2396 

2506 

2619 

2738 

2861 

680 

S9^ 

600 

610 

620 

630 

640 

650 

660 

670 

69^^ 

0' 

0,3010 

0,3144 

0,3284 

0,3429 

0,3582 

0,3740 

0,3907 

a4oei 

a42lV4 

a4457 

10 

m\2 

3167 

3308 

3454 

36(KS 

37(« 

39a5 

4111 

4296 

44i^» 

20 

3054 

3190 

;i332 

3479 

36:^4 

3795 

3964 

4141 

4327 

452:i 

30 

3077 

3213 

3;i56 

a505 

3^)60 

3823 

3993 

4172 

4369 

4^7 

40 

3099 

3237 

3380 

3r)30 

:^87 

3851 

4022 

4202 

4391 

45t^I 

50 

3122 

3260 

3105 

3556 

3713 

3879 

4052 

4233 

44d4 

i«25 

Y^ 

TrigoiioB0tri8cli6  TaM* 

Log.  Secans. 

468 

70» 

710 

72« 

73« 

740 

75« 

76« 

770 

78« 

79« 

0' 
4 

8 

0,4659 
4673 
4687 

a4874 
4888 
4903 

0,5100 
5116 
5131 

0,5341 
5357 
5374 

ft5597 
5614 
5632 

0.5870 

5889 
6908 

0,6163 
6184 
6204 

0,6479 
6501 
6523 

0,6821 

6845 
6869 

0,7194 
7220 
7246 

12 
16 
20 

4701 
4715 
4729 

4918 
4933 
4948 

5147 
5163 
5179 

6390 
6407 
5424 

5650 
5668 
5686 

5927 
5946 
6965 

6224 
6245 
6266 

6545 
6568 
6590 

6893 
6917 
6942 

7273 
7299 
7326 

24 
28 
32 

4744 
4758 
4772 

4963 
4978 
4993 

5195 
5211 
5227 

6441 
5458 
5475 

5704 
5722 
5740 

5985 
6004 
6024 

6287 
6308 
6329 

6613 
6635 
6658 

6966 
6991 
7016 

7353 

7380 
7407 

40 
44 

4786 
4801 
4815 

5008 
5023 
5038 

5243 
5259 
5275 

5492 
6509 
6527 

5758 
5777 
5795 

6043 
6063 
6083 

6350 
6371 
6392 

6681 
6704 
6727 

7041 
7066 
7091 

7435 
7462 
7490 

48 
52 
56 

4830 
4844 
4859 

5054 
5069 
6085 

5291 
5308 
5324 

5544 
6561 
6579 

5814 
5832 
5851 

6103 
6123 
6143 

6414 
6436 
6457 

6750 
6774 
6797 

7117 
7142 

^  7168 

7518 
7546 
7575 

60 

4874 

6100 

5341 

5597 

5870 

6163 

6479 

6821 

7194 

7603 

(y 

2' 

4' 

6' 

8' 

i(y 

12' 

14' 

16' 

18' 

80»  0' 
20 
40 

0,7603 
0,7749 
0,79Ü0 

0,7618 
0,7764 
0,7915 

a7632 
0,7779 
0,7931 

0,7646 
0,7794 
0,7946 

0,7661 
0,7809 
0,7962 

0,7676 
0.7824 
0,7978 

0,7690 
a7839 
0,7993 

0,7705 

0,7854 
0,8009 

0,7719 
0,7869 
0.8025 

0,7734 
0,7885 
0,8041 

81  0 
20 
40 

0,8057 
0,8219 
0,8388 

0,8073 
0,8236 
0,8406 

0,8089 
0,8253 
0,8423 

0,8105 
0,8269 
0,8440 

0.8121 
0,8286 
0,8458 

0,8137 
0,8303 
0,8475 

0,8153 
0,a320 
0,8498 

0,8170 
0.8337 
0,8511 

0,8186 
0,8354 
0,8529 

0,8203 
0,8371 
0,8646 

82  0 

20 
40 

0,8564 
0,8748 
0,8940 

0,a582 
0,8767 
0,8960 

0,8601 
0,8786 
0,8979 

0.8619 

0,8805 
0.8999 

0,8637 
0,8824 
0,9019 

0,8655 
a8843 
0,9039 

0,8674 
0,8862 
0,9059 

0.8692 
a8882 
0,9080 

0,8711 
0,8901 
0,9100 

0,8729 
0,8920 
a9120 

as  0 

20 

40 

a9141 
0,9352 
a9574 

0,9162 
0,9374 
0,9597 

0,9182 
0,9395 
0.9619 

0,9203 
0,9417 
0,9643 

0.9*224 
0.9439 
0,9666 

a9245 
a9461 

0,9689 

0,9266 
0,9484 
0,9713 

a9288 
0,9506 
0,9736 

a9809 
a9528 
0,9760 

0,9330 
0,9651 
0,9784 

84  0 
20 
40 

0,9808 
1,0055 
1,0317 

0,9832 
1,0081 
1,0345 

0,9856 
1,0106 
1,0372 

0,9880 
1,0132 
1,0399 

0,9905 
1,01,58 
1.0427 

0,9930 
1,0184 
1,0455 

0,9954 
1,0211 
1,0483 

0,9979 
1,0237 
1,0511 

1,0004 
1,0264 
1,0640 

1,0080 
1,0290 
1,0568 

85  0 

20 
40 

1,0597 
1,0896 
1,1217 

1.0626 
1.0927 
1,1251 

1,0655 

unm 

1,1284 

1,0685 
1,01>90 
1,1318 

1,0714 
1.1022 
l,ia'>3 

1,0744 

1 1,1054 

1,1387 

1,0774 
1,1086 
1.1422 

l/)604 
1,1118 
1,1457 

1,0884 
1,1151 
1,1492 

1,0865 
1,1184 
1,1628 

86  0 

20 
40 

1,1564 
1,1941 
1,2355 

1,1600 
1,1*)81 
1,2398 

1,1637 
1,2021 
1,2442 

1,1674 
1.2(M)1 
1,2487 

1.1711 
1,2102 
1,2,532 

1,1749 
1,214« 
1,2577 

1,1787 
1,2185 
1,2623 

1,1825 
1,2227 
1,2670 

1,1863 
1,2269 
1,2717 

1.1902 
1.2312 
1.2764 

K7  0 
20 
40 

1,2812 
1,3323 
1,3903 

1,2869 
1,3:378 
1,3965 

1.2909 
1,343:3 

1.4028 

1,29.59 
1,3489 
1.4093 

1,3009 
1.3546 
1,4158 

i;3060 

i.;36o:3 

1.4224 

1,3111 
1,3661 
1,42<)2 

1,3163 
1,3720 
1,4360 

1,3216 
1,3780 
1,4430 

1,3269 
1.3841 
1,4600 

88  0 
20 
40 

1,4572 
1,5863 
1,6332 

1,4645 
1,5451 
1,6442 

1,4719 
1,5541 
1,6555 

1.4794 
1,5632 
1.6671 

1.4871 
1,5725 
1,6790 

1.4950 
1.5821 
1,6912 

1,5029 
1,6918 
1,7038 

1,5110 

!  1,6018 

1,7168 

'  1,5193 
1,6120 
1,7301 

U>277 
1,6225 
1,7439 

89  0 
20 
40 

1,7581 
1,9342 
2,2362 

1.7729 
1,9565 
2,2810 

1,7881 
VMX) 
2,3322 

1,8039 

2,U>48 

;  2,3901 

1.8203 
2,0311 
2,4571 

l,aT73 
2,05J>2 
2,6363 

1.85.50 
2,<K)1 
2.6332 

1,87.35 
2,1213 
2,7681 

1,8928 
2,15<U 
2,9342 

1,9130 

2.19:» 

3|2352 

464 


Tafel 


Trigon.  Zmhlen. 


'^^^^ 

1 

1 

■BB^B 

Pin 

1 

9 

« 

1     Sin.     • 

Tang.   • 

See 

S»; 

Tttg    ! 

8et 

Tang. 

«               f 

*                1 
'                1 
1                ' 

1 

t 

:      1 

1 

1 

1- 

■ 

a«in3 

r 

i 

atiiTs 

anlTS  • 

i/ire 

46* 

1 

;  a7iv3 

j 

1.4::^ 

2 

H.6 

2 

ICMl« 

K«9 

l»«iS 

47 

;      7ol4 

0724 

1 

4t*^. 

3 

oe 

3 

ix>.fS  . 

«624 

l»»14 

4« 

1      7431 

11'»=; ' 

4*^5 

4 

012 

4 

l«ii«?  ' 

it^Hi^ 

<fcf4 

4& 

;      «^7 

l^>4 

fc4;i 

5 

015 

5 

U?72  . 

• 

U&75 

U» 

du 

!      7660 

1 

l*:»l^ 

5:0: 

6 

ä«.i»I7 

6 

ai«>45 

ai(6i 

l-Oeö 

61 

'  a7771 

1.234V 

15r<f«» 

7 

«c^.» 

7 

Ul^ 

1^  ' 

0^75 

52 

'      7SS1» 

27Vi» 

'      6:.'4.; 

8 

103 

8 

13^  ' 

14*6 

11.^ 

53 

7^T*6 

^271» 

t#^H 

9 

i     les 

<» 

1564  * 

15--4 

UjÄ 

54 

?«.^J 

3764 

1      7li:i 

10 

1 

IV 

1736  { 

1763 

■ 

0154 

55 

'     blifi 

42$&1 

74;>4 

11 

aiic32 

11 

M^^  : 

U.1V44 

U'l?7 

56 

;  a^Ä«> 

;  L4ft» 

IJ'^? 

12 

«A>5 

u 

äi.CS» 

,fl:i»> 

irÄ5 

57 

'      &>7 

5.W 

1 

13 

*i» 

13 

ÄÖIJ 

23f* 

it^i 

58 

i      84«J 

«»■iS 

•      8^71 

14 

i      «>ll 

14 

2A1\* 

24Ki 

Ct^«> 

5Ö 

!      «672 

-       6^43 

15 

1>14 

.    15 

■ 

ibTV 

U:03 

dJ 

1 

.       7321 

■ 

2.t.Ut> 

1€ 

art^ 

16 

«J756  ' 

a*^ 

I.C^t? 

61    ' 

'  a«746 

•    lÄMO 

i'.i^ 

17 

•  MV 

17 

*fe4 

:^ö7  ■ 

«-457 

62 

^^2? 

«c^.C 

J      l.jil 

1                  ,^ 

15> 

1       loci 

U 

3.^»  ■ 

^i9 

1615 

63    ' 

'      ft-lO 

i^2»> 

1    2i'2: 

l:^ 

1       i6ö 

li« 

;^»6 

::H43 

i676 

^ 

•        lÄtÄ!» 

2j.6ub 

2^12 

ä> 

«-66  . 

d) 

34iU 

3i>40 

t.i6tö 

65    , 

,        ».^ 

1445 

ÄAr 

n 

1  a»tl51 

?1 

CL35S4 

ic^:* 

lACll 

« 

(Xi*135 

2^2461» 

145f^ 

ti 

1       iüM 

Üi 

3746  . 

4«.4«> 

•.C«6 

67 

V36 

3Ai8 

acO 

ö 

«.i>7 

Ä 

o^/7 

4^45 

1*^»>4 

6-    ■ 

y272 

4751 

fVw^ 

:M 

iCy 

:M 

4i.«>7  i 

4452 

1^*46 

6b»    : 

V«« 

0U61 

r.^4 

:ft 

U73 

:i5 

4ri6  . 

4663 

Ko4 

^  . 

tttSC 

7475 

V:^^ 

Ä 

lV>C6 

« 

a43M 

l\4-r7 

laiÄ 

71    ' 

Mi435 

2,?iM2 

a'TTu 

i7 

«•7^ 

27 

4Ö44J 

ji.tT» 

lü:* 

72 

*r»Il 

atJ777 

2:'l 

* 

•  •M 

Ä^ 

4»^i^  ' 

5?  17 

isa»> 

TS   . 

l«3 

27i^ 

4.^ 

Ä# 

li?4 

Ä» 

4.>4^ 

5.M3 

14o4 

74 

^IS 

4*74 

•vT«' 

a> 

l^^7 

30 

■ 

5i44 

1547 

a 

i^^ 

7ä1 

.sö; 

s^ 

a««t3 

31 

Oöl.V 

a»;i«^ 

1.1»V« 

7J> 

0^^7,0 

4010? ! 

41-1» 

34 

IW 

Ä 

öe.^  ■ 

6::4^ 

ITV:* 

«4 

iC44 

S>15  1 

44'4 

36 

Itö 

o3 

5446  . 

64.-4 

li^4 

TS 

tc>i 

.       7tM6 

•IC*. 

Ä^ 

111 

34 

.TC.^ 

t.  45 

d>Ä* 

7& 

i^H 

&144«; 

ou'4•^ 

4M 

116 

35 

57  j6 

7«Aä 

2:3.6 

ÖL» 

i«>4i? 

6713 

7V«? 

4^ 

iXMl?^ 

31? 

a5J*7^ 

ar^;5 

l.:i:i^l 

*1 

*\:^77 

6^1:5* 

twS'i'» 

44 

1*> 

37 

Äl> 

75>> 

2521 

^5 

\fi^^ 

7ai54 

7.1N»^ 

46 

lU 

o5> 

6IC»7 

7>:,i 

2K"*.» 

5S> 

ir*35 

ai443, 

tuwv» 

46 

lk> 

Ä» 

<$Ä»s> 

M^^ 

2>^ 

>4 

ÄM5 

H5144; 

5i> 

145 

4l> 

«^i> 

S.^1 

3L64 

56 

1 

ll,43ül 

1 

11,47^ 

» 

iXUlDl 

41 

1X6:^1 

aN5K5 

i-3se«> 

^« 

O^OTS 

143»T7' 

14^^^^ 

M 

157 

4;^ 

6^i*l 

^••4 

?4ö<> 

>7 

*-l*« 

l*»jt*ll  ■ 

IH.I"7»; 

5« 

163 

43 

6!-^  •  . 

K'^ 

o^73 

s> 

2^6363' 

.j\«v'v>« 

M* 

16^ 

41 

61^ 

i^6ö7 

ot^ti 

^  . 

tfi^:^ 

57.2W0' 

5;^'.«^ 

«0 

\       K5 

45 

7v71  : 

Uma» 

4142} 

SU 

liJUUU  ■ 

**      1 

>. 

Tl.  8ehneBtaf«L 

(r  =  10000) 


466 


• 

Sehne. 

1 

1 

1 

CO 

1 

M 

i 

i 

6 

« 

1 

!• 

175 

0 

46» 

7815 

795 

91« 

14265 

2991 

136^ 

18544 

6254 

2 

349 

2 

47 

7975 

829 

92 

14387 

3053 

137 

18608 

6335 

3 

524 

3 

48 

8135 

865 

93 

14507 

3116 

138 

18672 

6416 

4 

698 

6 

49 

8294 

900 

94 

14627 

3180 

139 

18733 

6498 

5 

872 

10 

50 

8452 

937 

95 

14746 

3244 

140 

18794 

6580 

6 

1047 

14 

51 

8610 

974 

% 

14863 

3309 

141 

18853 

6662 

7 

1221 

19 

52 

8767 

1012 

97 

14979 

3374 

142 

18910 

6744 

8 

1395 

24 

53 

8924 

1051 

98 

15094 

3439 

143 

18966 

6827 

9 

1569 

31 

54 

9080 

1090 

99 

15208 

3506 

144 

19021 

6910- 

10 

1743 

38 

55 

9235 

1130 

100 

15321 

3572 

145 

19074 

6993 

11 

1917 

46 

56 

9389 

1171 

101 

15432 

3639 

146 

19126 

7076 

12 

2091 

55 

57 

9543 

1212 

102 

15543 

3707 

147 

19176 

7160 

13 

2264 

64 

58 

uOuO 

1254 

103 

15652 

3775 

148 

19225 

7244 

14 

9437 

75 

59 

9S48 

12% 

104 

15760 

3843 

149 

19273 

7328 

15 

2611 

86 

60 

10000 

1340 

105 

15867 

3912 

150 

19319 

7412 

16 

2783 

97 

61 

10151 

1384 

106 

15973 

3982 

151 

19363 

7496 

17 

2956 

110 

62 

10301 

1428 

107 

16077 

4052 

152 

19406 

7581 

18 

3129 

123 

63 

10450 

1474 

108 

16180 

4122 

153 

19447 

7666 

19 

3301 

137 

^64 

10598 

1520 

109 

16282 

4193 

154 

19487 

7750 

20 

3473 

152 

65 

10746 

1566 

110 

16383 

4264 

155 

19526 

7836 

21 

3645 

167 

66 

10893 

1613 

111 

16483 

4336 

156 

19563 

7921 

22 

3816 

184 

67 

11039 

1661 

112 

16581 

4408 

157 

19598 

8006 

23 

8987 

201 

68 

11184 

1710 

113 

16678 

4481 

158 

19633 

8092 

24 

4158 

219 

69 

11328 

1759 

114 

16773 

4554 

159 

19665 

8178 

25 

4329 

237 

70 

11472 

1808 

115 

16868 

4627 

160 

196% 

8264 

26 

4499 

256 

71 

11614 

1859 

116 

16961 

4701 

161 

19726 

8350 

27 

4669 

276 

72 

11756 

1910 

117 

17063 

4775 

162 

19754 

8436 

28 

4838 

297 

73 

11896 

1%1 

118 

17143 

4850 

163 

19780 

8522 

29 

5008 

319 

74 

12036 

2014 

119 

17233 

4925 

164 

19805 

8608 

ao 

5176 

341 

75 

12175 

2066 

120 

17321 

5000 

165 

19829 

8695 

31 

5345 

864 

76 

12313 

2120 

121 

17407 

5076 

166 

19851 

8781 

32 

5513 

387 

77 

12450 

2174 

122 

17492 

5152 

167 

19871 

8868 

33 

5680 

412 

78 

12586 

2229 

123 

17576 

5228 

168 

19890 

8956 

34 

5847 

437 

79 

12722 

2284 

124 

17659 

5305 

169 

19908 

9042 

36 

6014 

463 

80 

12856 

2340 

125 

17740 

5383 

170 

19924 

9128 

36 

6180 

489 

81 

12989 

2396 

126 

17820 

5460 

171 

19938 

9215 

37 

6346 

517 

82 

13121 

2453 

127 

17899 

5538 

172 

19951 

9302 

38 

6511 

545 

83 

13252 

2510 

128 

17976 

5616 

173 

19963 

9390 

39 

6676 

574 

84 

13383 

2569 

129 

18052 

5695 

174 

19973 

9477 

40 

6840 

603 

85 

13512 

2627 

130 

18126 

5774 

175 

19981 

9564 

41 

7004 

633 

86 

13640 

2686 

131 

18199 

6863 

176 

19988 

9651 

42 

7167 

664 

87 

13767 

2746 

132 

18271 

5933 

177 

19993 

9738 

48 

7330 

696 

88 

13893 

2807 

133 

18341  .  6013 

178 

19997 

9825 

44 

7492 

728 

89 

14018 

2867 

134 

18410 

6093 

179 

19999 

9913 

46 

7664 

761 

90 

14142 

2929 

135 

18478 

6173 

180 

20000 

10000 

•1». 


80 


466 


Vn*.  Tafel  der  BtgenUiigea  llr  r  =  L 


A 

*  jf  :  180 

ait:180.60 

AK 

:  180 .  60« 

a  .  180  .  60  :  « 

m 

=  a  Are  1« 

=  a  Are  1' 

= 

a  Are  1" 

=  a:Arcl' 

1 

a0174533 

l»,00029()8.8d2      i 

a0000a48.4814 

3437,746» 

2 

im9l«6 

(I5817.7t>4       , 

096.9627 

65^75.4935 

3 

05^3599 

087*26.646      ' 

145.4441 

H>313,2440 

4 

0G98132 

11635^28      . 

193.9255 

13750Ä?71 

5 

1)87^2665 

14514.410 

242.41)68 

17l88.7:i;i8 

e 

1(M71V« 

17453.292      . 

290.8882 

20626.4m  K> 

7 

l:^?17a) 

20362.175 

339.3696      i 

24064^274 

8 

13iH;>63 

23271.057       ; 

387JÖÖ9     ■ 

275iJl,974i 

9 

157u7% 

26179.939 

436.3323 

3UÖ39,72U» 

2 

11 


n  =  ai4159  26535  89793  23846  26433  83279  50288  41971  69399 
«  =  a3183L>  9!sS61  ^3790  67153  77675  26745  02872  40689  19291 
^  =  1,77245  38509  aV516  02729  81674  83341  14518  27975  49456 
«  ==  lVi6418  aVvö  4775t;  2!?<594  J^»7^  51560  77258  58140  50629 


»«  =  9.8691V  44011 


1  :  »•  =  aua^  11836 
J  ?  s=  2.14502  93971 


)  m   =  1.46459  lf^76 
la) : «  =  57.2i^77  1^131  =  57*  17*  44"Ä16 
log  M  =  0.49714  i^727  log  Sin  1"  =  4.6S557  48668 


TIT.  TUM  to  LcgaritfcB«  fw  a .  An  ^ . 


.! 

0 

1 

i 

^ 

3 

4 

5 

6 

J      7 

1 

i " 

9 

0 

_ 

1 

'  4.tVv^ 

4.M^*v; 

5.i^,r7 

5.e<76 

5.:^^^ 

54»^?7 

55:Ti7 

5L58f=7 

,\tr^«^ 

lo 

5.IHV 

.\7:f^> 

rv7»4> 

,\7V^v» 

\S>17 

5-^17 

5.s^7 

5^M»V 

5.9*  »^ 

5.V*i4.i 

^» 

Ai*N^; 

tv»f7< 

6.'nN» 

«vi4:o 

♦v-  •  v*> 

K  rvv» 

6.Uii> 

6.11^ 

6.1.'^27 

♦vU^^i 

AI 

tvl^:f7 

Ki:t;9 

tll**C 

t;.:^m 

^w:fl71 

6.e:*«> 

6.-2419 

6.:^^3^ 

6.:S:>i 

bw-C»*; 

4it 

tx:J>76 

6.Jl<>4 

tL>iS> 

tuuir» 

•Ui:ri«» 

^v>oS^ 

^^S3 

6.;V>77 

6^i68 

tU>7.> 

>> 

6^>^45 

.^.>:n 

6.4«'l^ 

6.4» -t^ 

tL41^« 

tL4:i^ 

6w4:^^ 

6.4414 

6w449i> 

6.4.V4 

t^» 

4»v»« 

4:'f 

4:!«*» 

4Mi* 

4:*> 

4iK^ 

Öi.Öl 

5116 

51 M 

.V.»44 

7»» 

:v4  c 

:\>^ 

5*'.V 

54^^ 

^VwS.-- 

.Vi^ 

,=W^ 

57-1 

^4  4  4 

5?%:;2 

S» 

^^^7 

.     .VMl 

:^.^ 

^47 

«^^^ 

IKjTil 

t^«»»! 

^J^l 

6:>»1 

tU'«» 

^» 

u^«S 

•     tU-k» 

l»4>4 

tvm 

tvV'7 

•ävx> 

6«:7> 

6723 

67Ä? 

6.-^12 

li^» 

^^^v* 

tvt^CH^ 

K';i*4e 

<^r^<-4 

6.7-  !iV 

6.7«  1*^ 

6.71»^ 

6w7l.'ii> 

6.71**:* 

tL7:f:>» 

Ut> 

7^?.» 

7:^^ 

7i4.> 

7^7 

7^4-^ 

74'vJ 

75i»> 

7rO 

7575 

7r>n 

!:>' 

T'H**' 

7'>4 

77::* 

«.~v 

77>»' 

7>^5 

7>5i« 

7*^ 

792^ 

7l«>? 

!>■ 

^tv 

vSn> 

H»;: 

S.V4 

>:r7 

>::^ 

<li*l 

8ee3 

^•iCx^ 

>-:>»; 

14i< 

Nii: 

•      NiiS 

S:ri- 

M-f 

>k^- 

54^ 

^4Ä« 

N5ä^ 

^Dö^ 

?>5p^ 

l\^ 

6.<*^lT 

^.V*^ 

«v-*C4 

tv"*r  V 

•v-^rn 

•x>7"x« 

tL>?^ 

6.S?!5 

6.S^2 

^S*-7o 

la^ 

s^«: 

>^.4 

>to*: 

>^:> 

:«i4 

5*tM 

^•07 

t«rvJ 

91- 1« 

^•ro 

l>> 

viti 

i•:Nr^ 

^:i 

t^  >^ 

i':>: 

fr^ 

H^ll 

H^O 

H'^» 

tc>4 

IH» 

iH^ 

iV-y^ 

>^v. 

>-f>* 

i^»4 

t*"^:i'7 

*aV>! 

HC4 

9:cC 

*•;.*«» 

U^^ 

l^4^^ 

i**.** 

^♦^* 

i*::i 

:*:.»4 

r7r'<!> 

i»:  .-i 

^<!«.*< 

<tsL*:f 

i«^44 

^V 

K^^V* 

•x:ts^ 

!v:M  V 

•^'V.;: 

•^:<^'^:? 

•v«*^?:; 

•v>*>4 

7.«  ••15 

7.»»iY> 

7.I1CC 

:f*.o 

T,vi  r*«^ 

^••^<f 

7.':> 

7.  :-^ 

7.  :^» 

7.  •::••» 

7.'n?2»» 

7..e4«» 

7.":?^» 

;?A» 

:.VH^ 

7.  0«> 

7...;:- 

7.  ..V 

7.  ."x%> 

I-  v^ 

7.  s^7 

7.-4I*; 

7.'4;k» 

7.«  44 

?:^» 

:.  h:^ 

7.  S^ 

7,  C  V, 

7.  tH^ 

7.  iV#i 

7.»  iVö 

7-'.»^U 

7j*^2:? 

7.<»^i 

;H\^ 

7  a  ^^  , 

7A^r^ 

7At^H 

7-j7ti5 

7aC^ 

7AWJÜ 

,  7,Ubl6 

Vn*.  RedietioDittfel  fir  Bogen  ud  Zeit 


467 


• 

Um- 

sit- 
nten. 

Um- 

• 
CS 

Um- 

. 6 

•SP 

Um- 

-3 2 

•3^ 

drehungen 

4i 

drehungen 

'S  P 

drehungen 

^1 

drehungen 

tSjS 

oder 

^a 

oder 

2| 

oder 

^  0 

u   a 

^S 

oder 

Oa 

lai 

Tage. 

Tage. 

oa 

ä 

Tage. 

&n 

ä 

Tage. 

15' 

1~ 

0,000694 

lö* 

37" 

0,025694 

16' 

73" 

0,050694 

15' 

109" 

a075694 

30 

2 

1389 

80 

38 

26389 

90 

74 

51389 

30 

110 

76389 

46 

8 

2083 

46 

39 

27083 

45 

75 

52083 

45 

111 

77083 

!• 

4 

2778 

10» 

40 

2T778 

19» 

76 

52778 

28» 

112 

77778 

Ift 

5 

0,003472 

16 

41 

0,028472 

15 

77 

0,053472 

15 

113 

0,078472 

90 

6 

4167 

30 

42 

29167 

80 

78 

54167 

30 

114 

79167 

45 

7 

4861 

46 

43 

29861 

45 

79 

54861 

46 

115 

79861 

2 

8 

5566 

11 

44 

30556 

20 

80 

55556 

29 

116 

80556 

15 

9 

a006250 

16 

45 

0,031250 

16 

81 

0,056250 

15 

117 

0,081250 

SO 

10 

6944 

SO 

46 

31944 

SO 

82 

56944 

SO 

118 

81944 

45 

11 

7639 

45 

47 

32639 

45 

83 

57639 

45 

119 

82639 

3 

12 

8333 

12 

48 

33333 

21 

84 

58333 

30 

120 

83333 

15 

18 

0,009028 

16 

49  0,034028 

16 

85 

0,059028 

15 

121 

0,084028 

30 

14 

09722 

30 

50 

34722 

SO 

86 

59722 

30 

122 

84722 

45 

lö 

10417 

45 

61 

35417 

46 

87 

60417 

45 

123 

85417 

4 

16 

Hill 

13 

52 

36111 

22 

88 

61111 

31 

124 

86111 

15 

17 

0.011806 

15 

63 

a036806 

16 

89 

0,061806 

16 

125 

0,086806 

ao 

18 

12500 

80 

54 

37500 

SO 

90 

62500 

30 

126 

87500 

45 

19 

13194 

46 

65 

38194 

46 

91 

63194 

45 

127 

88194 

5 

20 

13889 

14 

56 

38889 

23 

92 

63889 

32 

128 

88889 

15 

21 

0,014583 

16 

57 

0,039583 

15 

93 

0,064583 

15 

129 

a089583 

30 

22 

15278 

80 

58 

40278 

30 

94 

65278 

SO 

130 

90278 

46 

23 

15972 

45 

59 

40972 

45 

95 

65972 

45 

131 

90972 

6 

24 

16667 

15 

60 

41667 

24 

% 

66667 

33 

132 

91667 

15 

25 

0,017361 

16 

61 

0,042361 

15 

97 

0,067361 

15 

133 

0,092361 

30 

26 

18056 

80 

62 

43056 

30 

98 

68056 

80 

134 

93056 

46 

27 

18750 

46 

63 

43750 

45 

99 

68750 

45 

135 

93750 

7 

28 

19444 

16 

64 

44444 

25 

100 

69444 

34 

136 

€kAAAA 

15 

29 

0,020139 

16 

65 

0,045139 

16 

101 

0,070139 

15 

137 

0,095139 

30 

30 

20833 

30 

66 

45833 

80 

102 

70833 

30 

138 

95833 

45 

31 

21528 

46 

67 

46528 

45 

103 

71528 

45 

139 

96528 

B 

32 

22222 

17 

68 

47222 

26 

104 

72222 

35 

140 

97222 

15 

33 

0,022917 

16 

69 

0,047917 

15 

106 

0,072917 

15 

141 

a097917 

80 

34 

23611 

80 

70 

48611 

80 

106 

73611 

SO 

142 

098611 

45 

36 

24306 

46 

71 

49306 

46 

107 

74306 

45 

143 

099306 

9 

36 

25000 

18 

72 

60000 

27 

108 

75000 

36 

144 

100000 

0 
1 

■ 
4 

a0000463 

1 

0,07 

0,0000008 

15 

• 
1 

0,0000116 

ai 

36 

144-  2  24 

2 

8 

0926 

2 

13 

15 

30 

2 

0231 

0,2'  72 

288   4  48 

3 

12 

1389 

3 

20 

23 

45 

3 

0347 

a3 

108 

432   7  12 

4 

16 

1852 

4 

27 

31 

60 

4 

0463 

a4 

144 

676   9  86 

5 

20 

2315 

5 

33 

38 

75 

5 

0578 

a5 

180 

720  12  0 

6 

24 

2778 

6 

40 

46 

90 

6 

06M 

0,6 

216 

864  14  24 

7 

28 

3241 

7 

47 

54 

105 

7 

0810 

0,7 

252 

1008  16  48 

8 

32 

3701 

8 

63 

62 

120 

8 

0926 

0,8 

288 

1152  19  12 

9 

36 

4167 

9 

60 

69 

135 

9 

1041 

0.9 

324 

1296  2186 

80« 
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TUL  GhMiacte  Ttfiri. 

(H  =  10) 


1 

B 

Bemenle.          o 

1 

Mlichungi- 
gewicbt 

Elemente. 

1 
a    1 

1 

Elemea 

te. 

* 

a 
m 

i  o 

■ 

.    1 

Sc 

Alnminimn 

AI 

136 

Iridium    .    . 

i 

!« 

Rntbeninm  . 

Rb 

:  to> 

Antimon 

.    .       Sb 

lÄ) 

Kalium     .    . 

'K 

3» 

Sauerstoff 

k 

O 

H\ 

Anen    .    . 

.    .       As 

750 

Kiesel .    .    . 

.      8i    1 

140 

Sebwefel. 

8 

Ittl» 

BariiiM .    < 

.    .       Ba 

fö5 

Kobalt      .     . 

.Co 

295 

ödes  • 

y          • 

Se 

3i<> 

Beryllinm  . 

.    .       Be 

70 

Koblensioff  . 

.c 

60 

Saber.    . 

»          • 

A« 

]tM) 

Blei  .    .    . 

.    .       Pb 

1C% 

Kupfer     .    . 

;c«  1 

1 

317 

Stickstoff' 

K 

14>» 

■ 

Bor  •    .    , 

.    .      B 

110 

Lantban  .     . 

,      La  ! 

4e) 

Strontium 

9r 

•    4.> 

Brcioi     •    , 

.    ,       Br 

ÄO 

Lithium   •    . 

.     u  i 

70 

Tantal      . 

»          « 

Ta 

lsi^> 

CMiraivm  . 

.    •       Cd 

M> 

MaiiTiesiam  . 

.      Mg! 

130 

Tellur.    . 

• 

Te 

et* 

C«]<>ium     . 

.    .       Ca 

■ 

*0 

Marfan    •     . 

Mn  . 

276 

Tballinm. 

• 

Tl 

d4«» 

Cx^sinra 

.    .       C« 

U^> 

Moixbiin     . 

.       Mo 

4a» 

Thorium  . 

Tb 

0 

Onna.    . 

.    .       C^ 

4a» 

Natrium  •     . 

.       Sn 

ö> 

Titan  .     . 

• 

Ti 

i   2f-» 

Chior    < 

.    .      Cl 

av^ 

NVkel      .    . 

Xi 

2S6 

Uran    .    . 

• 

ü 

6ii> 

Chrtva  . 

.    .       Cr 

Ate 

K>«^b^um  .    . 

.       Nb 

^^ 

Vsaadium 

• 

V 

513 

D:av9  . 

m 

.    .       Di 

4^' 

vVsE;:ira  •     . 

Os 

Ä^ 

Wasaen*' 

ff 

H 

1»» 

Ei^n     . 

.    <       Fe 

e?«' 

Pil'^dl^m     . 

Pd 

531» 

Wismutb 

B 

:^Mi 

Ert^lxA. 

.    .       Eb 

5iv> 

Pi.^rJ-.^r     , 

P 

310 

Wolfram . 

• 

Wo 

l«i» 

F:»c*r    , 

.    .       F 

i<^« 

Plai^i.    .    . 

PI 

ÄC» 

Yttrium   . 

Yl 

.^r^ 

Gvli 

>    .       A« 

li*?' 

*^<^fi.*i:>er. 

H|: 

MX* 

Zrr.k    -    , 

• 

Za 

^' 

Ji>a  •  . 

.    .      J 

lerv» 

K>.vi:xÄ.   . 

Rb 

od» 

Tiim     .    . 

• 

8b 

1     ;c«« 

In^ui. 

.    .       In 

73» 

KiV,Ä;=si      . 

Rb 

S>4 

ZLreon 

»          • 

Zr 

44> 

Bn&Ks^ria 

•       Ma  O«. 

Naii\^ 

•    • 

XaO. 

CVIoffrsjiiärift 

»KAli   K> 

-:-  a  o». 

Oxalsisre     . 

OO». 

Fi*erT:tp;.\ 

;  .     j> 

a  — so»^  — Tev\ 

Pct:nscW 

KO  — ( 

CO*. 

OlAx^ersJu 

5d 

r-T'tl 

Lre^ 

Ha 
so». 

kT*te- 

• 

r   .    - 

K:U^»»;j 

i    ,       AiO  — >\^. 

Z^^^wSi*^» 

NO», 

KaI;,     ,     , 

.    ,       KvX 

r«.    . 

BC 

Kilk      .    , 

.      -          C*v\ 

>«!«:* 

,KO^ 

200»:- 

-HO. 

Kvx^^alt    . 

.    •       Nav 

•• 

Sciw^f 

elj^m 

t      SO». 

K.'^IfajJ^x^ 

^  .       v\  » 

H 

5c.iA 

»        «        « 

XaO-i- 

-CO« 

^K»Ha 

kreti«  .    , 

.    .       CaO— CO». 

UasMT     .    . 

HO. 

• 

N-;       ;v* 

\>  ^  <^:-^  ^  >  tiCK. 

isa 

x«*iT^:4 

.     ^üS 

K 

riaiv:': 

r.:i     . 

ZaO^ 

^SO«)^ 

7  na 

Anprsfeu 

ft  ^ 

S  $   XXT*>C   --    ^ 

>  Hü^  -  $ 

Xv-l^fu 

^  -  —  ^ 

k 

KXii^ur^KMr  :=  S^7<«frsu:?e  —  3  SajEsiirv.  ^Y.-i  ^ 

M^tw^t^f  ^  n^  KiTv^  ^  :än5  r.ak    .vWr».'* 

;&fb*e^tst:^yr  =r  l  ^*:7tf*fr  ^  1  Sv.MwvMi  •  J  Kj4>.  ,\>w^ 
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Käme 

des 

Stoffe». 


Dichte. 


9 

a 


I 


o 

g 


00 


Latente 

Wärme. 


a  s 


& 


4$ 


8 

OQ 


s  s 

|8 


0$ 


I 


«ö 


AUbaeier 
AIaiu  .  .  . 
Aleohol  .  . 
Antimon  (geg.) 
Anenik  •  . 
Atmotph.  Lull 
BanmOl  .  . 
Bergkristell  . 
Bernstein.  . 
Blei  (gegOBs.) 
Bnehenhola  . 
Butter  •  .  . 
Chlor  .  .  . 
Crownglae  . 
Diamant  .  . 
Kbenholi  .  . 
Kicbenboli  . 
Kichenkohle . 

£«1»  .     •     •     • 

Elsen  (weich) 
Eisenvitriol  . 
Elfenbein .    . 
Erde 

Eeslgsinre    . 
Feldspath 
Flintglas  .    . 
Flossspalh    . 
Olanskohle   . 
Oold  (gehlmm< 
Granit      .    . 
Oiisseisen 
Jod  ■    .    •    «* 
Kalium     .    . 
Kanonengut . 
Knochen  • 
Kobalt  (geg.) 
KochsaU  .    . 
Kohlensäure 
Kork    .    .    . 
Kvpfer  (geg.) 


23 
1,71 
0,79 

6,7 

W 
0,00129 
0,91 
2,69 
1,06 
11,4 

ft7 
0,94 

2,470 
2,4  bis  2,9 

3,6 


1,19 

a9 

0,6 
0,92 

73 
1,84 

1,9 
1,4  bis  2,4 
1,06 

2,6 
8,2  bis  d3 

8,1 


1,48 
1936 
238  bis  2,96 

7.2 

4,9 
0,86 

8,4 
1,66 

8,9 
238 


1329 


0,24 
8,9 


130 
432 


78,4 


208 


2,2 


825 
32 


5,4 


1800 

0 
1600 


100 


79 


586 


1250 


1200 

104 

58 


1500 

-87 

1090 


117 


102 


175 


0,600 
0,051 


1377 


1088 


0,24 


1,000294 


1362 
1352 


0,031 


0,12 
0,198 
0,147 


1,50 
2,487 


0,570 

0,241 

0,51 

0,114 


131 
1,49 


a459 
0,191 
0,190 
0,208 


a032 

ai90 


ao54 

0,170 


0,107 

a2i4 
a22i 

0395 


2848 


862 


1182 


1,40 
1336 
13  bis  2,0 


1,43 


2070 


1466 

897 

1110 


1300449 
1717 


II.  PhTlikiliMka  TataL 


Name 

Dichte. 

1 
1 

i 

1 

Latente 
Wirtno. 

S 

'1 
'     1 

lil 

de» 

1- 

1-^ 

fl 

1^ 

1 

Kupfervitriol 
Hartnor     .     , 
MeerwuBer  . 
MesBiLg  (geg.) 
NfttriuDi    .    . 
Nickel  Cgng.) 
01>v(;dö1    .     - 
P.lUilium  (geg. 
Phosphor 
Plaün  (geh.) 
Porzellan  (cliiD. 
Fottiuche 
Quecksilber  . 
Rubin  .     .     . 
Salpeter    .     . 
Salpetertüure 
SalzBÜure  .     . 

Sanerstoff 
Scbnea      .     . 
Schwefel  .    . 
Schwefeläther 
Schwefelsäure 

Selen    .    .    . 
Silber  (geh.) 

Stahl  (weich) 

Stickstoir .     . 
Tanoenholi   . 
Twinenkohle 
Terpentinöl 
Tumialio  ,     . 
Wachs      .     . 
Wa»ner     .     . 
Wasserstoff 
WismoU.  (geg. 
Wnk  (peg.)   . 
Zinn  (geg.)   , 

2.ai 
2.84 
UWb 

8.4 
0.97 

8..1 
0.91 
11.3 

1.8 
21.4 
2,38 
2,26 
13.597 

3,1 
1.62 
1.51 
1,28 
2,2  b 

0,1 
2,0 

0.74 
1.84 
4.5 
4.3 

:oj> 

2,68 
7.K 
1.27 

0,5 

0.4 
0.87 

3.1 
0.97 

1 

9.8 
«.9 

7.:j 

sl,03 

»2.5 
1,105 

0.971 
0.060 

-3,5 

WO 
90 

III 
171)0 
42,8 
1800 

-39 

-45 

0 

108 
-») 
-25 

102 

lOOO 

i;t.w 

1800 
-10 

66 

•i^ 
42.1 

22K 

IM 

35( 
66 

10( 
31 
W, 

28f 

ÜK 

53 

9,4 
21.1 

!ff,5 
70 

12.6 
2fl,l 
11.2 

91 

69 

77 
536 

0.208 

0,094 
0.293 
0.109 

0.059 
0.189 
aiB2 

a2i6 

0033 

0.218 

0,184 
a521 

0.076 
a057 

0.116 
0,201 

0.24 
0,654 
a221 

ft41 

1 
3.4<K) 
OJÖI 
0.09G 
0,056 

.    .         849 

'.     im 

1.47       .    . 

2.834      .    . 
.    .         «M 

.    .      174lß 
1,779      .    . 

1.41       .    - 

1,38      -    - 
.    .       1174 
1,000272 

.    .    1    .    . 
2,11 ;    6100 

1,361     .    . 
1,*1|     -    - 
.    .    1    1900 

.     .    j    19U9 
.     .    1     .    . 
1079  bh  1143 
.    .    1     .    . 

1JI0II3U0 
.    .         3M 

1,47      .    . 
1.668      .    . 

1^4      .    . 
1.000138 

.  .  1  L-se 

.    .    1    »42 
.    .    1    8173 

Z.  FesUgkdtiUfeL 


471 


Elasticiats- 

Zng-Festigkeit. 

Druck- 

Festigkeit 

Material. 

Modnl. 

Grenze. 

Festig- 
keits- 

Trag- 

Festig- 
keits- 

Trag- 

modul. 

modul. 

modal. 

modul. 

Basalt     .... 

•    • 

.    ■    • 

•    ■ 

•    •    • 

9 

•    •    ■ 

Blei 

500 

1  :    477 

1,3 

1 

5 

•    •    • 

Bleidraht     .    .    . 

.    600 

1  ;  1500 

1.4 

a4 

•    • 

•    •    . 

BneheDholz      .    . 

930 

1  :    570 

8 

1,6  (0,6) 

5 

1.8(0,5) 

Eichenhols  .    .    . 

1200 

1  :    600 

7 

2     (0,6) 

5 

1.8  (0,5) 

Elsen  In  St&ben  . 

20000 

1  :  1300 

40 

15     (6,0) 

22 

15     (4^) 

Eisenblech  .    .    . 

17000 

.    ■    • 

32 

■        •        • 

•    . 

•                •                » 

Eisendraht  .    .    . 

30000 

1  :  1000 

70 

20      (10) 

•    • 

•                •                • 

Eschenholz .     .    . 

1120 

1  :    885 

12 

1,3  (0,6) 

5 

13(05) 

Olockengut      .    . 

3200 

1  :  1590 

■    . 

2 

.    • 

•              •              • 

Gneis 

.    ■ 

•        •        • 

•    . 

■    .    • 

8,5 

•              •              • 

Granit     .... 

.    • 

■        •        • 

•    • 

•    •    • 

8 

(0,35) 

Gasseisen    .    .    . 

10000 

1  :  1300 

11 

7,5  (2.0) 

63 

15     (6^0) 

Oussstahl,  gebärt. 

30000 

1  :    450 

100 

65 

•    • 

•               •                • 

Hanfseile     .    .    . 

•        • 

•    .    • 

4,5 

(3,0) 

•    • 

•                •                • 

Kalkstein     .    .    . 

•        • 

•    .    ■ 

0,3 

(0,015) 

5 

(0,40) 

Kupfer,  gehlmm. 

11000 

*    ■    . 

25 

•        .        • 

■    • 

•               •                • 

gegossen 

•         • 

•    •    . 

•        • 

•        •        • 

70 

•                •               • 

Kopferdraht    .    . 

13100 

1  :  1000 

40 

13 

•    . 

ff                •                • 

ji /Kalkstein  .    . 

•    • 

•    *    • 

•    • 

•        •       • 

5 

•                •                • 

SJ  Randstein  .    . 

.    • 

•    .    . 

■    . 

... 

1,6 

•                • 

;|l  Ziegelstein 

•    • 

... 

•    • 

•        •        . 

ft4 

•                •                • 

Messing  .... 

6500 

1  :  1320 

12 

4.8 

110 

•                • 

Messingdraht  .    . 

10000 

1  :    742 

50 

13 

•        • 

•                ■                ■ 

Mörtel     .... 

•    • 

•        •        • 

0,04 

(0.002) 

35 

(0,018) 

Qoan      .... 

.    • 

•        •        • 

•    • 

•       «        ■ 

12 

•               •               • 

Sandstein    .    .    . 

•    . 

•        •        • 

•    • 

•        •        • 

7 

•                • 

Stahl 

20000 

1  :    835 

80 

25 

■    • 

•                •                • 

Tannenholz      .    . 

1300 

1  :    850 

8,5 

2.2  (0.6) 

5 

13(0,5) 

Ziegelstein  .    .    . 

•        • 

•    •    . 

•        • 

•        ■        ■ 

0,6 

(0,02) 

Zinn 

•        • 

.    •    • 

•        • 

•        •        * 

11 

. 

NB.  Die  unter  ElasUcitäte-Orcnze  eingeschriebenen  Zahlen  geben  das  Ansdeh- 
nnngsverhältniss  an  der  Elasticitftts-Grenze,  —  die  Qbrigen  bezeichnen 
Kilogramme  anf  Quadratmillimeter.  —  Bei  Rechnongen  anf  Zugfestigkeit 
fahrt  man  als  zulässige  Spannung  pro  Quadrateinheit  y,  bis  V,  des  Trag- 
moduls ein.  —  Bei  Rechnungen  auf  Druckfestigkeit  setzt  man  die  zulässige 
Spannung  bei  Holz  und  Steinen  Vi0  9  ^^^  Metallen  V5  ^^0  TragmodulR.  -- 
Die  eingeklammerten  Zahlen  bezeichnen  flbliche  MaxtmslbeUstungen,  welche 
susgeftlhrten  Bauwerken  entnommen  sind, 
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lt.  Tafel  llr  Waa«iaBft 


2 

• 

5 

• 

• 

s 

• 

• 

• 

8 

• 

M 

«^ 

»• 
9 

M 

e 

e 

jä 

04 

^* 

s. 

S 

SU 

C 

#K 

a 

O* 

6 

8 

c 

£ 

e 

6 

E 

s 

a 

• 

e^ 

& 

o. 

9 

04 

e 

c 

• 

cu 

H 

OD 
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42., 

40., 

38.; 

36., 

34., 

33., 

31, 

29, 

28, 

07,      56, 

52, 

50., 

48., 

46, 

44., 

42-, 

40., 

39., 

37., 

36, 

38-. 

s- 

30-. 

r^l     56^ 

54, 

.52, 

W., 

43, 

46.; 

44., 

43., 

41., 

39.. 

37., 

36-, 

34.. 

33, 

1^1..  ,  58, 

56, 

54. 

52., 

50, 

48, 

46., 

45., 

43., 

41.. 

40-, 

38., 

36.. 

36.. 

t>I,      58, 
•i:t,      61, 

57^ 
59, 

s; 

67, 

64, 
55, 

52; 
53, 

5o: 

52., 

48., 

47, 

48, 

45. 
47, 

t: 

42.. 
44-, 

S; 

39., 
41., 

37., 
39., 

1 

•;i,     62, 
^-.,      63, 
«;.,     64, 

60, 
61, 
62, 

58, 

57, 
68, 
59, 

55, 

1 

52,, 
53.. 
55., 

50, 
52., 
53., 

48, 
50, 
52., 

47, 

46., 
47, 
49, 

44, 

42., 

41., 

<>-,      67, 

n: 

i: 

61, 
62, 

59: 

60, 

?ij 

56., 
57, 

55: 
56, 

S:; 

15: 

50., 
51-, 

S: 

«: 

«: 

1 

ts>.,     67, 

66, 

64, 

63, 

61, 

60, 

58., 

57, 

55, 

H., 

k"?' 

.51, 

50, 

49, 

5 

• 

;',':;  S: 

6B, 

65, 

67, 

64:; 

65., 

62., 
63., 

61, 
62, 

a 

58, 

59: 

57-, 

.58., 

.')5., 
56., 

54-, 
55, 

53-1 
.54, 

51, 

52: 

"■^-,     70t 

69, 

e?:^ 

66^ 

64, 

63: 

62., 

60-, 

59. 

W-,   56-, 

^■■ 

54, 

53., 

« 

7a.;  71-, 

69., 

68., 

66: 

65: 

64: 

&i. 

61, 

60, 

59., 

57, 

56, 

55, 

.54, 

9 

7X,      12., 

70« 

69., 

67., 

66., 

65., 

63, 

62 

61, 

6a, 

58, 

67, 

■^ 

55., 

1? 

74.       72. 

7^ 

69. 

68., 

67.; 

65., 

6*: 

63., 

62, 

60., 

59., 

■?!■' 

.67, 

r«. 

71.,      73-, 

71., 

70. 

69., 

67., 

66., 

65., 

64. 

63-, 

61, 

60, 

.69, 

68,  ,■)/, 

7'i       73 

72, 

71 

69., 

68., 

67., 

66., 

65-, 

63., 

«2-,    61., 

60., 

69,  58, 

7.^.;  74., 

73., 

71-, 

70.; 

69-, 

68., 

67.; 

65.; 

64., 

63.,    62., 

61., 

60.,   59., 

ii 

7';.   ■  75- 

73., 

72-, 

70., 

70., 

68-, 

67-, 

66., 

65., 

64-,    63., 

63., 

60.,' 59., 

s 

77.       75^^ 

74., 

73-, 

71. 

70., 

69,, 

IW,, 

67. 

65. 

M..    63., 

62., 

61.,   60., 

.28 

77.    1  76. 

74., 

73. 

'■-•. 

71,, 

70., 

RH., 

67., 

fifi.. 

m.,    64-, 

«3-, 

62.,   61., 

77       7H., 

75., 

74.. 

72., 

71., 

70.,  1  r.9„ 

W., 

67., 

6.;., ,  tö.. 

61-, 

Ihl.,    62., 

77.;  7«.; 

75., 

75., 

73., 

72., 

71., 

70., 

68.; 

67., 

66., 

W., 

64., 

63..    -■ 

V4., 
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Xn.  lypMBetrigAe  Tafel. 


mm 

ß 

H' 

T  +  t 

A 

Engl. 
Maaas. 

mm 

Fahr. 

Cela. 

IBM 

m 

m 

760 

0,12 

0 

0» 

18393 

21" 

533,4 

0* 

—  17,77« 

55 

12 

56 

1 

430 

22 

568,8 

10 

—  1232 

50 

12 

112 

2 

467 

23 

584,2 

20 

-    6,66 

45 

12 

168 

3 

503 

24 

609,6 

30 

-    1,11 

40 

12 

225 

4 

540 

25 

635,0 

32 

ooo 

735 

12 

284 

5 

18577 

26 

660,4 

34 

Ul 

30 

12 

340 

6 

614 

27 

6853 

36 

2,22 

28 

12 

363 

7 

651 

28 

711,2 

38 

3,33 

26 

12 

887 

8 

687 

29 

736,6 

40 

4,44 

24 

12 

410 

9 

724 

30 

762,0 

42 

535 

722 

12 

433 

10 

18761 

Par. 

44 

6,66 

20 

12 

457 

11 

798 

Maass. 

46 

7.77 

18 

11 

480 

12 

835 

18" 

487,3 

48 

836 

16 

11 

504 

13 

871 

19 

5143 

50 

laoo 

14 

11 

527 

14 

908 

20 

541,4 

52 

11,11 

712 

11 

561 

15 

18945 

21 

5683 

54 

1232 

10 

11 

575 

16 

982 

22 

595,5 

56 

1333 

06 

11 

599 

17 

19019 

23 

622,6 

58 

14,44 

06 

11 

623 

18 

065 

24 

649,7 

60 

1535 

04 

11 

647 

19 

092 

25 

676,7 

62 

16,66 

702 

11 

671 

20 

19129 

26 

703,8 

64 

17,77 

00 

11 

694 

21 

166 

27 

73a9 

66 

1838 

695 

11 

755 

22 

203 

28 

758,0 

68 

2aoo 

90 

11 

816 

23 

239 

1"' 

2,3 

70 

21,11 

85 

11 

878 

24 

276 

2 

4,5 

72 

2232 

680 

11 

939 

25 

19313 

3 

63 

74 

2333 

75 

11 

1002 

26 

a50 

4 

9,0 

76 

24,44 

70 

11 

1064 

27 

387 

5 

113 

78 

2535 

65 

11 

1128 

28 

423 

6 

133 

80 

26,66 

60 

11 

1191 

29 

460 

7 

153 

82 

27,77 

655 

10 

1206 

30 

19497 

8 

18,0 

84 

2836 

50 

10 

1320 

31 

534 

9 

203 

86 

30,00 

45 

10 

1386 

32 

571 

10 

223 

88 

31,11 

40 

10 

1451 

33 

607 

11 

243 

90 

32,22 

35 

10 

1518 

34 

644 

Rdaum. 

Gels. 

92 

3333 

630 

10 

1584 

35 

19681 

94 

34.44 

25 

10 

1652 

36 

.718 

10 

1,25« 

96 

3535 

20 

10 

1719 

37 

755 

2 

2,50 

96 

36,66 

15 

10 

1788 

38 

791 

3 

3,75 

100 

37,77 

10 

10 

1857 

39 

828 

4 

5,00 

120 

4838 

605 

10 

1926 

40 

19665 

5 

6,25 

140 

6aoo 

600 

10 

1996 

41 

902 

6 

7,50 

160 

71,11 

550 

09 

2731 

42 

939 

7 

8.75 

180 

82,22 

500 

08 

a')36 

43 

975 

8 

10,00 

200 

93,33 

400 

06 

5420 

44 

20012 

9 

11,25 

212 

100,00 

Fflr  die  Bedeutung  von  ß  ist  273,   fUr  H'  und  A  aber  275  lu  vergleicbeD. 
Fftr  Olas-Scalen  ist  ß  um  circa  1  %  au  vermehren. 


Alphabetisches  Register. 

(Die  Nammern  b«siehen  sich,  mit  Ansuahme  der  eiogeklaininerien,  auf  die  Sfttae 

und  nicht  auf  die  Seiten.) 


Abel  4,  20 
Ableitung,  erste  56 
Abplattung  148 
AbmtschnngBwinkel  966 
AbsoiBse  77 
Abstand  88 

Absorptlonsspectmm  294 
Abwägung  260 
Abweichung,  chromatische 

295,  mitüere  208 
Acbard  245 
Achromatismus  295 
Adams  73,  88,  109,  127, 

214,  298 
Addition  6 
Aderhaut  291 
Adblsion  248 
Adhtoar  206 
Aehnliehkeit  82,  86 
Aequivalent  908,  306 
Aerostat  278 
AerosUtik  273—280 
Afftniat  175 
AggInnU  270 
Aggregationssnstand  248 
Agnesi  45 
Agricola  250 
Akustik  281—282 
Airy  207,  296 
Albategnins  2,  94 
Albedo  288 
Albertus  magnna  260 
Alchymie  250 
d'Alembert  4,  227,  289»  281 


Algebra  5 

Algorithmus  12 

Alhydade  221 

AUigationsrechnung  21 

Almamun  2 

Alsop  211 

Amici  294 

Amortisation  27 

Ampere  6a  72,  819,  320 

Amsler  140 

Analogien,  Neper'sche  161 

Analysls  5 

Aneroidbarometer  278 

Anfangspunct  77 

Anger  206 

AngstrOm  294 

Anker  311 

Ansata  der  Gleichungen  24 

Antinori  4 

Antiphon  122 

Anzahl  der  Lebenden  40,  ^ 

der  n-£cke  81,  —  der 

regelmässigen    Polyeder 

181—182 
Ansiehung  245—246,   — 

chemische  250 
Apertur  285 
ApoUonius  2,  136 
Apothema  111,  120 
Applicate  77,  191 
Aräometer  269 
Arago  247, 286, 297, 298, 307 
Arbeit,   äussere   303,   — 

mechanlaehe  264 


Arbeitsequivalent,   calori- 

sches  806 
Archimedes  2,   122,   152, 

187,  204,  205,  259,  268, 

269,  307 
ArdOser  214,  215 
Argand  271,  808 
Aristoteles  2,  12,  251,  273 
Arithmetioa,    analytica  5, 

—  numerosa  5,  —  spe- 
ciosa  5 

Arithmetik  1—72 
Ars  msjor  5,  —  minor  5 
Aspirator  280 
Astrolabium  221 
Asymptote  147 
Atwood  251 
d'Aubuisson  267 
Aufgabe  Ton  Lambert  217, 

—  MalfatU  127,  —  My- 
dorge  137,  —  Pothenot 
217,  —  der  Warfelver- 
dopplung 150 

Aufriss  206 
Auge  291 
Augpunct  293 
August  805 

Ausdehnbarkeit  245,  247 
Ausdehnung  245,  801 
AusfluBs  271 

Ausdruck,  unbestimmter  62 
Ausgleichung  224 
Ausschlag  260 
Autenhelmer  46 
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—  Alphabe  tu  cbes  Register.  — 


Anzometer  2d3 

Axc  77.  136,  19a  —  con- 

JDgirte  136,  14a  197,  — 

optiBche  289,  297 
Axonometrie  206 
Azimathalqaadrant  221 

Babinet  ^  206.  275 

Bacbet  4 

Baco  285 

Baeyer  199,  Ä)7.  284 

Baily  40 

BaiUeux  40 

Bald!  3 

Balancier  31/7 

Pallistik  258 

Tallhasar  292 

Baltaer  5,  34 

Barfnss  211 

Barlaam  2 

Barometer  273,  —    stati* 

scher  273 
Barout  105 

Barrow  a  28:i,  *2fö.  289 
Bartholinas  a  297 
Base  250 

Ba^ilins  Valentinns  250 
Basis  9,  84,  8S,  215 
Basisapparat  213 
Bataille  3il7 
Batterie  317 
Bauer  288 

Banemfeind  211,  214,  275 
Banmgartner  4.  245 
Banr  211 
recber  250 
Beck  269 

Becquerel  2ba  3:ö 
BediDgUDgagleichujig  21, 

im 
Beer  249,  2XJ.  3i;9 
IWha-Eddln  132 
Beharrungsvermögen  245 
Benedetti  263 
BeoteU  2t)9 
Berg  272 
Bergery  73 
Bemoidli  a  4.  31,  35,  52, 

56.  61,  06.  7a  IIU  Vni 

152.  IM,  228,  SH,  245. 


254,  267,  285,  307,  311, 

313 
Berthollet  250 
Berthoud  257 
Bertrand  45,  73 
Berzelius  250 
Beschleunigung  235,    239, 

—  der  Schwere  251 
Bessel  189,  20a  217 
Bestimmungsdreieck  121 
Beugung  2% 
BeugungspoDCt  148 
Bevis  316 

Bewegung  7a  —  beschleu- 
nigte 237,  —  drehende 
75,  —  fortschreitende  74, 

—  gleichförmige  236,  — 
gleichförmig  beschleu- 
nigte 237 

Beweglichkeit  245 
Beweis  84 
Bezout  5,  21 
Biegungsfestigkett  249 
Bierens  69 

Bifilarmagnetometer  313 
BUd  284,  289,  —  fingirtes 

2S4 
BUdweite  285.  289 
Billet  283 
Billion  13 
Binet  (442) 
Bin(>mialcoefficient  41 
Biörnsen  114 
Bion  214 

Biot  131,  245.  275.  297.  29S 
Birch  3 

Bimbarometer  273 
Bisectrix  111 
Flack  '^Xi 
Blum  2*16 
Blumberger  116 
Bodendruck  268 
Böklen  191 
Boerhaave  2öi) 
Böschung  266 
Bohnenberger  45.  Ui3,  256 
B*»lley  2f^J 
Bolyai  73 
B<  mbelli  ^ 
Boncompagct  4 


Borda  2ia  222.  251 

Bordoni  211 

Borel  293 

Boscovich  154 

Böse  316 

Botsut  a  4»  154,  267.  271 

Bouguer  4»  2ia  283 

Bouniakowsky  76 

Bour  227 

Bourdon  273 

Bonssole  314,  320 

Boyle  a  274,  276.  296.  315 

Brachystoehrone  154,  254 

BradlJy  206 

BrIndH  137 

Bramah  267 

Brander  217,  221,  225 

Brandes  131 

Brassenr  (442) 

Brechung  28a  —  doppelte 
297 ,  —  ungewöhnliche 
297,  298 

Brechnngscxpoiiefit  283 

Brechungsvermögen  283 

Breguet  247 

Breite  eines  PftareB  232 

Bremiker  14 

Brennecke  li& 

Brennlinie  285 

Brennpunct  137,  2^ 

Brennweite  285,  289,  290 

Breton  211 

Brewster  4»  28a  2SI,  289. 
291,  294,  298 

Briancbon  1(0 

Briggs  a  14,  315 

Brioschi  a4 

Briot  28a  299 

Brooke  247 

Brouncker  a  28 

Bruch,  ichter  5.  —  syste- 
matischer   12 ,    — 
ächter  5 

BrftckenwMge  260 

Brune  113 

Bninner  27a  280 

Büchner  19 

Bftrgi  a  11 

B&rja  73 

BniToB  39 


—  Alphabetisches  Register.  — 
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Bunsen  25a  279,  294,  317 
Burckhardt  7,  247,  283 
Barg  82 
Bnrnier  275 

Cagniard  de  U  Tour  281 

Cagnoli  103 

CaUet  14 

Calorie  302 

Camera  lucida  288,  —  ob- 

scura  291 
Cantor  2,  5 
CapUlarit&t  270 
Cardano  3,  19,  20 
Cardioide  150,  154 
Carl  4 
Carllsle  319 
Camot  4,  79, 109, 116, 133, 

299,  306 
Carr«  150 
Cassini  150,  213 
Cassinoide  150 
CasUllon  150 
Cataeanstica  285 
CaUlan  73 
Caachoix  295 
Cavchy  4,  5,  9,  34,  45,  53, 

207.  296 
Cana  307 
Cavaleri  205 
CavaUo  278 
Cayley  34 
Celsius  247 
Ceosus  9,  15 
Centesimalwaage  260 
Centralbewegung  263 
Centrifugalkraft  263 
Centnim   111,    119-121, 

123,   182—183,    -    der 

Ecken  111,  119,  182,  — 

Kanten   182,   —   Seiten 

111,  120,  182 
Ceva  110 
Chapotot  212 
Chappe  320 
Charakteristik  14,  203 
Charles  278 
Chasles  73,  131,  135 
Cbelini  131 
Chemie  250 


Cherbuliee  283 
ehester  295 
Chevreul  250 
Chladni  4,  281,  282 
Choisy  63 
Choquet  5 
Chordale  127 
Chorde  129 
Chorographie  211 
Christoffel  315 
Chronometer  257 
Chronoskop  320 
CiSBoide  149 

Clairault  4,  7a  73,  201,  270 
Clapeyron  306 
Classe  31,  33,  34 
Clausius  4,  299,  306 
Clebsch  249 
Coercitivkraft  310 
Coh&sion  248 
CoUadon  281 
CoUectlvlinse  293 
CoUimaUon  222 
CoUineaUon  175 
Collins  55 
Columbus  3,  313 
Combes  299 
Combinatlon  33 
Combinationslehre  31 — 33 
Coromandino  2 
Comparation  21 
Compass  314 
Compensation  301 
Complanation  204 
Complement  75 
Componente  227 
Compressionspumpe  276 
Conchoide  147,  150 
Condensator  307 
Condorcet  35 
Conductor  315 
Congniens  7,  82,  86,  170 
Conoid  198 
Cononnale  143 
Conus  175-176 
Convergens  53 
Con^exspiegel  285 
Coordinaten  77,   191,   — > 

rechtwinklige     77 ,     — 

schiefwinklige  77 


Copemicus  103 

Correlaten  224 

Cosa  9 

Cosecans  94 

Cosimo  3 

Cosinus  94,  129,  —  hyper- 
bolischer 146 

Cosinus  versus  94,  129 

Coss  15 

Cossali  2 

Cotangens  94 

Couple  232 

Coumot  45 

Cousin  45 

Cousinery  73 

Cramer  4,  34,  55 

Creiaenach  27,  155 

Crelle  4,  7,  8,  73,  211 

Cremona  201 

Crousais  73 

CrOger  103 

Cubatur  205 

Cubus  7,  9,  177 

Cugnot  307 

Culmann  14,  89,  116,  129, 
134,  229 

Cunnus  316 

Curvcn,  adiabatische  306, 
—  algebraische  131,  134 
bis  137.  142-147.  149 
bis  150,  —  doppeltge- 
krOmmte  202,  —  dritten 
Grades  149,  —  isother- 
mische 306,  —  transcen- 
dente  131.  151—154,  — 
vierten  Grades  150,  — 
sweiten  Grades  134  bis 
137,  142-147 

Cusanus  122 

Cycloidalpendel  255 

Cyclolde  154,  254,  —  ge- 
meine 154,  —  verkOrste 
154.  —  verlängerte  154 

Daguerre  4,  291 
Daguerreotyp  291 
Daguet  295 
Dalcnc«  247 
DaltoB  25a  279 
Dampfdruck  306 
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Dampfkessel  d07 
DampfmascMoe  307 
DmnieU  305,  317 
Dase  7,  122 
Dasypodins  3,  257 
Davy  25a  308 
Daxhelei  250 
Decimalbrnch  12—13,   — 

periodischer  13 
Decimalsystem  12 — 13 
Decimalwasge  260 
Declinaüoii  313 
Dedekind  8,  35 
Delabar  206 
Delambre  161,  223 
Delarive  285,  315 
Delaiinay  227 
Deine  247,  273,  275 
Densler  207,  218 
De  Presle  235 
Desagnliers  245 
Desargnes  116,  175 
Descartes  3,  9,  20,   149, 

181,  281,  283 
Deschales  3 
Deschwanden  227 
Desormes  315 
Determinante  21,  34 
Develey  73,  131 
Diacanstica  290 
Diagonale  79 
Diamagnetismns  312 
Dichte  246,  269,  278 
Dicke  der  Linse  289 
Diderot  4 
Dienger  103,  207 
Dietrich  311,  313 
Differential  55,  —  parUel- 

les  58,  —  totales  58 
Differentialgleichnngen  59, 

70-71 
Differentialqnotient  55 
Differentialrechnung  55-63 
Differentialthermometer 

317 
Differena  6,  25,  55 
Diffusion  27a  279 
Dignitas  9 
Dimension  92 
DinostratM  151 


Diodes  149 
Dionis  du  B^jonr  131 
Diophant  2,  9,  22 
Diopter  214 
Diopterlineal  214,  215 
Directionswinkel  223 
DirectrU  144 
Dirichlet  4,  8,  267 
Dirksen  72 
Disgregaüon  306 
Dispersion  294 
Distansmesser  218 
Divergenz  53 
Dividend  7 
Division  7—8 
Divisor  7 

Dodecaeder  171,  181 
Döbereiner  308 
DoUond  295 
Doppelstrich  311 
Doppeltbrechnng  297 
Dosenlibelle  212 
Dove  4,  283 
Dragma  9 
Drebbel  247 
Drehnngsfestigkeit  249 
Dreieck,   ebenes  83—112, 

—  gleichschenkliges  84^ 

—  py  thagoräisches  93,  — 
rechtwinkliges  91-  94,  — 
sphärisches  188 

Dreiecksnets  224 
Dreikant  166 
Drobisch  20 
Druckfestigkeit  249 
Druckpumpe  277 
Drummond  250 
Dnb  315 
Dubois  257 
Duchayla  228 
Duc-la-Chapelle  212 
Dnfay  4,  315 
Duhamel  45,  227 
Dnlong    247,    273,    301, 

302 
Dumas  250 
Duodecimalsystem  12 
Dupin  131 
Dnr^ge  45 
Dutrochet  870 


Dynamik   227,    23&— 244, 

251—282 
Dynamometer  293 

Ebene  73,  164,  193,  — 
diametrale  197,  —  para^ 
lele  164,  —  schiefe  254, 

—  tangirende  183,  20a 

—  unvertaderliehe  242 
Eberhard  215 
Echappement  257 
Echelle  arbitraire  247 
Echo  281 

Ecke  78—79 
Edleston  55 
Eggers  89 
Eigengewicht  246 
Eigenschallen  der  Materie 

245 
Eigenwärme  302 

Einheit  5 

Einlothsange  215 

Eintheilnng  der  n-Ecke 
81,  —  der  Linien  swelten 
Grades  137,  —  der  Fli- 
ehen sweiten  Grades  198 

Eisenlohr  245 

Eisenstein  45 

Elasticiat  248 

Elasücitltsgrenie  219 

Elaatieiatsmodul  249 

Electricitat  315-320,  — 
negative  316,  —  positive 

316 
Electrisirmasehine  315, 

316,320 
Electromagnet  320 
Electromagnetismns  320 
Electrophor  316 
Electroscop  316 
Elemente  25a  —  rageord- 

nete  116,  —  galvanische 

317 
Elevation  9—10 
Elimination  21 
Ellipse  137,  142—143 
Ellipsoid  19&-199 
EUis4 
Elsaer  901 
EmisaloB  283 
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EmpfindUchkeit  d60 

Emsmann  245 

Encke  207,  206,  283 

Endosmose  270 

Energie  d06 

Engelbreit  211 

EDgelmann  4 

Entropie  906 

Epicycloide  154 

Equivalent  250 

Erdbatterie  317 

Erdmagnetismus  313 

Ereignisse,  contrftre  37 

Erf ahmngswahrscheinlich  - 
keit  88,  206 

Ergänzung,  decadlBche  14 

Erg&nsuDgsbruch  28 

Ernst  140 

Erwartung  39 

Erweitem  8 

Eaelimann  106 

Eschweiler  73 

Esp^ranee  39 

Ettingshausen  4,  5,  31, 
245,  320 

Eudiometer  316 

Euklid  2,  76,  115,  283 

Euler  4,  5,  2a  28,  31,  45, 
50,  52,  70,  72,  94,  100, 
108,  112,  113,  181,  201, 
227,  239,  243,  244,  245, 
260,  267,  281,  283,  289, 
295 

Evans  307 

Evolute  139,  149 

Evolvente  139 

Excentricit&t  137,  223 

Excess  167 

Exosmose  270 

Explement  75 

Exponent  9 

Exponentialgleichung  28 

Exponentialreihe  46- 

Extraction  9—10 

Eytelwein  227,  267 

Fak2a7 

Factor  7,  ^  integrirender70 
Factorentafel  7 
Facttltlt  32 

Wolf, 


Fagnano  150 

Fahrenheit  247,  269 

Fall,  freier  251 

Fallmaschine  von  Atwood 
251 

FaUversuche  251 

Faradey  4,  260,  282,  312, 
315,  319,  320,  (442) 

Farbenabweichung  295 

Faujas  de  Saint-Fond  278 

Federuhr  257 

Fehler  208,  —  des  Mittels 
208,  —  mittierer  208,  — 
wahrscheinlicher  208 

Fehlerdreieck  217 

Fehlergleichungen  163 

Feingehalt  21 

Feldmessen  211—226 

Feiler  5 

Ferdinand  3,  247 

Fermat  3 

Fernrohr  293,  —  gebro- 
chenes 221,  —  hollftndi- 
sches  293 

Ferrari  20 

Ferrerius  220 

Ferro  19    . 

Festigkeit  248 

Festigkeitsmodul  249 

Fötis  281 

Feuchtigkeit,  absolute  305, 
^  relative  305 

Feuerbach  83 

Feuerzeug,  pneumatisches 
806 

Fibonacci  2,  7,  15 

Fiedler  73 

Figur,  eingeschriebene  126» 

—  umgeschriebene  126, 

—  von  Lichtenberg  316 
Finck  73,  227 

Unke  94 

Fischer  4,  140,  245,  270, 
275 

Fl&ohe  73,  92,  -*  conisohe 
203,  —  des  Dreiecks  105, 
107,  —  des  Vielecks  117, 

—  developpable  203,  — 
ainhmiende  208,  —  wind- 
schiefe 208,  —  sweiten 


Grades  197—196,  —  ay- 
lindrische  203 

Flächenprojection  165 

Flftchenwinkel  155 

Flaschensug  262 

Fleck,  gelber  291,  —  Ma^ 
riottCscher  291 

Fliedner  245 

Flüssigkeit,  w&sserige  291 

Flflssigkeitsw&rme  306 

Fluorescens  294 

Fluxion  55 

Focalsehne  142 

Folium  GartesU  149 

Formeln  von  Gardan  19, 
—  Gauss  161,  —  gonio- 
metrische  96—100 

Fort  131 

Fortin  273 

Foucault  283,  295 

Fourcroy  4,  250 

Fourier  4,  20,  299 

FranccBur  5 

Franklin  4,  316 

Fraunhofer  4,  294,  295, 296 

Freeden  207 

Freuet  45 

Fresnel  4,  296,  297,  296 

Fries  35 

Frisch  3 

Fuhrmann  227 

Fulton  4,  807 

Function  46,  —  algebrai- 
sche 45,  56,  —  con- 
tinuirliche  131,  —  ellip- 
tische 69,  —  gonio- 
metrische  95—100,  — 
hyperbolische  146 ,  — 
irrationale  45,  —  ratio-^ 
nale  45,  —  transcen- 
dente  45,  57 

Fnss  4 

Fusspunetenourve  160 

Oabba  4 

GalUei  3,  32, 154, 234,  247, 

251,  255,  278,  298 
Qalien  278 
Gal^ani  4,  815,  817 
Galvanismus  817-^820 

81 
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Oalvanoplastik  319 

Oansee  5 

(hirnier  4 

Oauss  4,  8,  9,  11,  20, 
28,  161,  201,  207,  222, 
224,  283,  284,  289,  313, 
320 

Oavairet  315 

Gay-Luseac  250 

Geber  250 

Geburtsregister  40 

Gef&ssbarometer  273 

Gegenecke  79 

Gegenpaar  232 

Gegenresultante  228 

Gegensats  6 

Gegenstandsweite  285,  289 

Gegenvierflach  172 

Gehalt  21 

Gehler  4,  11 

Gehren  129 

Gehörorgan  281 

Geiser  116,  (442) 

Geissler  273 

Gellibrand  75 

Gemma  Frlsins  5 

Geodäsie  211 

Geodynamik  251—266 

Geometrie  1,  73—226,  — 
analytischem— 154, 191 
bis  205,  —  darstellende 
oder  descriptive  206,  — 
neuere  116,  —  prakti- 
sche 211-226 

GeosUttk  251—266 

Gerade  73,  76,  89,  131, 
194,  —  gebrochene  78, 
—  parallele  76,  —  senk- 
rechte 76,  —  «eilige  76 

Gerding  250 

Gergonne  4 

Gerhardt  3,  45,  55,  250 

Gerling  103, 143,  207,  208, 
209,  217 

Gerono  4 

Gerwien  107 

Gesammtwirme  306 

Geschichte  der  Mathematik 
und  Physik  2—4 

Geschwindigkeit  235,  236, 


239,  —  der  Electridtftt 
319,  —  des  Lichtes  283, 

—  des  8challes  281,  — 
mittlere  236,  —  virtuelle 
234 

Gesetz  von  Hutton  305,  — 
Mariotte  274,  301,  — 
Ohm  318 

Qessner  3,  250 

Gewicht  208,  —  absolutes 
246,  —  specivlsches  246, 
269,  278 

Oewichtuhr  257 

Oewlchtsaräometer  369 

Oe Wichtsthermometer  301 

Gewissheit  87 

Gib  94 

Giesel  72 

Oüfhom  5 

Gilbert  4,  309,  815 

Gilly  226 

Gioja  314 

Girard  6,  20,  81 

Oirtanner  250 

Glaselectricitlt  816 

Glasfeucbtigkeit  291 

Glauber  250 

Gleichgewicht  2S7,  —  la- 
biles 252,  —  sUbUes  252 

Gleichgewichtsbedingungen 
234 

Gleichheit  5,  15 

Gleichungen  15  —  24,  — 
algebraische  16,  101,  — 
der  Ebene  193,  —  der 
Geraden  131,  IH,  —  des 
Kreises  134,  —  dritten 
Grades  19, 101,  —  ersten 
Grades  16,  21,  —  höhere 
20,  —  mit  mehreren  Un- 
bekannten 21,  —  nume- 
rische 20,  21,  23,  — 
transeendente  16, 23, 102, 

—  fiberschOssige  21,  210, 

—  unbestimmte  22,  — 
von  Riccati  70,  —  iwel- 
ten  Grades  18,  101 

Glied  6,  —  erstes  und  leti- 

tes  25,  26 
Glockenlinie  149 


Gmelin  850 
GOthe  283 
Geldschmid  273 
Goniometrie  95—100 
Goudin  131 
Goulier  218 
Grad  75 
Grftffis  20,  72 
GraiTenried  6,  15 
Graham  250,  279,  301 
Gramm  246 
Grandi  8 
Grashof  249 
s'Gravesande  845 
Gray  4,  315,  316   . 
Gregory  47,  895 
Gren  4 
Gretschel  116 
Grimaldi  3,  296 
GroBuinglus  154 
Grosse  3 
Grove  817 
Grundriss  806 
Grunert  4,  103,  147,  883 
Grynftus  8 
Gua  131,  173 
Gudermaan  183 
Guerike  8,  276,  815 
Guido  Ubaldi  834 
Guinand  895 
Guldin  81,  185 
Gunter  14,  94,  151 
GuytOD  de  Morvean  850 

Haehette  807,  815 
Hadley  828 
Hsgen  85 
Halbkugeln,   Magdeburg!- 

sehe  876 
Haller  817 

HaUey  8,  888,  847,  875 
Hamberger  8 
HamUton  135 
Hansoh  8 
Hansen  807 
Harriot  8,  5 
Harrison  801 
Harting  890 
Hartmann  3,  811,  813 
Hartner  811 
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HaneleetrieitiU  316 

Haaler  818 

HMpeiaei 

HMftler  6»  7%  103,  218 

H«uptaze  136»  197, 848, 297 

Hanptkieis  188 

Hanptpiinet  289 

Hauptachnltt  176,  297 

HAiipiBtrahl  285 

Hansen  316 

Bant,  harte  291 

Uawkebee  315 

Uuardeplele  39 

Hebel  269 

Heber  277 

Heberbarometer  273 

Ueilbronner  4 

Heinen  268 

Heie6,  78 

Hele267 

HeUotrop  222,  284 

Helmholta  281 

Hteigone  9 

Hermann  140,  227,  247 

Hero  106»  247,  277,  307 

Heronsball  277 

HerMhel  288,  295,  298 

Hertel  78 

Herta  267 

Heeae  131,  132,  191 

Hesaler  245 

HeQaal246 

Hexaeder  171,  181 

Hexagrarnrnnm    mysticam 

126 
Hlndenbnrg  4,  81 
Hipp  267,  320 
Hirn  299 

HirMh6,46^68»73,247,273 
Eoare  14 
Hoehdmok  307 
H5fer260 
Höbe  88 
HAbenkrel«  221 

H6henmeaaaDg226^226^275 
HAheBpoDCt  112 
HOhenwinkel  226 
Hofflnana  115^  26%  294 
Hoftnelsler  245 
Hohl  171 


Hohlspiegel  285 
Holte  316 

Holtsmann  227,  270 
Hommel  220 
Hooke  222,  296,  320 
Horixont,  kOnatllcher  226, 

—  scheinbarer  225 
Homer  213,  217,  273,  275 
Hornhaut  291 
Horrebow  3 

PHospital  45,  135 

Honsei  5,  73,  131 

Hnbbard  40 

Hnber  76 

Hülsse  27 

Hufeisenmagnet  311 

Hugens  3,  35,  151,  154» 
204»  254,  265,  266,  257, 
263,  288,  286,  298,  295, 
297,  298 

Hnll  807 

Hunlns  211 

Hntton  4»  211,  305 

Hydraulik  267—272 

Hydrostatik  267—272 

Hygrometer  280,  305 

Hygroskop  280 

Hyperbel  137,   146-147, 

—  gleichseitige  146 
Hyperboloid  198 
Hypocydoide  154 
Hypotenuse  91 
Hypsometrie  275 

Jacobi  4,  8»  34,  45,  227, 
228»  815,319 

Jacqmin  307 

Jallabert  315 

Jamin  245 

Jansen  3,  298 

Jelinek  20 

Ikosaeder  171»  181 

Inelinatton  813 

Inductionsstrom  819 

Inflezlonspunot  148 

Integral,  allgemeines  7%  — 
besonderes  70,  —  be- 
stimmtes 69 

Inlegralrechnnog  64—72 

Inteasiat  818 


Interfereni  272,  296 
Interpolation  54 
Interpolationsformel,  logfr- 

rithmisohe  49 
Inversion  34 
Involution  109,  116 
Involviren  32 
Joachimsthal  131 
Jouffroy  307 
Joule  4,  308 
Isochrone  154,  264 
Isolator  815 

Isoperimetrie  63,  9Q,  106 
Jfirgensen  247,  257 
Jullien  227,  273»  307 

Kältemischungen  304 
Kftmta  305»  306 
Kistner  4»  19 
Kahl  245 
Kaleidoskop  284 
Kammrad  261 
Kanalwaage  212»  268 
Kante  155 
Kantenwinkel  165 
Karat  21 
Karsten  4,  5,  245 
Kater  266 
Kathete  91 
Kathetometer  275 
Kegel  176-176 
Kegelrad  261 
Kegelschnitte  176 
KeU  165»  263 
Kellner  290 
KennsÜfer  14 
Keppler  3,  288,  298 
Kern  226 
Kettenbruoh  28—80,  208, 

—  periodischer  30 
Kettenlinie  151»  284 
Kettenregel  17 
Kilogrammeter  264 
Kimmtiefe  225 
Kiroher  292»  809 
KirohhoiT  4,  294 
Klangflguren  282 
Kleist  816 
Klingenstiema  295 
Killgel  4»  208^  288 

3l* 


484 


—  AlphabetuehaB  Regtatefi  — 


Knspp  40 

Knotenlinie  156 

Knotenpnnet  289 

Kochimski  123 

K9rper  171,  248,  —  Mnor- 
phe  248,  —  Anisotrope 
283,  —  athermane  300, 

—  dehnbare  248,  —  dia^ 
magneüBche  312,  —  dia^ 
tfaermane  300,  —  ela^ 
Btiaclie   248,   249,   265, 

—  expansible  248,  — 
feste  248,  —  harte  248, 

—  isotrope  283,  —  kry- 
BtaUinUche  248,  —  U- 
quide  248,  —  paramag- 
netische  312,  —  sprOde 
248,  —  weiche  248 

Konon  152 

Kopp  250 

Koppe  180 

Kräfte,  paraUele  231 

Kr&ftenpaar  232-233 

Kr&ftenparallelograniin  228 

Kraffl  131 

Kraft  227,  —  brechende 
283,  —  lebendige  264 

Kramp  278 

Kreis  123-130,  134,  — 
concentrischer  127,  — 
excentrlBcher  127,  — 
getheilter  219,  —  von 
LexeU  190 

Kreissector  129 

Kreissegment  129 

Kreistheilang  219 

Krensscheibe  214 

Krüger  273 

Krfimmnng  201 

Krfimmongskreis  139 

KrystallliDse  291 

Kuen  115 

Kngel  183—190,  —  Ab- 
schnitt nnd  Ausschnitt 
187,  —  Dreieck  188  bis 
190,  —  Inhalt  187,  — 
Oberfliche  nnd  Zone  186 

Knhn  294 

Knienkamp  217 

Knlik  227 


Knndt  282 
Knnse  73 
Knnsek  246^  283 

LacaiUe  283 

La  Condamlne  213 

Laeroix  5,  35,  45,  73,  108, 

211 
Laden  316 
Ladomns  73 
Länge  74 

LängeDabwelchnng  285, 290 
LängeDmessnng  213 
Läutwerk  320 
Lafr^moire  73 
Lage,  perspectiTisehe  116, 

175,  —  schiefe  116 
La  Gonmerie  206 
Lagrange  4,  20,  45,  46,  47, 

60,  61,  72,  75,  192,  227, 

234 
La  Hire  135,  226 
La  Lande  14,  270 
Laianne  209 
Lambert  4,  206,  207,  217, 

283,  289,  299,  305 
Lam«  73,  245»  249,  (442) 
Lamont  313 
Lana  278 
Lang  245 
Laogsdorf  267 
Laplace  4,  35,  36,  61,  207, 

208,  242,  27a  275,  301 
La  Roche  9 
Last  246 

Laterna  magica  292 
Latus  rectus  225,  —  versas 

225 
Laugier  286 
Lavoisier  4,  25a  301 
Lebensdauer  40 
Lebon  308 
Lecointe  5 
Lef<^bure  5,  131,  206 
Legendre  4,  8,  45,  73,  76» 

90. 167, 188, 189, 19a  207 
Lehmann  217 
Lehrsatz,   binomischer  41 

bis  44,  —  polynomischer 

41,  —  von  Moivre  6a 


99,  —  Ptoloni»  126.  — 
PythagorflB  93,  115,  — 
Btorm  2a  —  Taylor  60 
LeflmiU  3,  7,  27,  31,  34, 
62,65,82,23^254^264 

Leiter  316 

Leitlinie  144 

Leitatrahl  77 

Lenmiscate  160 

Lemoch  211 

Lenoir  213 

Leonardo  da  Vlaei  291 

Leopold  3 

Lepante  257 

Leroy  206 

Lesage4,  29%  320 

Lesbros  267,  271 

LesUe  299,  317 

Leupoid  307 

LexeU  118,  190 

Leydnetflaache  316 

Lhniller  5,  43, 45, 106,  lia 
131,  167,  173 

Uagre  35,  40 

LibeUe  212 

Ubri  2 

Lieht  283 

Lichtenberg  316 

Lichtstrahl  283 

Liebig  250 

Lielegg  294 

Ligowski  146 

LimbuB  221 

Lines  66 

Limpricht  250 

Lindemann  283 

lindenau  276 

Line  274 

linle  73,  —  der  gleicbea 
Potenaen  127,  —  drlttMi 
Grades  149,  ~  ersten 
Grades  131—132, 194  bia 
195,  —  Fraimhofer*sebe 
294,  296,  —  gebrochcM 
78,  —  geodlUsche  199, 

—  gerade  73^  —  höhere 
149—164,  —  kraniale  73, 

—  logarithmiscfce  151,  — 
tranacendeiiie  151—154, 

—  Tiertaa  Grades  16a 
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—  Bweiten  Grades  184 
bis  137,  142-147 

Lfnienwlnkel  156 

Lloii«  847 

Linse  289— S90,  —  achro- 
matische 295,  —  des 
Auges  291 

Lionvllle  4 

Iiippershey  d,  293 

Usting  289 

Littrow  5,  35, 40, 131, 136, 
275,  283 

LobatscheTskji  73,  76 

Iiöwig250 

liOgarithmen  11,  —  Oauss'- 
sche  11,  —  gemeine  oder 
Brigg'sche  14,  49,  — 
hyperbolische  147,  — 
natllrllche  oder  Neper'- 
sche  48 

IfOgarithmlren  23,  26 

Logistik  5,  151 

Lohmeyer  278 

Lommel  45 

Loth  212 

Lotto  39 

Loupe  291 

Lncmm  39 

Lndolph  5,  122 

Lflbsen  5 

Lflders  2 

Luftballon  278 

Lnftfemrohr  293 

Lnftheisiing  300 

Luftpumpe  276 

Lufttfaermometer  301 

Lnllin  315 

LnUius  250 

Maclanrin  45,  61 
Mftstlin  3 

Magelhaens  247,  273,  293 
Magister  matheseos  93 
Magnet,  kflnstlicher  311 
Magneteisenstein  309 
Magnetlsmns  309—314 
Magnetoelectrioitit  320 
Magnetometer  313 
Magnus  131,  267 
Malerspiegel  285 


Malfattl  127 

Malus  4,  297,  298 

Manget  250 

Manometer  274 

Mantel  175 

Mantisse  14 

Marcet  245 

Marco  Polo  314 

Mariotte  3,  274 

Martens  257 

Martin  291 

Marx  298 

Mascheroni  73 

Masse  246 

Mathematik  1—244 

Matteucci  4^  309 

Matska  129 

Mauduit  169 

Maximum  63 

Maximumthermometer  247 

Mayer  4,  5,  210,  211,  216, 
222,  299,  306 

Blayr  45,  70,  72 

Mechanik  1,  227-244^  251 
bU  282 

Meinert  226 

Meissner  300 

MeiBter  117 

Melloni  317 

Menelaus  109 

Menge  der  Bewegung  264 

Mensel  215 

Mensing  101 

Mercator  3,  47 

Merian  209 

Mera  295 

Messkette  213 

Messtisch  215 

Metallthermomeier  247 

Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate 207—210,  —  von 
Beaout  21 

Metius  122,  293 

Meusnier  203 

Meyer  40 

MicheU  247 

Mikroskop  292 

MiUiarde  35 

Million  35 

Minimum  63 


Minimumthermometer  247 

Minotto-Elemente  317 

Minuend  6 

Minute  75 

Mischungsgewicht  250 

Mischungsreohnung  21 

Mitis  226 

Mitscherlioh  250 

Mittel,  anisotropes  283,  — 
arithmetisches  11 ,  17, 
S07,  —  geometrisches  11, 
17,  93,  —  harmonisches 
17,  93,  —  isotropes  283 

Mittelpunot  136,  197,  — 
der  Ecken  119,  —  der 
Linse  289,  —  der  pa- 
rallelen Erftfte  231,  — 
der  Seiten  120 

Mittelpunctawinkel  124 

Mocnik  14 

Modulus  7,  9,  49 

Möbius  28,  73,  227 

Möllinger  169 

MOndchen  186 

Mohammed  ben  Mosa  2,  94 

Moha248 

Moigno  4,  227 

Meinet  257 

Moivre  3,  35,  50,  99 

Moll  293 

MoUweide  104,  161 

Molyneux  280 

Moment  einer  Kraft  830, 

—  eines  Paares  232,  — 

—  eines  Punotes  133,  — 
magnetisches  313 

Monckhofen  291 
Monge  4,  131,  201,  206 
Montferrler  4 
Montgolfier  4,  271,  278 
Montmort  35 
Montuda  4 
Morin  249,  267 
Morland  273,  281 
Morse  820 
Mortallt&t  40 
Mortalititscurve  40 
Moser  4 

Mossbrugger  191 
Mossottt  227,  245 
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Ummum  916,  m,  aOB 

M  oqsId  14 

Mttler  4,  &.  28,  181,  315 

Midtiplieaad  7 
MidtipUeatioB  7—8,  —  ab- 

gekfinte  18 
Midtipliestor  7,  —  eleetro- 

magnettflelier  320 
Ifameke  245 
Mordoch  250 
Miixluffd4»  72 
ÜBmydOJ 
MoBselienbioek  245,  270, 

809 
Mydoig»  197 

]iigeU292 

Nilieningslmieli  28—29 
Nagel  155 
Napier  3,  11,  161 
NaTier  45,  227 
Nebel  805 
Nebenwinkel  75 
Negatif  291 
Neigungswinkel  155 
Neu  149 
Nenner  5^  —  geneiDschaft» 

lieh  er  8 
Neeselmann  2 
Netto  217,  226 
Netfhant  291 
Nenmaon  296,  315 
Nennerprobe  13 
Neweomen  307 
Newton  3,  41,  45,  46,  60, 

54, 55^  149, 150. 222,  228, 

263,283,293,294,296,315 
Nicholson  269,  319 
NiehUeiter  315 
Niool  298 
Ni^pee  291 
Nikomachoa  25 
Nikomedes  147,  150 
Nivellirinstniment  226 
NobiU  317 
Nörrembeig  296 
NoUei  245.  270,  315.  316 
Nonina  220 
Noim  9 


Normale  138,  201 
Normalebene  202 
Nonnalform  131 
Norauum  313 
Ntmberger-Eyer  257 
Nnllpunct     des 

Bieters  247,  —  absolnter 

301 

•belisk  180 
Oberfläche  175 
ObjeetiT  292,  296 
ObjectiTdiopter  214 
Octaeder  171,  181 
Ocnlar  292,  298,  ^  aeg»- 
tiYes293,  —  poeitiTea298 
Ocnlardiopter  214 
Odennann  5 
Oeri213 

Oersted  4,  315^  320 
Ohm  72,  315,  318 
OHvier  206 
Omar  5 
Oppikofer  140 
Optik  283—298 
Ordinate  77 
Orelll  24 
Oriani  169 
Orientirbonssole  217 
Ort  73 

Oscillation  255 
Oscnlationsebene  208 
Otho  100 
Ongbtred  5,  7 
Osanam  3,  5 
Oson  250 

Pacioli  de  Bnigo  2,  6 
PainTin  131 
Pambonr  307 
Pantograph  115 
Papin  4,  306,  307 
Pappos  2,  116,  147,  186^ 

253,262 
Parabel  137, 144—145, 258. 

—  NeÜ'Bche  1^  254 
Paraboloid  198 
Paracelsus  250 
Parallele  76,  89,  157 
ParaUelkieis  184 


177 
Paraüelognam  US,  115. 


—  der  Kiille 

mm  Watt  807 
Parameter  131,  137 
Parrot  115^270 
Partialbrlete  66 
Paaeal  3,  31,  41, 196^  I5I> 

273 
Pastevr  4 
Paneker  73 
Panliia  116 
Peaeoek  4 
P4elet899 


Peatadik  12 
Perimeter  181 
Periode  18 
Peripherie  183 
PeripberiBwfakal  IM 
PerklM300 
PermvtatioB  31,  88,  88 
Perspaetive  175 
Peteis  4 
PeUt  301,  308 
Petsral  70 
Peyrard  8 
Pfiffli  140 
Pfhir61,  116 
PfeU  129 
Pferdekraft  264 
Pfleiderer  108 
Pkaaenseil  288 
PhlogIsloB  250 


Phoiogr^hie  891 

Photometrie  288 

Physik  1,  845-880 

Pleard  818,  886 

Pfetei  104 

POatre  da  Bodar  978 

PirU4 

Piaeo  281 

PIstor  828 

Pitiaeos  100 

PIzttSSO 

Plaea856,  890 

PlaBa315 


—  AlphabeÜBOli««  Register. 
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Flenta  316 
PlAnUmonr  866,  975 
Plelo  8»  147 
PUniiis  aoe,  816 
P10S81895 
Plfleker  181,  191 
Pneumatik  278—280 
Poggendorf  4,   250,  318, 

815^820 
Polil  275 
Polneot  81,  227 
PoiMon  4,  85,  227,  228, 

234»  268,  270,  299 
Pol  77, 128, 184,  —  megne- 

tiecher  809,  811 
PoUreoordinaten  77 
Polardraht  817 
PoUrdreieck  167-168 
PoUrdreikAnt  167 
Polare  128 
PoleriMÜon  298 
PoleriMtlonsebeBe  296 
PoUriMtor  298 
PoUriekop  298 
PoierkreiB  184 
PolerpUnlneter  140 
PoiarprojeotioD  206 
PolUk  5,  24 
Polyeder  171, — centrischee 

182,  —  Gonvexes  181,  — 

regelmlasiges  182 
Polygonieiren  215 
Polygonometrie  118 
PoDcelet  4, 116,  228»  (442) 
Porosiat  245 
Porro  218 
PorU  291 

POBitlOD  77 

Potens  9,  —  der  Hyperbel 
147,  —  eines  Pnnotes  125 
Potensenilasehensng  262 
Potestes  9 
Pothenot  217 
Potter  807 
Ponce  d'esn  271 
PoniUet  245,  278,  801 
Priadel  5 
Pritorins  215 
PreehU  283 
Frediger  275 


Presse  von  BramsJi  267 

Prevost  299 

Priesttey  250,  283»  815 

Primsabl  7 

Princip  der  Eriudtang  der 
FlKchen  241 ,  —  der 
Erhaltung  des  Sohwer- 
punetes  240,  —  der  Mul- 
tiplication  216,  —  der 
virtuellen  Geschwindig- 
keiten 234,  —  von  d'A- 
lembert  239,  —  von 
Hutton  305 

Prisma  177,  288,  295,  — 
aehromatisches  295»  — 
von  Nicol  298 

Prismenkreus  214 

Prismold  179 

Produot  7 

Progression ,  absteigende 
26»  —  arithmetische  25» 

—  geometrbche  26 
Projeoüon  88,   156,   168, 

206,  —  axonometrische 
206,  —  isometrische  206, 

—  monodimetrische  206, 

—  orthogonale  206,  — 
perspectivlsche  206,  — 
polare  206 

Prony  14,  271 
Proportion ,   arithmetische 
17,  —  geometrische  17, 

—  stetige  17 
Proportionale,  mittlere  17 
Psychrometer  280,  305 
Ptolemftus  94,  126,  212 
Pulssant  211 

Pumpe  277 

Punct  73,  —  besonderer 
148,  —  cot^Jugirter  148, 

—  der  mittlem  Entfer- 
nungen 183,  —  entspre- 
chender 76,  —  harmo- 
nischer 116,  —  isolirter 
148,  —  reciproker  128, 

—  vielfacher  148 
Purbach  12,  100,  225 
Pyramide  175,  —  gerade  175 
Pyrometer  301 
Pythagoras  93,  Uö 


Quadrat  7»  113 
Quadratrix  151 
Quadratum   geemetricnm 

225 
Quadratur   140,  —    des 

Kreises  123 
Quadratwursel  8 
QuecksÜbereompensatlon 

301 
Querschnitt  179,  180 
Quetelet  4,  35 
Quotient  7»  26 

Raabe  45,  52 

Rad  261 

Radau  273 

Radicalaxe  127 

Radicalcentrum  127 

Radicke  283 

Radius  111,  119,  123»  — 

Vector  77 
Radix  9,  15 
Rahn  7,9 
Ramend  275 
Ramsden  213,  221,  293 
Ramus  5,  73 
Rankine  306»  807 
Raum»  pyranüdaliseher  175» 

—  prismatbcher  177,  — 

schädlicher  276 
Raumcoordinaten  191 
Raumdreieck  165—170,  •— 

rechtwinkliges  169 
Raumeck  165 
Raumeckenwinkel  165 
Raumgebilde  1 
Rauminhalt  173—174 
Raumtrigonometrie  160  bis 

163,  167—169 
R4aumur  247 
Rebstein  211 
Rechenschieber  14,  218 
Rechnen,  graphisches  89 
Reehnungsvortheile  13 
Rechteck  113 
Reciproke  7 
Recknagel  283 
Recorde  5 
Rectiflcation   141,  —  de« 

KreUes  123 
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—  AlphabettBehfls  Begistar.  — 


RecnxBloii  67  Rieber  220 

Redtenliacher  227  Riehmaim  316 

BeductionAiifCeiitniin223,  Richter  250 

—  Horisont  223,  —  Meer  RichtuDg  73,  —  borixontale 
213  246,  —  verüeale  246 

Reflexion  283,  —  toUle  286  Riemaim  4,  45,  73 

Refirmcüon  287  Riese  5 

Refirmctor  2d3  Riess  315 

Regel  von  Onldin  185,  —  RittenhonBe  289 


Ritter  207 
Robert  278 
Roberval  154 
Robinson  273 
Roe  U 


Simpson  145 
Regen  305 

RegenbogenCarben  294 
Regenbogenbant  291 
RegiomonUn  6,  34,  100 
Registrirmpparate  247,  273,  Römer  3,  154 

280  Ro^g  4 

R^e  k  Calcvl  14  RohAolt  245 

Regnault  250, 278, 305, 306  RoUe  262 
Regula  Falsi  20,  21,  23,   RollliEien  153 


Ceira  110,  —  Svler  181, 

—  Goa  173,  —  liegendre 
189,  —  St4^er  133.  180, 

—  Stewart  110 
Sangpompe  277 
Sanssnre  280, 306^  313,  315 
Savaeorda  12 

Savart  282 
SaTary  315 
Sav^ea  4 
Savery  307 
Sawitaeh  207 
Scalenariometer  2G9 
275 


ScbaU  281 
Scheele  250 
Bcbeffler  5, 
Scheibel4 


215 


44,  132,  134 
Regulator  257,  307 
Reibung  266 
Reibnngscoefficient  266 
Reibnngswinkel  266 
Reichenbach  213,  221 
Reif  306 
Reibe,  arithmetische  25,  42,   Roulette  154 

—  ezponentiale  46,  —   Rozier  4 


Romersbansen  214 
Roscoe  294 
Rose  250 
Rosse  295 
Rostcompensation  301 


Scheibner  28 
Seheinbmeh  5 
Scheiiier  115 
Seheitel  75,  137 
Scheitelwinkel  75 


Rotationsaxe,  angenhlick-   Schell  202 
liebe  244  ScheUbach  45»  135^  227 

Schellen  294,  815 
Schenkel  75,  84 


goniometrische  50,   100,   Rudolff  2.  6,  7,  9,  13,  15,  Schering  315 
—  logarithmische  47,  —       24,  25,  26  *  Schilling  320 

umgekehrte  51,  —  von    ROckwärtsabschneiden  215   Schinx  140,  152 
Maclanrin  61,  —  Taylor   Rühlmann  267,  275  Schlifii  61,  192 


60 

Reinhold  100,  226 
Rentenrechnnng  27,  40 
Repsold  213,  256 
Rea  15 
Reat  7 

Resolvente  20 
Resnltaate  227 
Reuleanx  89,  307 
Reaaa  4 

ReTersionaformel  61 
Rereraionspendel  256 
Reye  116 
Rhiücna  91,  100 
RheosUi  318 
Rhomboeder  177 
Rhombus  113 
RioGatt70 


Ramford  2i^,  303  Schlesinger  206 

Rntherford  247  SchlömUch  4,  45,  73,  131 

Scbmelxpnacl  d47 
Säule,     thermoelektrische   Schmidt  283 
317,  —  von  Volu  317,   Schnee  305 


—  Zamboni  315 
Siure  250 
Sagredo  247 
Saite  282 

Salmon  45,  135,  149,  191 
Salvino  degli  Annati  289 
Salx  250 
SammeUinse  2bS 
Sanctorius  247 
Sanduhr  257 
Santbech  100 
Santini  283 
Sati  von  Aichimed  187,  — 


SchneebeU  249 
Schneitier  211 
Schaellwaage  M> 
Schnitt,  goldncr  121 
Schnnae  45 
Schönbein  250 
Scholfteld  73 
Schoner  100 
Schooten  3,  146 
Schott  5,  876 
Schraube  254 
Schreibapparat  vea  Morve 
320 
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Sohrön  14 
Bchröler  116 
SoliQbartli  4,  960 
Schills  14 
Bclivlie  14 
Scbumacher  213 
Bohwan  8 
Bohweina  27,  73 
Bchwendener  2d2 
Schwenter  215 
Bchweraxe  183,  281 
Bchwerd  296 
Schwere  246 
Bchwerpnnct  112, 188, 140, 

141,  196,  204,  206,  281 
Schwiflimea  269 
Bchwlngnng  266,  282 
BchwIngnngMze  266 
Behwlngiiiigfpiuict  266 
Schwungrad  307 
Secane  94,  129 
Secante  124,  125 
Secchl  278 
Sector  129 
Seebeck  298,  817 
Segment  129 

Segn  er  170,  ^^  245,  267 
S^ln  4,  307 
Sehne  124,  129,  —  con- 

Jnglrte   136,   —    ideale 

124 
Sehweite,  291 
Seidewits  116 
Seilpolygon  229 
Seite  78,  —  homologe  107, 

—  Innere  78 
Seitenabwelchnng  285,  290 
SeltenverhältnlsBe  94 
Sekonde  75 
Selnmdenpendel  265 
Sella  14 
S^narmont  4 
Senkrechte  76,  88,  166 
Senkrechtenwinkel  169 
Senkwaage  269 
Serret  4,  45 
Setswaage  212 
Sexagesimaltheilnng  12 
Seyffer  315 
ShaAier  315 


Sharp  14 

Sicherheitslampe  808 

8idler  258 

Siedepnnct  247 

Simms  211 

Simonoff  313 

Simpson  5, 35,  40,  78,  103, 
145,  207 

Simson  2,  135 

Sinns  94,  129,  —  hyper- 
bolischer 146 

Sinnsbonssole  390 

Blnnsoide  151 

Sinus  totns  94 

Sinns  Tersns  94,  129 

Six247 

Sliding  Rnle  14 

Slomann  55 

Smith  283 

Snellins  3,  103,  217,  224, 
283 

Sniadecki  169 

SOmmering  320 

Sohncke  4,  45,  131 

Sonnenmikroskop  292 

Sonnet  4 

Spannnngsreihe  318 

Sparks  4 

Spektroskop  294 

Spektrum  294 

Sphäroid  199 

Spiegel  284—285 

Spiegelkreis  222 

Spiegelseztant  222 

Spiegelteleskop  293 

Spiel,  ehrliches  39 

Spirale,  Archimedische  152, 
—  hyperbolische  152,  — 
logarithmische  152,  — 
parabolische  152 

Spits  73 

Spitse  84,  148 

Spur  165 

SUbUiat  252 

StadU  218 

Stahl  260 

Stampfer  226 

Standlinie  215 

SUtik  227-284,  251-282 

SUudigl  206 


Staudt  116 
Stegmann  (44S) 
Steiner  4,  108,  116,  133, 
15a  153,  175,  180  181 
Steinhanaer  291 
SteinheU  4,  284»  295,  320 
Stephenson  4,  807 
Stereoskop  291 
Stern  5 
Steuerung  307 
Stevin  3,  9,  12,  254 
Stewart  73,  110 
Stifel  2,  24,  41 
SUmrad  261 
StOckhardt  260 
StOhrer  320 
Storchschnabel  115 

Stoss  265 

Stossheber  271 

Strahlen ,  aussergewOhn- 
liche  ^,  —  chemische 
294,  —  entsprechende 
76,  —  harmonische  116 

Strshlbttschel  75,  76 

Strauch  70^  72,  285 

Strich  311 

Stmadt  257 

StrOmer  247 

Strom,  galvanischer  317  bis 
320,  —  indudrter  319 

Strutt  300 

Stuart  307 

Btuder  246 

Stfttspunct  des  Bebela  260 

Stufe  75 

Sturm  4.  6,  20,  45,  227, 

281,  317 
Subnormale  138 
Subsütution  21,  65 
Subtangente  138 
Subtraction  6 
Subtrahend  6 
Sue  315 
Sfissmüch  40 
Suhle  305 
Sulser  817 
Summand  6 
Summe  6,  —  algebraische 

6 
Summenlogarithmns  11 
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Ssppleaient  75 
Symmetrie  87,  170 


73 


Tafel 


TSpler  316 

Topographie  211—286 
Torem  2 

3,  271,  273 


Coeins  146,  Toniowfestigkeil  213 
^fffcrmKrfc-  TMtolim  4 
keitea  206.  —  Fn^-  Towaley  274 
liB'Behe  316^  ^  I  Ui  Zn  Trl^eit  215 
(443-^76) 
TaIboi291 
94 
IH»  125,  138        TraMformelio« 


^U 


Tragmodnl  219 
Tnllce  269 


Tum  260 
TntagUa  3,  19 
Taster  320 
Tastoavoae  154,  254 
Taylor  60 
Tclcgrapkte320 


196 
raas 

216 


97,  137,  192,  Yi 
y  fendliB%ar  V« 

109^110 
109 


Telometer218 

Terqaem  4 

Trtracdar  171. 174, 161,  — 

aligektBtaa  174,  160 
Telraednlaia  42 
Tetragoaometrie  114 
Tkal  272 


113 
Tred^oM  303,  307 


TrigoBa]aaU42 


TWbtt  2 
TVeil  b,  75 

TMlWikeft  7,  IJL  215 
TWiler  7,  —  gidastci 

Tbeflicgela  13 


bis  106,   — 

160-163.  167—1691  18B 
Tnwctioa  147,  151 
Trockoide  154 
140 


(442) 


TyBdaU261, 

Tjcko  2ia. 


116  Vkr  257,  — 


TWodoUt  tn 


Mi  209 


K13 

Ulagb««k219 
Pckkr    206   UmdRkaag  Tb 
Umpfeabaek  2U 
317  UK&ekaaate  15 


TWnaomalüplkmtor  317       Ucdarv&ane^ckkcift  245     V« 
TkiVaat  &  ^ 

4 
aC«  Vm^LMimM^mKiomtutt  313 

TlbdMT  206  Varake  25^ 

T»teek  5 
To4teat<r  &  7)  VaiW  d.^ 
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Volte  4»  815^  816»  817 
Volumen  tob  EUip«oid  906^ 

—  Xesel  176,  -*  Kugel 
187,  —  Obelisk  180,  — 
FrlBiBA  177,  —  Prismoid 
179,  —  Pyramide  175,  — 
RotettonskOrper  185,  — 
Vierflaeh  173-174,  ^ 
Zylinder  178 

Vorwiriaabeobneiden  815 
Voaains  8,  270 

Waagbarometer  878 
Waage,  bydrostetUche  868, 

—  pbyalkaliaehe  860 
Wimey  freie  808,  —  ge- 

bondene  808,  —  latente 

808,  806,  —  apeciflaohe 

808 
Wlrmeeqniralent  808 
Wlrmeeneugmig  808 
Wirmelebre  899—808 
Wlrmeleiter  800 
WirmeetraUen  891 
Wlrmetbeorie ,    meehani- 

■ehe  899,  806 
Wahraehelnliehkeity    ma* 

thematiaehe  86,  ^  rela- 

«lTe87 
WabrteheinUchkeitereeh- 

nnng85    89,  907-81O 
Wallerina  860 
Wallis  8,  6,  149,  805 
Waise  177-178 
Wand  849 
Warteuum  819 
Wasserdampf  806 
WaaserbeisQng  800 
Waaeerrad  von  Segner  867 
Waasembr  867 
Wasserwaage  818,  868 
Wassenersetenng  817,  819 
Wassenoll  871 
Watl4,807 
Weber    878,    881,    818, 

880 
Weehselwinkel  76 
Wedgewood  801 
Weg  885,  839 
Weluglrtiier  81 


Weisbaeh  806,  887,  867, 

871 
Weisse  883 
Weissenbom  46 
Welle  883 

Wellenbewegung  878,  888 
WellenlftDge  888 
WeUrad  861 
Wendepunct  148 
Wena  818 
Werk  806 
Wemebnrg  18 
Westphal  888 
WetU  140 
Wette  89 
Weyer  817 
Wheatetone  891,  818,  319, 

880 

Wbewell  4,  887 

Whitworth  181 

Wick857 

Widerstend  des  Mittels  866 

Wiedemann  815 

Wiegend  165,  (448) 

Wiener  171 

WUd  87,  818,  847 

WUde888 

Winde  861 

Windkessel  877 

Wingate  14 

Winkel  76,  78,  —  eom- 
plementirer  76^  —  eon» 
eaver  75,  —  eonvexer 

75,  —  eorreapondirender 

76,  ^  ebener  166,  — 
explementlrer  ?^ ,  — 
gerader  75,  —  rechter 
75,  —  spitser  75,  — 
Stampfer  76^  —  snpple- 
mentlrer  76 

Winkelgeschwindigkeit 


Winkelhebel  869 
Winkelspiegel  814 
Winkelsnmme  80 
Winkler  814,  849 
Wittetein  U,  14,  40 
Witesehel  116 
Woepcke  (448) 
W6ckel  78,  166 


W6hler860 

Wolf  8,  38,  7B-88,  98, 
95,  104,  110,  116,  U7, 
160,  178,  178»  188,  199^ 
807,  806,  809,  888,  868 

Wolfrsm  14 

Wolke  805 

Wollasten  4,  888|  894 

Woltman  871 

Woreeater  807 

Wflllner  846»  804 

Würfel  177 

WürfelTersvehe  38,  808 

Wfirte  860 

Wnrfbewegnng  868 

Wurfhohe  858 

Wnrflinie  868 

Wurfweite  868 

Wurael  9,  15,  44 

Xylander  4 
Young  4,  846»  896 

Sihlen  5 

Zihler  5 

Zahl  5,  '  Bemoulli'sehe 
68,  —  eomplexe  9,  — 
eo^Juglrte  9,  —  eossl- 
sehe  16,  —  dreieckige 
48,  —  Buler'sehe  68,  — 
flgurirte  48,  —  Imagl- 
nftre  9,  —  incommen- 
surable  8,  --  Irrationale 
8,  —  laterale  17,  — 
Lttdolph*sche  89,  51,  68, 
188,  809,  —  negative  6, 
—  positive  6,  —  sur- 
dische  8,  —  unmögliche 
9^  —  wshnsinnige  9 

Zahlenlehre  8 

Zahlealotterto  39 

Zahlsystem  18 

Zambottl  315 

Zambra846 

Zauberlaterne  898 

Zech  181 

Zehme  154 

Zeichen  6 

Zetehenregel  7,  8 
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